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一类具有交错扩散和捕获项的捕食-食饵模型的稳态解*

罗丽琴， 李海侠， 吴绍艳
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摘 要：研究了一类具有 Crowley-Martin 反应函数和捕获项的捕食-食饵交错扩散模型 . 首先，利用线性算子的

稳定性理论给出了常数稳态解的稳定条件以及交错扩散驱动的 Turing 不稳定条件 . 其次，运用能量估计法和 

Leray-Schauder 度理论分别讨论了非常数正稳态解的不存在性和存在性 . 最后，通过数值模拟对理论结果进行了

验证和补充 . 研究结果表明交错扩散对正常数稳态解的稳定性和非常数正稳态解的存在性具有非常重要的影响，

会引起模型非均匀空间模式的形成，而且采取合理的捕捞策略能确保种群的可持续发展 .
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Steady-state solutions of a predator-prey model 

with cross-diffusion and harvesting
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Abstract： A cross-diffusion predator-prey model with Crowley-Martin functional response and 

harvesting are studied. Firstly， the stable conditions of constant steady-state solutions and the 

conditions for cross-diffusion-driven Turing instability are obtained by the stability theory of linear 

operators. Moreover， the nonexistence and existence of non-constant positive steady-state solutions are 

discussed by using the energy estimation method and Leray-Schauder degree theory. Finally， the 

theoretical results are varified and supplemented by some numerical simulations. The results indicate 

that cross-diffusion has very important effects on the stability of constant positive steady-state solution 

and the existence of non-constant postive steady-state solutions， which can cause the formation of 

spatial patterns， and reasonable harvesting strategies can ensure the sustainable development of the 

populations.
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捕食-食饵模型是种群理论研究的一个重要领域，通过对捕食者和食饵种群之间相互作用关系的研究

可以更好地预测生态系统的动态变化 . 自然界中捕食者和食饵种群之间的相互干扰、疾病和物种自身防御
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策略等因素会导致种群不同程度的迁移扩散现象，这种现象对研究捕食者和食饵种群的生长规律具有重要

意义 . 在生态系统中，捕食者和食饵除了自身内部从高密度区域向低密度区域迁移的自扩散现象以外，还存

在食饵为了生存躲避捕食者的侵略向捕食者低密度区域迁移，以及食饵聚集成巨大的群体共同抵御捕食者

导致捕食者向食饵低密度区域迁移等种群间的交错扩散现象 . 近些年，具有交错扩散的捕食-食饵模型成为

国内外学者的研究热点（Wen，2013；Bie et al.，2014；Ling et al.，2014；Zhao et al.，2017； Li et al.，2020；Zhu et 

al.，2022；杨铜洁等，2023），许多学者讨论了交错扩散对捕食-食饵模型的影响，如 Li et al. （2022）研究了具有

Holling-II 反应函数的捕食-食饵交错扩散模型，讨论了交错扩散对模型空间模式形成的影响；杨铜洁等

（2023）研究了具有交错扩散的捕食-食饵模型正常数稳态解的稳定性和Turing不稳定性 . 另一方面，随着社

会的快速发展，人们越来越重视生态环境以及生物种群的保护和可持续发展（Guo et al.，2024），而人类的捕

获行为对保护生物多样性和资源的合理利用方面具有重要意义 . 目前众多学者对具有捕获项的捕食-食饵

模型进行了大量研究，并取得了许多有意义的成果（Li et al.，2017；Mortuja et al.，2021；Singh et al.，2021；李

海侠，2023），如Mortuja et al.（2021）研究了一类具有食饵捕获项的捕食-食饵模型，得到了当捕获率小于最大

可持续产量时，两种群可以共存并保持平衡；Singh et al.（2021）讨论了一类具有捕获项的修正Leslie-Gower 

捕食-食饵模型，分析了周期解的存在性和产生分歧的条件 . 然而目前研究具有捕获项的捕食-食饵交错扩散

模型的文献相对较少 .

基于以上分析，本文考虑如下具有 Crowley-Martin 反应函数和捕获项的捕食-食饵交错扩散模型
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∂u
∂t = d1Δu + d12Δ ( )uv + ru ( )1 - u

k - muv
1 + au - p1Eu，          x ∈ Ω，t > 0，

∂v
∂t = d2Δv + d21Δ ( )uv + v ( )mnu

( )1 + au ( )1 + bv - s - p2E ，     x ∈ Ω，t > 0，
∂u
∂n = ∂v

∂n = 0，                                                                                        x ∈ ∂Ω，t > 0，
u ( )x，0 = u0( )x ≥ 0，v ( )x，0 = v0( )x ≥ 0，                                    x ∈ Ω，

（1）

其中Ω ⊆ RN(N ≥ 1)是具有光滑边界 ∂Ω 的有界区域，n 是边界上的单位外法向量 . u，v 分别表示食饵和捕

食者的浓度，r，k 分别表示食饵的内禀增长率和环境最大容纳量，s 代表捕食者的死亡率，a，b 分别代表捕食

者对食饵的处理时间和捕食者之间的干扰强度，m，n 代表捕食者的捕获速率和捕食者转化为生物量的速率，

p1，p2  代表食饵和捕食者的捕获系数，E 代表人类的捕获能力，d1 > 0，d2 > 0 代表自扩散系数，d12 > 0， d21 > 0 
分别代表 u，v的交错扩散系数，d12 表示食饵种群向捕食者种群密度较低的方向移动，d21 表示捕食者种群向

食饵种群密度较低的方向移动 . 模型（1）中
uv

( )1 + au ( )1 + bv  是 Crowley-Martin（C-M）反应函数，关于 C-M

反应函数的详细介绍可见文献（Li，2014；李海侠，2017，2023；Li et al.，2018；Tiwari et al.，2019；Lu，2022）.

模型（1）中不考虑扩散和捕获项时，Baek et al.（2014）考虑了类似模型（1）具有 Beddington-DeAngelis 反

应函数的捕食-食饵模型正解的稳定性和持久性，Alebraheem（2023）研究了该捕食-食饵模型非负解的稳定

性和正解的有界性；当 p1 = p2 = 0，b = 0时，Bie et al.（2014）研究了交错扩散对模型正稳态解稳定性的影响，

发现交错扩散会引起Turing失稳 . 本文在Alebraheem（2023）的基础上讨论交错扩散和捕获项对模型 （1）正

常数稳态解的稳定性以及非常数正稳态解不存在性和存在性的影响 . 通过比较发现具有交错扩散和捕获项

的生物模型能更加合理地解释一些生物现象，更贴合实际 . 而且，交错扩散的引入和 C-M反应函数的复杂

性，使得正常数稳态解的稳定性和非常数正稳态解的存在性的研究变得更加困难 .

为了方便讨论，对模型（1）进行无量纲化：令 ū = u
k，t̄ = rt，m̄ = m

r ，ā = ak，s̄ = s
r，h = mnk

r ，q1 = p1E
r ，q2 =

p2E
r ，d̄ = d1

r ，d̄ = d2
r ，d̄12 = d12

r ，d̄21 = d21k
r  ，并将它们仍记作u，t，m，a，s，d1，d2，d12，d21，则模型（1）简化为
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∂u
∂t = d1Δu + d12Δ ( )uv + u ( )1 - u - muv

1 + au - q1u，            x ∈ Ω，t > 0，
∂v
∂t = d2Δv + d21Δ ( )uv + v ( )hu

( )1 + au ( )1 + bv - s - q2 ，     x ∈ Ω，t > 0，
∂u
∂n = ∂v

∂n = 0，                                                                                     x ∈ ∂Ω，t > 0，
u ( )x，0 = u0( )x ≥ 0，v ( )x，0 = v0( )x ≥ 0，                          x ∈ Ω.

（2）

本文主要讨论模型（2）正常数稳态解的稳定性、Turing不稳定性以及非常数正稳态解的不存在性和存在性 .

1 Turing不稳定

本节主要研究模型（2）中交错扩散对正常数稳态解的稳定性的影响 . 首先给出以下引理 .

引理 1（裘光明，2002）（笛卡尔符号规律） 设 f ( x) = a0xn + a1xn - 1 + ⋯ + an - 1x + an为实系数多项式，

其中 a0，a1，⋯，an - 1，an为已知常数，则方程 f ( x) = 0 的正根的个数等于其系数 a0，a1，⋯，an - 1，an的变号数

减去一个非负偶数 .

其次研究模型（2）常数稳态解的存在性和稳定性 . 易得到模型（2）有如下非负常数稳态解：

（i）  平凡解W0 = (0，0)；
（ii）  若  q1 < 1 ，则有半平凡解W1 = (1 - q1，0)；
（iii）  设  W2 = (u*，v* )  为模型（2）的正常数稳态解，则W2 满足
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1 - u* - mv*1 + au*
- q1 = 0，

hu*
( )1 + au* ( )1 + bv*

- s - q2 = 0.
得到

A (u* ) 3 + B (u* ) 2 + C (u* ) + D = 0， （3）

其中

A = a2b ( )s + q2 ，                                                              B = ( )s + q2 ab ( )2 + q1a - a ，

C = ( )s + q2 ( )b - 2ab - am + 2q1ab + mh，          D = ( )s + q2 ( )-b - m + q1b .
若 1 - 2

a < q1 < 1， h > a ( s + q2 )，则有 A > 0，B > 0，C > 0，D < 0. 根据引理 1可知方程（3）存在唯一正常根

 u*. 进而若 u* < 1 - q1，  则模型（2）存在唯一正常数稳态解W2 = (u*，v* )，其中 v* = ( )1 - u* - q1 ( )1 + au*
m . 

当模型（2）中没有扩散时，根据类似于Alebraheem（2023）的方法可知以下结论成立 .

定理1 （i） 若 q1 > 1，则  W0  稳定；若  q1 < 1，则W0不稳定 .

（ii） 设 q1 < 1. 若  q2 > h ( )1 - q1
1 + a ( )1 - q1

- s，则  W1  稳定；若 q2 < h ( )1 - q1
1 + a ( )1 - q1

- s ，则  W1  不稳定 .

（iii） 设  1 - 2
a < q1 < 1，h > a ( s + q2 )，u* < 1 - q1. 若  mav* < (1 + au* ) 2

，则  W2  局部渐近稳定 .

接下来考虑模型（2）对应的自扩散模型
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∂u
∂t = d1Δu + u ( )1 - u - muv

1 + au - q1u，            x ∈ Ω，t > 0，
∂v
∂t = d2Δv + v ( )hu

( )1 + au ( )1 + bv - s - q2 ，     x ∈ Ω，t > 0，
∂u
∂n = ∂v

∂n = 0，                                                              x ∈ ∂Ω，t > 0，
u ( )x，0 = u0( )x ≥ 0，v ( )x，0 = v0( )x ≥ 0，   x ∈ Ω

（4）
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正常数稳态解的稳定性 .

令  0 = μ0 < μ1 < μ2 < ⋯ < μi < ⋯  是齐次 Neumann 边界条件下   - Δ  在  Ω  上的特征值 . 定义

 X ij ≜ { cϕij | c ∈ R2 }，X ≜ { }w ∈ [C1(-Ω ) ] 2 |
|
||||  ∂w∂n = 0，x ∈ ∂Ω ，其中{ }ϕij | j = 1，2，⋯，dim E ( μi ) 是 E ( μi )的标准

正交基，且有

X = ⨁∞
i = 1 X i，    X i = ⨁dim E ( )μi

i = 1 X ij .
定理 2 设  1 - 2

a < q1 < 1，h > a ( s + q2 )，u* < 1 - q1. 若  mav* < (1 + au* ) 2
，则模型（4）的正常数稳态

解 W2  局部渐近稳定 .

证明 模型（4）在W2 = (u*，v* )  处的线性化为

∂w
∂t = Jw + D0Δw，

其中

w = (u，v) T
，    D0 = ( )d1 0

0 d2
，      J = ( )a11 a12

a21 a22
，

且

a11 = 1 - 2u* - mv*

( )1 + au*
2 - q1 = u*( )mav*

( )1 + au*
2 - 1 ，              a12 = - mu*1 + au*

，

a21 = hv*

( )1 + au*
2( )1 + bv*

，      a22 = hu*

( )1 + au* ( )1 + bv*
2 - s - q2 = hu*

( )1 + au* ( )1 + bv* ( )1
1 + bv*

- 1 .
显然λ是算子 J + D0Δ 在  X i  中的特征值当且仅当 λ 是矩阵-μiD0 + J 的特征值，则-μiD0 + J 的特征多项

式为

pi(λ) = λ2 - tr { M i } λ + det { M i }，
其中

M i = -μiD0 + J，        tr { M i } = tr { J } - ( )d1 + d2 μi，     tr { J } = a11 + a22，

det { M i } = det { D0 } μ2
i - ( )a11d2 + a22d1 μi + det { J }，det { D0 } = d1d2， det { J } = a11a22 - a12a21.

若  mav* < (1 + au* ) 2
，则  a11 < 0，故 tr { M i } < 0，det { M i } > 0，此时W2  局部渐近稳定 .

最后研究模型（2）的Turing不稳定性 .

定理 3 设  1 - 2
a < q1 < 1，h > a ( s + q2 )，u* < 1 - q1，  mav* < (1 + au* ) 2

. 若 a11u* - a12 v* > 0， d21 >
d+21  ，则模型（2）的正常数稳态解W2不稳定，即模型（2）产生Turing不稳定 .

证明 模型（2）在  W2  处的线性化为
∂w
∂t = Jw + D1Δw， （5）

其中

D1 = ( )d1 + d12 v* d12u*
d21 v* d2 + d21u*

.
令

w = ∑
m，n ∈ N

cmneλtcos ( )mπ
Lx
x cos ( )nπ

Ly
y ，     k2 = ( )mπ

L

2
+ ( )nπ

L

2
≡ k2

x + k2
y， （6）

其中 cmn是初始条件的傅里叶系数， kx和  ky分别代表水平和垂直方向上的波数，m，n 是任意非负整数，λ
代表生长常数 . 现将式（6）代入式（5）中，易得模型（2）在  W2  处的特征方程为

λ2 - T (k2 )λ + S (k2 ) = 0，
其中
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T ( )k2 = tr {-k2D1 + J } = tr { J } - ( )d1 + d12 v* + d2 + d21u* k2，

S ( )k2 = det {-k2D1 + J } = A'k4 - B'k2 + C'，                    A' = det { D1 } = d1d2 + d1d21u* + d2d12 v*，
B' = d1a22 + d2a11 + d12a22 v* - d12a21u* + d21a11u* - d21a12 v*，       C' = a11a22 - a12a21.

当  mav* < (1 + au* ) 2
时，可知  T (k2 ) < 0，A' > 0，C' > 0. 若  S (k2 ) < 0，则此时模型（2）发生 Turing 不稳

定 . 因此  W2  稳定性的临界条件是

min
k2 > 0  S (k2 ) = S (k20 ) = 0， （7）

其中 k20 = B' (2A') . 因为  k20 > 0，所以  B' 需要满足  B' > 0 即 d1a22 + d2a11 + d12a22 v* - d12a21u* + d21a11u* -
d21a12 v* > 0. 将交错扩散系数  d21   作为临界参数 . 令  B' = ξd21 - σ，其中  ξ，σ 为正常数且  ξ = a11u* -
a12 v* > 0 ， σ = -(d1a22 + a22d12 v* + a11d2 - d12a21u* ) > 0. 令  d21 = l + σ ξ  ，l = B' ξ  ，将  d21  代入式（7），得

l2 ξ2

4det { J ( )u*，v* } - d1u* l - d1d2 - d1u*
σ
ξ - d1d12 v* = 0.

计算得到上述方程有唯一正根  l+. 令  d+21 = l+ + σ ξ， 则当  d21 > d+21   时有 B' > 0，min S (k2 ) < 0. 这表明

 d21 > d+21  时，W2不稳定，此时模型（2）产生Turing不稳定 .

注 1 定理 2表明自扩散不会引起模型（2）的Turing不稳定，但从定理 3发现交错扩散可以使模型（2）

产生Turing不稳定 . 同时可以知道当 d21 = 0 时，B' > 0永远无法满足，此时模型（2）不会产生Turing不稳

定 . 若  a11u* - a12 v* > 0，则当  d21   足够大时，可以满足  B' > 0，S (k2 ) < 0，此时模型（2）会产生 Turing 不

稳定 .

2 非常数正稳态解的不存在性和存在性

2. 1　先验估计

本小节利用最大值原理和 Harnack 不等式给出模型（2）对应的稳态模型
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d1Δu + d12Δ ( )uv + u ( )1 - u - muv
1 + au - q1u = 0，               x ∈ Ω，

d2Δv + d21Δ ( )uv + v ( )hu
( )1 + au ( )1 + bv - s - q2 = 0，       x ∈ Ω，

∂u
∂n = ∂v

∂n = 0，                                                                                    x ∈ ∂Ω
（8）

正解的上下界 . 首先给出如下引理：

引理2（Lou et al.，1996）（最大值原理） 设g ∈ C (-Ω × R1 ) .
（i） 若 w ∈ C2(Ω) ∩ C1(-Ω ) 满足 Δw ( x) + g ( x，w ( x) ) ≥ 0，x ∈ Ω；

∂w
∂n ≤ 0，x ∈ ∂Ω；且 w ( x0 ) = max

-Ω
w，

则g ( x0，w0 ) ≥ 0.
（ii） 若 w ∈ C2(Ω) ∩ C1(-Ω ) 满足 Δw ( x) + g ( x，w ( x) ) ≤ 0，x ∈ Ω；

∂w
∂n ≥ 0，x ∈ ∂Ω；且 w ( x0 ) = min-Ω w，

则g ( x0，w0 ) ≤ 0.
引理3（Lin et al.，1988）（Harnack不等式） 设 c ( x) ∈ C (-Ω ) . 令  w ( x) ∈ C2(Ω) ∩ C1(-Ω )  为

Δw ( x) + c ( x)w ( x) = 0，x ∈ Ω；         ∂w∂n = 0，x ∈ ∂Ω
的正解，则存在一正常数  C* = C*( c ( x) ∞，Ω)，使得  max

-Ω
w ≤ C* min-Ω w.

为了方便讨论，下面令Λ = Λ{m，n，a，b，h，q1，q2，d1，d2，d12，d21}.
定理 4（上界） 设  q1 < 1. 若存在正常数  D使得  d12

d1
，
d21
d2

≤ D，则存在正常数Ci = Ci(D，Λ) ( i = 1，2)， 
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使得模型（8）的所有正解  (u，v)  满足

max
-Ω
u ≤ C1，                 max

-Ω
v ≤ C2.

证明 令  ϕ1 = d1u + d12uv，ϕ2 = d2 v + d21uv ，则模型（8）可写成

ì

í

î

ï

ï

ï
ïï
ï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

-Δϕ1 = 1 - u - mv
1 + au - q1

d1 + d12 v
ϕ1，                     x ∈ Ω，

-Δϕ2 =
-s + hu

( )1 + au ( )1 + bv - q2

d2 + d21u
ϕ2，        x ∈ Ω，

∂ϕ1∂n = ∂ϕ2∂n = 0，                                                    x ∈ ∂Ω.

（9）

令  x1 ∈ -Ω   且  ϕ1( x1 ) = max
-Ω
ϕ1，对式（9）的第一个方程应用引理 2 得到  u ( x1 ) ≤ 1 - q1，同时可得 v ( x1 ) ≤

1 + a ( )1 - q1
m  . 故可以推出

max
-Ω
u ≤ 1

d1
max
-Ω
ϕ1 = 1

d1 (d1u ( x1 ) + d12u ( x1 ) v ( x1 ) ) ≤ 1 - q1 + d12
d1

(1 - q1 ) ( 1 + a ( )1 - q1
m ) ≜ C1.

同理，令  x2 ∈ -Ω且ϕ2( x2 ) = max
-Ω
ϕ2  ，则 v ( x2 ) ≤ hC1

( )q2 + s b，得

max
-Ω
v ≤ 1

d2
max
-Ω
ϕ2 = 1

d2 (d2 v ( x2 ) + d21u ( x2 ) v ( x2 ) ) ≤ hC1
( )q2 + s b + d21

d2
hC21

( )q2 + s b = hC1
( )q2 + s b (1 + d21

d2
C1 ) ≜ C2.

定 理 5（下 界） 设  q1 < 1， h ( )1 - q1
1 + a ( )1 - q1

≠ s + q2. 若 存 在 正 常 数  D，d  使 得  d12
d1

， d21
d2

≤ D 且

min { d1，d2 } ≥ d，则存在正常数Qi = Qi(d，D，Λ) ( i = 1，2)，使得模型（8）的所有正解  (u，v)  满足

min-Ω u ≥ Q1，                 min-Ω v ≥ Q2.
证明 易知

æ

è

ç

ç

ç
çç
ç
ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷
÷÷
÷
÷

÷1 - u - mv
1 + au - q1

d1 + d12 v
∞

≤ ( )1 + max u ( )1 + a max u + m max v + q1( )1 + a max u
min ( )d1 + d12 v ( )1 + a min u

≤ ( )1 + C1 ( )1 + aC1 + mC2 + q1( )1 + aC1
d1

，

以及

æ

è

ç

ç

ç

ç
çç
ç
ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷

÷
÷÷
÷
÷

÷

÷-s + hu
( )1 + au ( )1 + bv - q2

d2 + d21u

∞

≤ ( )s + q2 ( )1 + max u ( )1 + b max v + h max u
min ( )d2 + d21u ( )1 + a min u ( )1 + b min v

≤ ( )s + q2 ( )1 + aC1 ( )1 + bC2 + hC1
d2

.
通过引理3可知存在正常数  ~C 1 = ~

C 1(d，Λ)  ， ~C 2 = ~
C 2(d，Λ)  ， 使得

max
-Ω
ϕ1 ≤ ~

C 1 min-Ω ϕ1，           max
-Ω
ϕ2 ≤ ~

C 2 min-Ω ϕ2.
因此

max
-Ω
u ( )x

min-Ω u ( )x ≤ max
-Ω
ϕ1( )x

min-Ω ϕ1( )x
max ( )d1 + d12 v
min ( )d1 + d12 v

≤ ~
C 1(1 + d12

d1
C2 ) ≜ C*1，

以及
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max
-Ω
v ( )x

min-Ω v ( )x ≤ max
-Ω
ϕ2( )x

min-Ω ϕ2( )x
max ( )d2 + d21u
min ( )d2 + d21u

≤ ~
C 2(1 + d21

d2
C1 ) ≜ C*2，

即

max
-Ω
u ( x) ≤ C*1 min-Ω u ( x)，           max

-Ω
v ( x) ≤ C*2 min-Ω v ( x) .

对模型（8）第二个方程在  Ω上积分，得

∫Ω
v ( x) ( hu ( )x

( )1 + au ( )x ( )1 + bv ( )x - s - q2 )dx = 0.

因此一定存在一点  x3 ∈ Ω， 使得
hu ( )x3

( )1 + au ( )x3 ( )1 + bv ( )x3
- s - q2 = 0. 进而得到  max

-Ω
u ( x) ≥ u ( x3 ) ≥

s + q2
h . 于是

min-Ω u ( x) ≥ max
-Ω
u ( )x
C*1

≥ u ( )x3
C*1

≥ s + q2
hC*1

≜ Q1.

现证若   h ( )1 - q1
1 + a ( )1 - q1

≠ s + q2，则存在  Q2，使得  min-Ω v ≥ Q2. 假设正解  v 没有正下界，则一定存在序

列  { }(d1n，d2n，d12，n，d21，n ) ∞
i = 1

  满足  d1n ≥ d，d2n ≥ d，d12，n > 0，d21，n > 0，使得当  n → ∞  时模型（8）对应的正解

 (un，vn )  满足  min-Ω vn → 0. 由引理3得

max
-Ω
vn → 0. （10）

根据椭圆型方程的正则性理论可知存在{ }(un( x)，vn( x) ) ∞
i = 1的收敛子列，仍记作{ }(un( x)，vn( x) ) ∞

i = 1，使得当

 n → ∞时，有  (un( x)，vn( x) ) → ( ū，v̄). 由  min-Ω u ( x) ≥ Q1  和式（10）可知  ū > 0，v̄ ≡ 0.

由于(un( x)，vn( x) )是模型（8）的正解，因此有  0 < un( x) ≤ C1，0 < vn( x) ≤ C2，且

∫Ω
un ( )x ( )1 - un( )x - mvn( )x

1 + aun( )x - q1 dx = 0，      ∫Ω
vn ( )x ( )hun( )x

( )1 + aun( )x ( )1 + bvn( )x - s - q2 dx = 0.  （11）

若  ū > 0，v̄ ≡ 0，则当  n 充分大时，根据式（11）可知  ū = 1 - q1，得

hun( )x
( )1 + aun( )x ( )1 + bvn( )x - s - q2 → hū

1 + aū - s - q2 = h ( )1 - q1
1 + a ( )1 - q1

- s - q2 ≠ 0，
进一步

∫Ω
vn( x) ( hun( )x

( )1 + aun( )x ( )1 + bvn( )x - s - q2 )dx ≠ 0，
与式（11）矛盾 . 因此存在  Q2  ，使得 min-Ω v ( x) ≥ Q2.
2. 2　非常数正稳态解的不存在性

本小节运用能量估计法证明模型（2）非常数正稳态解的不存在性 .

定理6 若d12 = d21 = 0且存在正常数  d*1，d*2使得  d1 ≥ d*1，d2 ≥ d*2，则模型（8）不存在非常数正解 .

证明 假设  (u，v)  是模型（8）在无交错扩散时的正解，定义

ū = ∫Ω
u ( )x dx

|| Ω ，          v̄ = ∫Ω
v ( )x dx

|| Ω .
将模型（8）的第一个方程两边同时乘以u - ū，并在  Ω 上进行积分可得
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d1∫Ω
|| ∇u 2 dx = ∫Ω( )u - ū é

ë
êêêê

ù
û
úúúúu ( )1 - u - muv

1 + au - q1u - ( )ū ( )1 - ū - mūv̄
1 + aū - q1 ū dx

= ∫Ω
ì
í
î

ïï
ïï

ü
ý
þ

ïï
ïï

( )u - ū 2é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
ú( )1 - q1 - ( )u + ū - mv̄

( )1 + au ( )1 + aū - ( )amuū + mu
( )1 + au ( )1 + aū ( )u - ū ( )v - v̄ dx

≤ ∫Ω
ì
í
î

ü
ý
þ

( )u - ū 2 + ( )amuū + mu
( )1 + au ( )1 + aū |u - ū| |v - v̄| dx.

同理，令  N = (1 + au) (1 + bv)，N̄ = (1 + aū) (1 + bv̄) . 则有

d2∫Ω
|| ∇v 2 dx = ∫Ω( )v - v̄ ( )-sv - q2 v + sv̄ + q2 v̄ + huv

N - hūv̄
N̄

dx
= ∫Ω( )v - v̄ é

ë
êêêê

ù
û
úúúú( )-s - q2 ( )v - v̄ + ( )hv̄ + bhv̄v ( )u - ū

NN̄
+ ( )hu + hauū ( )v - v̄

NN̄
dx

≤ ∫Ω( )v - v̄ é
ë
êêêê ù

û
úúúú( )-s - q2 ( )v - v̄ + h

b ( )u - ū + h
a ( )v - v̄ dx

≤ ∫Ω{ }( )-s - q2 + h
a ( )v - v̄ 2 + h

b |u - ū| |v - v̄| dx.
将上述得到的结果相加并运用ε-Young不等式，得到

d1∫Ω
|| ∇u 2 dx + d2∫Ω

|| ∇v 2 dx ≤ ∫Ω
ì
í
î

ü
ý
þ

( )u - ū 2 + ( )amuū + mu
( )1 + au ( )1 + aū |u - ū| |v - v̄| dx

+∫Ω{ }( )-s - q2 + h
a ( )v - v̄ 2 + h

b |u - ū| |v - v̄| dx
≤ ∫Ω( )u - ū 2 dx + ∫Ω

h
a ( )v - v̄ 2dx + ∫Ω

P |u - ū| |v - v̄|dx
≤ ∫Ω( )u - ū 2 dx + ∫Ω

h
a ( )v - v̄ 2dx + ∫Ω

é
ë
êêêê ù

û
úúúúP

2ε ( )u - ū 2 + εP
2 ( )v - v̄ 2 dx，

其中  ε是足够小的正数 . 应用Poincaré不等式

μ1∫Ω(u - ū) 2 dx ≤ ∫Ω
| ∇u |2 dx，               μ1∫Ω( v - v̄) 2 dx ≤ ∫Ω

| ∇v |2 dx.
可知

d1∫Ω
| ∇u |2 dx + d2∫Ω

| ∇v |2 dx ≤ ∫Ω{ }d*1| ∇u |2 + d*2| ∇v |2 dx，
其中 μ1 是在Neumann边界条件下-Δ算子的最小正特征值，d*1 = 2ε + P

2μ1ε
，d*2 = 2h + εPa

2μ1a
. 上述计算表明当

 d1 ≥ d*1，d2 ≥ d*2 时，(u，v) = ( ū，v̄) . 即  d12 = d21 = 0 时，模型（8）没有非常数正稳态解 .

2. 3　非常数正稳态解的存在性

本节利用Leray-Schauder 度理论讨论模型（2）非常数正稳态解的存在性 . 令

X = { }w ∈ [ ]C1( )-Ω 2 |
|
|||| ∂w

∂n = 0， x ∈ ∂Ω ，                  X+ = { }|w ∈ X  w > 0，x ∈ -Ω ，

Γ = { }w ∈ X |  -Q < u ( )x ，v ( )x < -C， x ∈ -Ω ，

其中
-C = max {C1，C2 }，

-
Q = min {Q1，Q2 }. 方便起见，将模型（8）写成

ì
í
î

ïï

ïïïï

-ΔΦ ( )w = H ( )w ，     x ∈ Ω，

∂w
∂n = 0，                         x ∈ ∂Ω，

（12）

其 中  Φ = (ϕ1，ϕ2 ) T
， H (w) = ( f (u，v)，g (u，v) ) T

， 这 里 f ( )u，v = u ( )1 - u - muv
1 + au - q1u ，  g (u，v) =

v ( hu
( )1 + au ( )1 + bv - s - q2 )且设
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D1 = Φw(w* ) = ( )d1 + d12 v* d12u*
d21 v* d2 + d21u*

 ，    J = Hw(w* ) = ( )a11 a12
a21 a22

，

其中  w* = (u*，v* )， a11，a12，a21，a22 在定理 2 证明中给出 . 显然对模型（12）的所有非负解  w，det { Φw(w) } > 0
总是成立，因此Φ-1

w (w)存在且满足det { Φ-1
w (w) } > 0. 进一步  w 是模型（12）的一个正解当且仅当

Z(w) ≜ w - ( I - Δ) -1 { Φ-1
w (w)[H (w) + ∇wΦww(w) ⋅ ∇w ] + w } = 0，      w ∈ X+，

其中  ( I - Δ) -1
是  I - Δ 在齐次Neumman边界条件下有界区域X的逆算子 . Z (⋅) 是恒等算子的紧扰动，因

此对于任意的  w ∈ ∂Γ，Z(w) ≠ 0，Leray-Schauder度  deg (Z (⋅) ，0，Γ)  可被定义 .

计算可得

Zw(w* ) = I - ( I - Δ) -1[Φ-1
w (w* )Hw(w* ) + I ] = I - ( I - Δ) -1(D-11 J + I ) .

如果  Zw(w* )可逆，那么Z在  w* 处的指数可以被定义为  index (Z(⋅) ，w* ) = (-1) ζ，其中  ζ 是  Zw(w* )  所有带

负实部特征值的代数重数之和 . 同时λ是Zw(w* )  在  X ij  上特征值的充要条件是  λ 是矩阵 I - 1
1 + μi (D

-11 J +
I ) = 1

1 + μi ( μi I - D-11 J ) 的特征值，其中对于任意  i ≥ 0 及 j ∈ [1，dim E ( μi ) ]，X ij 在 Zw(w* ) 不变 . 因此

 Zw(w* )可逆当且仅当对于任意的 i ≥ 0矩阵  I - 1
1 + μi (D

-11 J + I )非奇异 . 令

N ( μ ) ≜ det { μI - D-11 J } = 1
det { D1 } det { μD1 - J }， （13）

可知对任意的  i ≥ 0，N ( μi ) ≠ 0 时，Zw(w* )在  X ij上的负特征值个数为奇数的唯一条件是N ( μi ) < 0. 因此

有以下引理 .

引理4 假设对所有的  i ≥ 0，矩阵  { μi I - D-11 J }  非奇异，则

index (Z(⋅)，w* ) = (-1) δ，
其中 δ = ∑

i ≥ 0，N ( )μi < 0
dim E ( )μi .

为了计算  index (Z(⋅)，w* )  可以考虑  N ( μi )  的符号，即  det { μiD1 - J }  的符号 . 显然

det { μD1 - J } = A'μ2 - B'μ + C' ≜ A( μ；d21 )， （14）

其中  A'，B'，C'  的具体表达式在定理 3 证明中给出 . 令  μ̄'，μ̄″  是  A ( μ；d21 ) = 0  的两个根且  Re { μ̄' } <
Re { μ̄″ } . 于是得到以下极限：

lim
d21 → ∞

A'
d21

= d1u*，          lim
d21 → ∞

B'
d21

= a11u* - a12 v* ≜ M，          lim
d21 → ∞

A ( )μ；d21
d21

= μ ( )d1u* μ - M . 
若a11u* - a12 v* > 0，则  M > 0. 易得以下定理 .

定理 7 假设  1 - 2
a < q1 < 1，h > a ( s + q2 )，u* < 1 - q1. 若  mav* < (1 + au* ) 2

，a11u* - a12 v* > 0， 则

存在正常数  d*21， 使得当 d21 > d*21时， A ( μ；d21 ) = 0有两个正实根 μ̄'，μ̄″满足

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

lim
d21 → ∞ μ̄'( )d21 = 0，
lim
d21 → ∞ μ̄″ ( )d21 = M

d1u*
= μ̄.

同时也可以得到

ì
í
î

ïï

ïïïï

A( )μ；d21 < 0，    μ ∈ ( )μ̄'( )d21 ，μ̄″ ( )d21 ，

A( )μ；d21 > 0，    μ ∈ ( )-∞，μ̄'( )d21 ∪ ( )μ̄″ ( )d21 ，+∞ . （15）

进而研究交错扩散对模型（8）非常数正解存在性的影响 .

定理 8 假设  d1，d2，d12   均是适当的正常数并且满足  mav* < (1 + au* ) 2
，a11u* - a12 v* > 0，若存在 

n ≥ 1使得  μ̄ ∈ ( μn，μn + 1 )  以及  δn = ∑
i = 1

n dim E ( )μi  是奇数，则存在正常数  d*21，使得  d21 > d*21  时模型（8）至
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少存在一个非常数正解 .

证明 根据定理7可知当d21 > d*21时，有

0 = μ0 < μ̄'(d21 ) < μ̄″ (d21 )，              μ̄″ (d21 ) ∈ ( μn，μn + 1 ) . （16）

令 d̂1 > d*1，d̂2 > d*2且假设存在d21 = d̂21 > d*21 使得结论不成立 . 定义

Φ ( t，w) = ( )[ ]td1 + ( )1 - t d̂1 u + td12uv

[ ]td2 + ( )1 - t d̂2 v + td21uv
， （17）

其中 t ∈ [0，1]，同时可得

ì
í
î

ïïïï

ïïïï

-ΔΦ ( )t，w = H ( )w ，      x ∈ Ω，

∂w
∂n = 0，                              x ∈ ∂Ω. （18）

显然  w 是模型（12）的一个非常数正解当且仅当它是模型（18）在  t = 1 时的一个正解 . 对于 t ∈ [0，1]， w是

模型（18）的一个正解当且仅当

Z( t；w) ≜ w - ( I - Δ) -1 { Φ-1
w ( t；w)[H (w) + ∇wΦww( t；w) ⋅ ∇w ] + w } = 0， w ∈ X+.

当  t = 1  时， Z(1；w) = Z(w). 当  t = 0  时，定理 6 表明  Z(0；w) = 0  只有唯一正常数解 . 通过计算可以

知道

Zw( t；w* ) = I - ( I - Δ) -1[Φ-1
w ( t；w* )Hw(w* ) + I ] = I - ( I - Δ) -1(Φ-1

w ( t；w* ) J + I ) .
特别地

Zw(0；w* ) = I - ( I - Δ) -1( D̂-10 J + I )，         Zw(1；w* ) = I - ( I - Δ) -1(D-11 J + I ) = Zw(w* )，
其中

D̂0 = ( )d̂1 0
0 d̂2

.
令  Â ( μ ) = det { μD̂0 - J }，根据式（13）~（14）可知

N (1；μ ) ≜ det { μI - D-11 J } = 1
det ( )D1

det { μD1 - J } = 1
det ( )D1

A( μ；d21 ) .
因此结合式（15）~（16）计算得到

ì

í

î

ïïïï

ï
ïï
ï

N ( )μ0 = N ( )0 > 0，
N ( )1；μi < 0，    1 ≤ i ≤ n，
N ( )1；μi > 0，    i ≥ n + 1.

因此，对任意  i ≥ 0， 0不是矩阵  μi I - D-11 J的特征值，且  δn = ∑
i ≥ 0，N ( )μi < 0

dim E ( )μi = ∑
i = 1

n dim E ( )μi 是奇数，

根据引理4得

index (Z(1；⋅ )，w* ) = (-1) δn = -1. （19）

当  t = 0  时 ，N (0；μ ) ≜ det { μI - D̂-10 J } = 1
det ( )D̂0

det { μD̂0 - J } = 1
det ( )D̂0

Â( μ )，若 满 足  mav* < (1 +

au* ) 2
，则  Â ( μ ) > 0，因此对所有的  i ≥ 0，N (0；μi ) > 0，则

index (Z(0；⋅ )，w* ) = (-1) δn = 1. （20）

根 据 定 理 4 和 定 理 5， 存 在 正 常 数  
-
Q，-C   使 得 模 型（18）的 正 解 满 足

-
Q < u，v < -C， 且 对 所 有

 w ∈ ∂Γ， t ∈ [0，1]有  Φ ( t；w) ≠ 0. 根据拓扑度的同伦不变性得到

deg (Z(0；⋅ )，Γ，0) = deg (Z(1；⋅ )，Γ，0) . （21）

然而  Z(1；w) = 0，Z(0；w) = 0 在Γ上都只有唯一的正解w*，由式（19）~（20）可知
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deg (Z(0；⋅ )，Γ，0) = index (Z(0；⋅ )，w* ) = 1，      deg (Z(1；⋅ )，Γ，0) = index (Z(1；⋅ )，w* ) = -1，
与式（21）矛盾，定理得证 .

3 数值模拟

为了更好的研究交错扩散和捕获项对模型（2）的影响，本节在一维情形Ω = [ ]0，l 下对模型（2）进行数

值模拟，进而验证和补充理论结果 .

（i）交错扩散对正常数稳态解W2稳定性的影响 . 固定参数m = 10，a = 3，q1 = 0.4，h = 6，b = 1，s =
0.6，q2 = 0.3，d1 = 0.1，d2 = 0.5. 如图 1所示，当交错扩散不存在（d12=d21=0）时，模型（2）的正常数稳态解

W2 稳定，当交错扩散存在时，W2 变得不稳定 . 这说明交错扩散可以导致稳定的正常数稳态解变得不稳定，

这与定理2和定理3结论一致 .

（ii） 交错扩散对非常数正稳态解存在性的影响 . 固定参数 m = 25，a = 2，q1 = 0.38，h = 9，b =
0.3，s = 0.2，q2 = 0.3，d1 = 0.05，d2 = 0.05，d12 = 0.05. 从图 2 可观察到当 d21 足够大时，模型（2）存在非

常数正稳态解，这与定理8的结论吻合，说明了交错扩散d21有利于模型（2）产生非常数正稳态解 .

（iii） 捕 获 项 q1 和 q2 的 影 响 . 固 定 参 数 m = 25，a = 2，h = 9，b = 0.2，s = 0.2，d1 = 0.05，d2 =
0.05，d12 = 0.1，d21 = 0.1. 图 3（a）和（b）显示随着 q1 的增大，u和 v的浓度都会减少 . 图 3（a）和（c）显示随着

q2 的增大，v的浓度减少，u的浓度则先在短时间内增加后再减少 . 图 3（d）说明随着 q1 和 q2 的逐渐增大，u
和 v的浓度趋于0. 这些结果表明适当的捕获率可使物种共存 .

图1　正常数稳态解W2的稳定性

Fig. 1　The stability of constant postive steady-state solution W2

图2　非常数正稳态解的存在性

Fig. 2　The existence of non-constant postive steady-state solutions
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4 结 论

本文探讨了一类具有C-M反应函数和捕获项的捕食-食饵交错扩散模型的Turing不稳定以及非常数正

稳态解不存在性和存在性 . 首先讨论了模型（2）正常数稳态解的稳定性和交错扩散引起的 Turing不稳定，

得到当捕食者迅速向食饵低密度方向迁移时可导致模型产生Turing不稳定 . 接着给出了模型（2）非常数正

稳态解的上下界 . 最后研究了模型（2）非常数正稳态解的不存在性和存在性，通过对比得到在一定条件下，

较大的交错扩散可促进模型非常数正稳态解的产生 . 理论研究和数值模拟表明交错扩散是生物模型空间模

式形成的驱动因素之一，且适当的人类捕获率方可维持生态平衡，因此具有捕获项和交错扩散的捕食-食

饵模型的动力学行为更加丰富和复杂 .
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