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摘 要：研究半二面体群SD8n上凯莱图的完美边态转移 . 利用SD8n的表示和特征标，给出了其上凯莱图允许完

美边态转移的充要条件 .
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Abstract： The perfect edge state transfer on Cayley graphs over semi-dihedral groups SD8n is 

investigated. Using the representations and characters of SD8n， some necessary and sufficient conditions 

are given for admitting perfect edge state transfer of Cayley graphs over SD8n.

Key words： Cayley graphs； semi-dihedral groups； perfect edge state transfer； quantum random walk

量子随机行走在量子信息处理和量子计算中起着至关重要的作用 . Aharonov et al.（1993）首次提出量子

随机行走的概念 . 量子随机行走可由其转移矩阵 H ( t) 描述 .

设 G = (V，E ) 是一个简单连通的无向图，t 是一个正实数，A为图 G 的邻接矩阵，则图 G 的转移矩

阵为：

H ( )t = exp(-itA)，        i = -1 .
1 预备知识

在量子信息处理中，一个重要的任务是将量子态从一个位置转移到另一个位置 . 作为量子随机行走的

一种特殊情况，图上的完美态转移（Christandl et al.，2004）能使得量子行走时状态转移的保真度保持不变 .

设 v ∈ V (G )，ev表示顶点 v 的特征向量（即在 v 位置元素为 1，其余位置元素为 0 的单位向量）.

定义1（Christandl et al.，2004） 给定图 G 中的两个顶点 u 和 v ，若存在一个复数 γ ，使得

H ( t) eu = γev，
且 | γ | = 1，即矩阵 H ( t) 的 (u，v)-元满足 |H ( t) u，v | = 1，则称在时间 t ( t > 0)，图 G 的顶点 u 和顶点 v 之间存

在完美态转移 . 此外，若 G 在时间 t ( t > 0) 有 |H ( t) u，u | = 1，则称 G 在顶点 u 处是周期的；若 G 在每一个

顶点处都是周期的，则称 G 是周期的 .
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Chen et al.（2019）指出完美态转移是一种罕见的现象，因此作者将完美态转移的概念推广到完美边态

转移，并且证明了当顶点数固定时，具有完美边态转移的图比具有完美态转移的图更多 .

定义2（Chen et al.，2019） 给定图 G 中的两条边 (a，b) 和 (c，d ) ，若存在一个复数 γ ，使得

H ( t) (ea - eb ) = γ (ec - ed )，
且 | γ | = 1，则称在时间 t ( t > 0) ，图 G 的边 (a，b) 和 (c，d ) 之间存在完美边态转移 .

尽管Chen et al.（2020）给出了一个正则图存在完美边态转移的充要条件（见本文引理 4），但实际中利

用该结果来判定一个图是否存在完美边态转移时这些条件并不容易得到验证 . 因此，一个自然的问题是如

何给出一个简便且可行的条件，用以判断图上是否具有完美边态转移 . 本文主要研究半二面体群上凯莱图

的完美边态转移问题 .

1. 1　半二面体群的表示

设 n ≥ 2 为整数，则半二面体群定义为

SD8n = u，v | u4n = v2 = 1，vuv = u2n - 1 .
设 G 是一个有限群，V 是维数大于 1 的有限维复向量空间，则称从 G 到 V 上的一般线性群 GL (V ) 的

同态 ρ 为 G 的一个表示，且将向量空间 V 的维数称为 ρ 的次数 .

对于两个表示

ρ ： G → GL (V )  和 δ ：G → GL (W )，
若存在一个同构 T：V → W 使得对所有 g ∈ G，满足 ρg = TδgT -1 ，则称这两个表示是等价的，记为 ρ ∼ δ.

对于 G 的每个表示 ρ：G → GL (V )，定义相应的特征标为：

χρ：G → C，
χρ(g) = tr ( ρ (g) )， g ∈ G，

这里 tr ( ρ (g) ) 是关于向量空间 V 的一组基的表示矩阵的迹 .

对于 V 的一个子空间 U，若对任意的 g ∈ G 和 θ ∈ U，有 ρ (g) θ ∈ U，则称 U 为 G 的不变子空间，很

容易看出V 和 {0} 是G 的不变子空间，它们被称为平凡的 G-不变子空间 . 若 V 只有平凡的 G-不变子空间，

则称表示 ρ 是G 的不可约表示 . 同时，相应的特征标称为 G 的不可约特征标 .

在本文中，设 n 是正整数，记 Q1、Q2、Q3 为以下集合：

Q1 = { 2，4，…，2n - 2 }，        Q2 = {1，3，…，n - 1} ∪ { 2n + 1，2n + 3，…，3n - 1}，
Q3 = {1，3，…，n - 2 } ∪ { 2n + 1，2n + 3，…，3n - 2 } .

引理 1（Hormozi et al.，2013） 设 n ≥ 2 为整数，ω = exp (πi (2n ) ). 若 n 是偶数，则 SD8n 的表示和特征

标分别如表 1 和表 2 所示；若n是奇数，则SD8n的表示和特征标分别如表 3 和表 4 所示 .

1. 2　凯莱图的谱

设 G 是有限群，S ⊆ G且 1 ∉ S = S-1，则 G 关于 S 的凯莱图（Cayley，1877）Γ = Cay (G，S) 是指以 G 为

顶点集的简单无向图，且顶点 g，h ∈ G 邻接当且仅当 gh-1 ∈ S.

表1　SD8n（n 为偶数）的表示

Table 1　Representations of SD8n for even n

g

ψ1
ψ2
ψ3

ψ4

ξj( j ∈ Q1 ∪ Q2 )

ul(0 ≤ l ≤ 4n - 1)
1
1

（-1) l
（-1) l

( )ωjl 0
0 ω( )2n - 1 jl

vul(0 ≤ l ≤ 4n - 1)
1

-1
（-1) l

（-1) l + 1

( )0 ω( )2n - 1 jl

ωjl 0
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下面两个引理建立了图谱理论与有限群的表示和特征标理论之间的桥梁 .

引理 2（Babai，1979） 设 G 是 n 阶有限群，S ⊆ G 且 1 ∉ S = S-1，ρ1，ρ2，…，ρh是群 G 的非等价不可约

表2　SD8n（n 为偶数）的特征标

Table 2　Characters of SD8n for even n

g

χ1
χ2

χ3

χ4

χj( j ∈ Q1 )

χj( j ∈ Q2 )

ul(0 ≤ l ≤ 4n - 1)
1
1

(-1) l
(-1) l

2cos ( )πjl (2n )
exp ( )πjil (2n ) + (-1) lexp ( )-πjil (2n )

vul(0 ≤ l ≤ 4n - 1)
1

-1
(-1) l

(-1) l + 1

0

0

表3　SD8n（n 为奇数）的表示

Table 3　Representations of SD8n for odd n

g

ψ1
ψ2

ψ3

ψ4

ψ5
ψ6
ψ7
ψ8

ξj( j ∈ Q1 ∪ Q3 )

ul(0 ≤ l ≤ 4n - 1)
1
1

(-1) l
(-1) l
( i) l
( i) l

(-i) l
(-i) l

( )ωjl 0
0 ω( )2n - 1 jl

vul(0 ≤ l ≤ 4n - 1)
1

-1
(-1) l

(-1) l + 1

(i) l
( i) l + 2

(-i) l
(-i) l + 2

( )0 ω( )2n - 1 jl

ωjl 0

表4　SD8n（n为奇数）的特征标

Table 4　Characters of SD8n for odd n

g

χ1
χ2

χ3

χ4

χ5
χ6
χ7
χ8

χj( j ∈ Q1 )

χj( j ∈ Q3 )

ul(0 ≤ l ≤ 4n - 1)
1
1

（-1) l
（-1) l

( i) l
( i) l

(-i) l
(-i) l

2cos ( )πjl (2n )
exp ( )πjil (2n ) + (-1) lexp ( )-πjil (2n )

vul(0 ≤ l ≤ 4n - 1)
1

-1
（-1) l

（-1) l + 1

(i) l
( i) l + 2

(-i) l
(-i) l + 2

0

0
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表示的完全集，χi 是 ρi 对应的特征标，且 χ
i
(1) = di( i = 1，…，h). 则凯莱图Γ = Cay (G，S) 的谱为：

Spec (Γ ) = {[ ]λ11
d1，…，[ ]λ1d1

d1
，…，[λh1 ]

dh，…， }[ ]λhdh
dh

，

这里λi，1，…，λi，di是矩阵∑
g ∈ S

R i( )g  的所有特征值，R i(g)是不可约表示 ρi 对应的表示矩阵，λdii  表示 λi 的重

数为 di.
此外，对任意自然数 t 有

λti1 + λti2 + ⋯ + λtid1 = ∑
s1，…，st ∈ S

χρi(∏l = 1

t

sl ) .
引理 3（Steinberg， 2011） 设G = {g1，…，gn}是一个群，ρ( )1，…，ρ( )s  是 G 的不可约表示等价类的酉表示

完全集，χi 是次数为 di的表示 ρ( )i  对应的特征标，S ⊆ G，1 ∉ S = S-1，且对所有 g ∈ G 都满足 gSg-1 = S， 

则凯莱图Γ = Cay (G，S) 的特征值为：

λk = 1
dk

∑
g ∈ S
χk( )g  (1 ≤ k ≤ s)，

且每个 λk 的重数都为 d2
k. 此外，向量

v( )k
hj = dk

||G ( ρ( )k
hj (g1 )，…，ρ( )k

hj (gn ) ) T  (1 ≤ h，j ≤ dk )
构成特征空间 Vλk 的一个正交基，其中 ρ( )k

hj (gi ) 是矩阵 ρ( )k (gi ) 的(h，j )-元 .

2 主要结果

在这部分，我们将给出凯莱图Γ = Cay (SD8n，S) 允许完美边态转移的两个充分必要条件 .

设 A 是 n 阶图 G 的邻接矩阵，其特征值为 λ1 ≤ λ2 ≤ ⋯ ≤ λn. 注意到 A 是实对称矩阵，则存在正交矩

阵 Q = (q1，…，qn )，其中 qi 是特征值 λi(1 ≤ i ≤ n) 对应的特征向量 . 因此可以得到 A 的谱分解如下：

A = λ1E1 + ⋯ + λnEn

其中投影矩阵 E i = qiq*
i (1 ≤ i ≤ n) 满足：

E iE j = ì
í
î

E i，  i = j；
0，   i ≠ j.

因此，G 的转移矩阵有如下分解：

H ( t) = exp(-iλ1 t )E1 + ⋯ + exp(-iλnt )En. （1）

Chen et al.（2020）利用图的Laplacian矩阵研究了边态转移，且给出了正则图允许完美边态转移的充要

条件 .

引理 4（Chen et al.，2020） 设 (a，b)，(c，d )是正则图 Γ 的边，Qa，b = 1
2 (ea - eb ) (ea - eb ) T

，Qc，d = 1
2 (ec -

ed ) (ec - ed ) T
， Θ+ 是满足 E i(ea - eb ) = E i(ec - ed ) 的特征值 λi 的集合，Θ- 是满足 E i(ea - eb ) = -E i(ec - ed ) 的

特征值 λi 的集合，其中 E i 是图 Γ 的特征值 λi 对应的投影矩阵 . 假设 λ ∈ Θ+，则 Γ 在时刻 t 存在从 Qa，b 

到 Qc，d 的完美边态转移当且仅当：

1）  ea - eb 和 ec - ed 是强共谱的；

2）  存在一个整数 k 使得对所有 λi ∈ Θ+，都有 t (λ - λi ) = 2kπ；

3）  存在一个整数 k 使得对所有 λi ∈ Θ-，都有 t (λ - λi ) = (2k + 1)π.

引理 4给出了正则图上存在完美边态转移的充要条件，然而，使用引理 4 来确定正则图上是否存在完

美边态转移需要大量计算 . 在下文中，我们利用群表示和特征标理论来研究半二面体群上凯莱图的完美边

态转移 .

设 Z、Q、R 和 C 分别表示整数集、有理数域、实数域和复数域，为了进一步讨论，我们引入 2-adic 

赋值函数（孙继逊，1985）. 称一个映射：
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v2 ： Q → Z ∪ {∞}，   v2(0) = ∞，    v2(2l ab ) = l， 其中a，b，l ∈ Z 且 2 ∤ ab
为2-adic 赋值函数 . 假设对任意 l ∈ Z，∞ + ∞ = ∞ + l = ∞，且 l < ∞，则2-adic 赋值函数有以下性质：

1）  v2(αβ ) = v2(α) + v2( β )；
2）  v2(α + β ) ≥ min{v2(α)，v2( β )}，等式成立当且仅当 v2(α) ≠ v2( β ).
为了简便起见，我们记 SD8n = u，v | u4n = v2 =1，vuv = u2n - 1  中的元素如下：对于一个整数 a，若 0 ≤

a ≤ 4n - 1，则a对应于元素ua；若4n ≤ a ≤ 8n - 1，则a对应于元素 vua.
由引理 1 可知，在凯莱图Γ = Cay (SD8n，S) 中，当 n > 1 是一个偶数时，可设 λi 为对应于一次表示 

ψi( i = 1，2，3，4) 的 1 重特征值，δj 为对应于二次表示 ξj( j ∈ Q1 ∪ Q2 ) 的 4 重特征值；当 n > 1 是一个奇数

时，可设 λi 为对应于一次表示 ψi( i = 1，2，…，8) 的 1 重特征值，δj 为对应于二次表示 ξj( j ∈ Q1 ∪ Q3 ) 的 4 

重特征值 .

定理 1 设 S是半二面体群 SD8n (n > 1 是偶数）的非空子集，且对任意 g ∈ SD8n 有 gSg-1 = S. 设 

(a，b)，(c，d )是凯莱图 Cay (SD8n，S) 的两条不同的边，且 Qa，b = 1
2 (ea - eb ) (ea - eb ) T

， Qc，d = 1
2 (ec - ed ) (ec -

ed ) T
，0 ≤ c，a ≤ 4n - 1，4n ≤ d，b ≤ 8n - 1. 则

1）  若 a，b，c，d 都是偶数（或奇数），则Cay (SD8n，S)在时间 t ( t > 0) 有从 Qa，b 到 Qc，d 的完美边态转移当

且仅当

① Γ 是整图；

② a - c = b - d = 2n (或a - c = 2n，b = d) ；
③ 对 特 征 值 δj( j ∈ Q2 )， 有 v2( δj - λ2 ) = ρ； 对 其 它 任 意 特 征 值 λ ≠ δj( j ∈ Q2 )， 有 

v2(λ4 - λ2 ) ≥ ρ + 1， v2( δj - λ2 ) ≥ ρ + 1( j ∈ Q1 ). 此外，发生完美边态转移的最小时间 t = π k，其中 k =
gcd (λ - λ2：λ ∈ Spec (Γ ) ∖ {λ2}). Γ 是周期的当且仅当 Γ 是整图且最小周期为2π k.

2）  若 a，c是偶数，b，d是奇数（或 a，c是奇数，b，d是偶数），则Cay (SD8n，S)在时间 t ( t > 0) 有从 Qa，b 

到 Qc，d 的完美边态转移当且仅当

① Γ 是整图；

② a - c = b - d = 2n (或a - c = 2n，b = d) ；
③ 对特征值 δj( j ∈ Q2 )，有 v2( δj - λ2 ) = ρ；对其它任意特征值λ ≠ δj( j ∈ Q2 )，有 v2(λ3 - λ2 ) ≥ ρ + 1，

v2( δj - λ2 ) ≥ ρ + 1( j ∈ Q1 ). 此 外 ， 发 生 完 美 边 态 转 移 的 最 小 时 间 t = π k， 其 中 k = gcd (λ - λ2：

λ ∈ Spec (Γ ) ∖ {λ2}). Γ 是周期的当且仅当 Γ 是整图且最小周期为2π k.

证明 1）  设 ω = exp (πi (2n ) )，由引理 3 可知，存在一个正交矩阵

Q = (q1，q2，q3，q4，q( )1
j ，q( )2

j ，q( )3
j ，q( )4

j ) ( j ∈ Q1 ∪ Q2 )，
其中 q i( i = 1，2，3，4)为 1 重特征值 λi 对应的特征向量，q( )1

j 、q( )2
j 、q( )3

j 、q( )4
j ( j ∈ Q1 ∪ Q2 ) 为 4 重特征值 δj 对应

的特征向量 .

在向量 q1，q2，q3，q4中

q1 = 1
8n (1，1，…，1) T

；                                   q2 = 1
8n (1，…，1，-1，…，-1) T

；

q3 = 1
8n (1，-1，…，1，-1，…，1，-1) T

；        q4 = 1
8n (1，-1，…，1，-1，-1，1，…，-1，1) T.

则相应的 8n 阶的投影矩阵 E
l
= q lq l *(1 ≤ l ≤ 4) 如下：

E1 = 1
8n J8n；                                             E2 = 1

8n ( )J4n -J4n
-J4n J4n

；
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E3 = 1
8n (( )-1 x + y ) 0 ≤ x，y ≤ 8n - 1

；                E4 = 1
8n ( )( )( )-1 x + y ( )( )-1 x + y + 1

( )( )-1 x + y + 1 ( )( )-1 x + y

0 ≤ x，y ≤ 4n - 1

.

在向量 q( )1
j ，q( )2

j ，q( )3
j ，q( )4

j ( j ∈ Q1 ∪ Q2 ) 中
q( )1
j = 1

4n ({ωjk}4n - 1
k = 0 ，0) T

；                        q( )2
j = 1

4n (0，{ω( )2n - 1 jk}4n - 1
k = 0 ) T

；

q( )3
j = 1

4n (0，{ωjk}4n - 1
k = 0 ) T

；                     q( )4
j = 1

4n ({ω( )2n - 1 jk}4n - 1
k = 0 ，0) T.

则相应的 8n 阶的投影矩阵 E
j

( )i = q j ( )i q j ( )i *(1 ≤ i ≤ 4) 如下：

E ( )1
j = 1

4n (e( )1
j ( x，y ) ) 0 ≤ x，y ≤ 8n - 1；                    E ( )2

j = 1
4n (e( )2

j ( x，y ) ) 0 ≤ x，y ≤ 8n - 1；

E ( )3
j = 1

4n (e( )3
j ( x，y ) ) 0 ≤ x，y ≤ 8n - 1；                    E ( )4

j = 1
4n (e( )4

j ( x，y ) ) 0 ≤ x，y ≤ 8n - 1.
其中

e( )1
j ( x，y ) = ì

í
î

ïï
ïï

ωj ( )x - y，  0 ≤ x，y ≤ 4n - 1，
0，              其他；                                e( )2

j ( x，y ) = ì
í
î

ïï
ïï

ω( )2n - 1 j ( )x - y，  4n ≤ x，y ≤ 8n - 1，
0，               其他；             

e( )3
j ( x，y ) = ì

í
î

ïï
ïï

ωj ( )x - y，  4n ≤ x，y ≤ 8n - 1，
0，              其他；                               e( )4

j ( x，y ) = ì
í
î

ïï
ïï

ω( )2n - 1 j ( )x - y，  0 ≤ x，y ≤ 4n - 1，
  0，                其他.             

因此，由式（1）可得

H ( t) = ∑
z = 1

4 exp ( )-iλzt E z + ∑
j ∈ Q1 ∪ Q2

exp ( )-iδj t ( )E ( )1
j + E ( )2

j + E ( )3
j + E ( )4

j . （2）

结合式（2），可以得到转移矩阵的( x，y )-元如下：

（i）若0 ≤ x ≤ 4n - 1，4n ≤ y ≤ 8n - 1 或 0 ≤ y ≤ 4n - 1，4n ≤ x ≤ 8n - 1，则

H ( t) x，y = 1
8n ( )exp ( )-iλ1 t - exp(-iλ2 t ) + (-1) x + y( )exp(-iλ3 t ) - exp ( )-iλ4 t . （3）

（ii）若0 ≤ x，y ≤ 4n - 1 或 4n ≤ x，y ≤ 8n - 1，则

H ( )t x，y
= 1

8n ( )exp ( )-iλ1 t + exp ( )-iλ2 t + ( )-1 x + y( )exp ( )-iλ3 t + exp ( )-iλ4 t

+  1
4n ∑

j ∈ Q1 ∪ Q2
( )ωj ( )x - y exp ( )-iδj t + ω( )2n - 1 j ( )x - y exp ( )-iδj t                          (4)

由式（3）~（4），可得

|
|
||||

|
|
|||| 1
2 ( )ea - eb T

H ( )t ( )ec - ed = |
|
|||| 1
2 (( )H ( )t

a，c
- |

|
||||)( )H ( )t

a，d
- ( )H ( )t

b，c
+ ( )H ( )t

b，d

= |
|
|||| 1
4n ( )exp ( )-iλ2 t + exp ( )-iλ4 t  

 +  1
8n ∑

j ∈ Q1 ∪ Q2
( )ωj ( )a - c exp ( )-iδj t + ω( )2n - 1 j ( )a - c exp ( )-iδj t

 +  |

|

|
||
|
|
|1

8n ∑
j ∈ Q1 ∪ Q2

( )ωj ( )b - d exp ( )-iδj t + ω( )2n - 1 j ( )b - d exp ( )-iδj t
≤ 1 .                                                       (5)

因此，
|
|
|||| 1
2 (ea - eb ) T

H ( t) (ec - ed ) ||
|||| = 1 当且仅当
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ì
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ï
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ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

exp ( )-iλ2 t = exp ( )-iλ4 t ；

exp ( )-iλ2 t = ω( )a - c jexp ( )-iδj t ；

exp ( )-iλ2 t = ω( )b - d jexp ( )-iδj t ；

exp ( )-iλ2 t = ω( )2n - 1 ( )a - c jexp ( )-iδj t ；

exp ( )-iλ2 t = ω( )2n - 1 ( )b - d jexp ( )-iδj t .

（6）

式（6）可得a - c = b - d = 2n (或a - c = 2n，b = d ).
设 t = 2πT，由式（6）可以推出

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

( )λ4 - λ2 T ∈ Z；

( )δj - λ2 T ∈ Z，   j ∈ Q1；

( )δj - λ2 T - 1
2 ∈ Z，   j ∈ Q2.

（7）

因为Cay (SD8n，S) 是一个简单图，我们得到 tr (A) = ∑
z = 1

4
λz + 4 ∑

j ∈ Q1 ∪ Q2

δj = 0. 由式（7）可得，它等价于 (-8nλ2 +
2λ2 - λ 1 - λ 3 )T ∈ Z，结合引理 3可知 λ 1，λ 2，λ 3，λ 4 均是整数，因此 T ∈ Q. 又由式（7）可知，所有特征值都

是有理数，且是代数整数，所以都是整数 .

设

G0 = {λ ∈ Spec (Γ ) ∖ {λ2} ： (λ - λ2 )T ∈ Z}，           M0 = gcd (λ - λ2：λ ∈ G0 )，
G1 = {λ ∈ Spec (Γ ) ∖ {λ2} ： (λ - λ2 )T - 1

2 ∈ Z}，       M1 = gcd (λ - λ2：λ ∈ G1 )，
其中 gcd表示求两个或多个整数的最大公因数 .

对所有 λ ∈ G0，很容易验证 T ∈ 1
M0

Z = { l
M0

 ：l ∈ Z}.
对所有 λ ∈ G1，假设 λ( )1，λ( )2 ∈ G1，则 T (λ( )1 - λ2 ) ∈ Z， T (λ( )2 - λ2 ) ∈ Z，由此可得 T ∈ Q ∖ {0}，

v2(T (λ( )1 - λ2 ) ) = v2(T (λ( )2 - λ2 ) ) = -1，          v2(λ( )1 - λ2 ) = v2(λ( )2 - λ2 ) = -1 - v2(T ) .
因此对于所有的 λ ∈ G1， v2( δj - λ2 ) 都是相同的常数 ρ. 若 ρ = v2( δj - λ2 ) ≥ 0，则 v2(M1 ) = ρ. v2(T ) =
v2(T (λ - λ2 ) ) - v2(λ - λ2 ) = -1 - ρ. 因此，对所有 λ ∈ G1，有

T ∈ 1
M1 ( 1

2 + Z) = { 1
M1 ( 1

2 + l) ： l ∈ Z}.
将G0，G1结合在一起，可以得到

T ( )Qa，b，Qc，d = ( )2π
M0

Z ∩ ( )2π
M1 ( )1

2 + Z ∩ R> 0 = π
M0M1

( )2M1Z ∩ M0( )1 + 2Z ∩ R> 0 . （8）

对任意 z ∈ Z，可得

z ∈ 2M1Z ∩ M0( )1 + 2Z ⇔ z = 2M1x = M0( )1 + 2y ，x，y ∈ Z ⇔ 2M1x - 2M0y = M0
        ⇔ gcd ( )2M0，2M1 |M0 ⇔ v2( )M0 ≥ ρ + 1.                                                         (9)

设 k = gcd (M0，M1 )，则 M0 = km0， M1 = km1， gcd (m0，m1 ) = 1，在 v2(M1 ) = ρ， v2(M0 ) ≥ ρ + 1 的条件

下，有 v2(k) = ρ，m0是偶数，m1是奇数 . 则

2M1x - 2M0y = M0 ⇔ m1x - m0y = m02 ∈ Z.
注意到方程 m1x - m0y = m02  的解是
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ì

í
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ïïïï

ï
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ï

x = m02 + m0 l，

y = m1 - 1
2 + m1 l，

其中 l ∈ Z. 因此 z = 2M1x = 2M1
m02 (1 + 2l) = M0M1

k (1 + 2l)，且 2M1Z ∩ M0(1 + 2Z) = M0M1
k (1 + 2Z). 结合

式（8）可得

T (Qa，b，Qc，d ) = ( π
k + 2π

k Z) ∩ R> 0 = π
k + 2π

k Z> 0 .
因此，图Γ从Qa，b到Qc，d之间发生完美边态转移的最小时间是 π k. 由文献（Godsil，2011，2012）可知，图Γ 

是周期的当且仅当它是整图，若图Γ从 Qa，b 到 Qc，d 之间发生完美边态转移的最小时间是π k，则它的最小

周期是2π k.

2）  证明过程与1）的类似 .

注 1 由文献（Chen et al.，2019）可知，对正则图而言，由邻接矩阵、拉普拉斯矩阵和无符号拉普拉斯

矩阵所对应的转移矩阵是等价的，因此定理 1中的结论对拉普拉斯完美边态转移和无符号拉普拉斯完美边

态转移的情形也成立 .

注 2 在凯莱图Γ = Cay (SD8n，S)中，设 (a，b)，(c，d )是Γ的不同边 . 定理 1 给出了 a，b，c，d 都是偶数

（或奇数）和a，c是偶数，b，d 是奇数（或 a，c 是奇数， b，d 是偶数）4 种情形下 Γ 存在完美边态转移的条件 .

事实上，从定理 1的证明过程可以看出，在其余的 12种情形，即当 a，b 是偶数，c，d 是奇数；a，b 是

奇数，c，d 是偶数；a，d 是偶数，b，c 是奇数；a，d 是奇数，b，c 是偶数；a，b，c 是偶数，d 是奇数；a，b，c 

是奇数，d 是偶数；a，b，d 是偶数，c 是奇数；a，b，d 是奇数，c 是偶数；a，c，d 是偶数，b 是奇数；a，c，d 

是奇数，b 是偶数；b，c，d 是偶数，a 是奇数；b，c，d 是奇数，a 是偶数时都不存在完美边态转移 .

引理 5（Luo et al.，2022） 设 S 是半二面体群 SD8n (n > 1 是奇数）的非空子集，且对任意 g ∈ SD8n 有 

gSg-1 = S. 设 (a，b)，(c，d ) 是凯莱图 Cay (SD8n，S) 的两条不同的边，且 Qa，b = 1
2 (ea - eb ) (ea - eb ) T

， Qc，d =
1
2 (ec - ed ) (ec - ed ) T

，0 ≤ c，a ≤ 2n - 1，2n ≤ d，b ≤ 4n - 1. 则转移矩阵的 ( x，y )-元如下：

（i）若 0 ≤ x ≤ 4n - 1，4n ≤ y ≤ 8n - 1 或 0 ≤ y ≤ 4n - 1，4n ≤ x ≤ 8n - 1，则

H ( )t x，y
= 1

8n (exp ( )-iλ1 t + exp ( )-iλ2 t + ( )-1 x + y (exp ( )-iλ3 t + )exp ( )-iλ4 t )
+ 1

8n ( )ia - b( )exp ( )-iλ5 t + exp ( )-iλ6 t + 1
8n ( )i3( )a - b ( )exp ( )-iλ7 t + exp ( )-iλ8 t

+ 1
4n ∑

j ∈ Q1 ∪ Q3
( )ωj ( )a - b exp ( )-iδj t + ω( )2n - 1 j ( )a - b exp ( )-iδj t  .                                                   (10)

（ii）若0 ≤ x，y ≤ 4n - 1 或 4n ≤ x，y ≤ 8n - 1，则

H ( )t x，y
= 1

8n (exp ( )-iλ1 t - exp ( )-iλ2 t + ( )-1 x + y (exp ( )-iλ3 t + )exp ( )-iλ4 t )
+ 1

8n ( )ia - b( )exp ( )-iλ5 t - exp ( )-iλ6 t + 1
8n ( )i3( )a - b ( )exp ( )-iλ7 t - exp ( )-iλ8 t  .            (11)

定理 2 设 S 是半二面体群 SD8n (n > 1 是奇数）的非空子集，且任意 g ∈ SD8n 有 gSg-1 = S. 设 

(a，b)，(c，d ) 是凯莱图 Cay (SD8n，S)的两条不同的边，且 Qa，b = 1
2 (ea - eb ) (ea - eb ) T

， Qc，d = 1
2 (ec - ed ) (ec -

ed ) T
，0 ≤ c，a ≤ 2n - 1，2n ≤ d，b ≤ 4n - 1. 则凯莱图Γ = Cay (SD8n，S)上不存在从 Qa，b 到 Qc，d 的完美边态
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转移 .

证明 由引理5和定理1的证明过程可知
|
|
||||

|
|
|||| 1
2 ( )ea - eb T

H ( )t ( )ec - ed = |
|
|||| 1
2 (( )H ( )t

a，c
- |

|
||||)( )H ( )t

a，d
- ( )H ( )t

b，c
+ ( )H ( )t

b，d

= 8
16n + 4n - 4

8n + 4n - 4
8n < 1 .               (12)

因此，当 n > 1是一个奇数时，凯莱图Γ 上不存在从 Qa，b 到 Qc，d 的完美边态转移 .

3 结 语

本文主要利用邻接矩阵的谱分解建立了连续量子行走和图的谱之间的联系，借助有限群的表示和特

征标理论，给出了半二面体群 SD8n =  u，v | u4n = v2 = 1，vuv = u2n - 1  上凯莱图允许完美边态转移的充要

条件 .
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