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带差分项的函数方程的配置解法

吴兹潜 榻启 沃

( 计算机科学系 )

摘 要

对于带差分项的函数方程给出配置解法的误差估计和算例
。
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,

配置解

关于函数方程 〔` 。
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a i l < z ,

i = i , 2 ,

…
,

l , b ) m a x ( I夕1 1/ ( 1 一 l
a ` I ) )

(` )

已有多种数值算法 〔“ ~
” 〕

。

一般来说
,

这些算法各有所长
,

适应方程 ( l) 不 同 的 情况
.

对于未知元 厂( x) 是函数而非函数向量的情况
,

文〔5〕提出的配置法具有较高的精 度
,

但

该文对于方程 ( l) 作了诸民为零及人( x) = 0 ( }川勺 (
x , 0) 的假设

,

本文 拟 取 消 这 些 假

设
,

研究一般情况下方程 ( l) 配置解法的收敛性
。

1 引理与算法描述

关于函数方程 ( l) 的唯一可解性与稳定性
,

有

引理 设 ” (
·
)
〔 C· 〔

一

“
,

“〕 ,

其 中 ,是适合。一卖
;

}一犷, < `的非负整数
,

贝以函数方程

( 1) 在 c “ 〔一乙,

今〕有唯一解的充要条件是

。 , 一

鑫
;

一 : 、
1 ,

, = 。 , 1 , … , ; 一 1 ,

p佳一解连续依赖于 m a x

0 ` j ` 拌一 1

l义 1
( b

设 H
: 一 b = x0 <

x :

<

{ }h
` j ’ ( o ) 1

,

1人
`“ ’ ( x ) } }

。

… <翔 = b是 〔一 b
,

的上的 N等分均布分划
,

步长是 久二 Zb/ N
。

函

数方程 ( 1 )关于分划11 的一次样条配置解了( x) 定义为H上的一个一次样条 函 数
,

满 足
:

五了(
x
) 二 人(

x
)

,

( 2 )
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若叨 ( x) ( 0 蕊 j ( N )为分 划汀上的一次样条基函数
,

则配置解尹(
x
) = E

c , 叭 x( )
,

系 数
j = 0

c ,

( 。蕊 j 蕊N )满足代数方程组

艺
c j L印了(

x i )
= 入(

x i )
,

j ` 0

艺= 0 , 1 , …
,

N

2 收敛性证明

定理 1 记

尹s
二

了(
x s 占

、 = rn a x
l了

, 十 , 一 2了
, 。

一

了
, _ ,

o < j < N

若 、 (
二
)
。 e

Z

〔
一 。 , 。〕 , 。 : 、

乞1
。 、 。 `一< 1

,

则

占N ( M
:
久

2

/ ( i 一 Q
,

) M
: 二 m a 二

111,, ( x) ! ( 3 )
l劣 1 ( b

证明 由配置条件 ( 2 )得

了
,十 : 一 : f

, 十
了

, _ , 二

云
。 `〔了(

。 、 x , + , 十夕、 ) 一 Z r (
。 ` x , 十夕` ) + 了(

。 `二 , _ , + 刀、 )〕

云= 1

+ 〔人(
x , + 1

) 一 2人(
x j ) + h (

x , _ ;

)〕
, o < j < N

.

( 4 )

对于确定的 f和 j
,

三个点心
x , + , + 民

,

吼 x , + 民
,

气二 , 一 , + 凡的位置分布有下述两种情况
:

情 况 I 三点落在分划刀上同一子区间
.

此时
一

因了(x )在该子区间为线性函数
,

故二

阶差分

了(
“ ` x ,十 : + 夕` ) 一 2了(

a `、 z」
一

口; ) + f (
。 、二 ,一 , + 刀、 )

一 0
.

情况 I 三点不落在同一子区间
.

因 !内 }< 1 ,

这三点必落在某两个相邻 的 子 区间

〔x ;
_ ; , x k〕

,

〔x *
, x 。十 : 〕之中

,

无妨设
a i> o及

x `一 :

<
a `x ,一 , + 口* <

a `x j + 口s <
x 、 <

a 、 x , + , + 口̀ < x 左;
.

,

利用了(x )的分段线性性质
,

得

了(
a `x , , : + 夕` ) 一 2了(

。 `x j + 口、 ) + 了(
a ` x ,一 工 + 夕、 )

= ( f
; 十 : 一 2尹

; +
j
* _ :

)〔 (
a 、 x , + , + 刀、 一 x 。 ) /几〕

.

因此
,

无论情况 I 或 I
,

都有

}f (
a i x ,十 : + 口̀ ) 一 2了(

a ` x i + 夕` ) + 了(
a * x s一 工 + 夕̀ ) l

( 占
N

l
a ` x i+ , + 刀、 一 x `】久

一 ’
簇占、 }

a i l ( 5 )

此外
,

容易证明 ( 4 )式右端关于 h ( x) 的二阶差分有估计

lh (
x , + ;

) 一 Zh (
x j ) + 入( x

,一 、

) 1簇 M
:
久2

( 6 )

故从 ( 4 )
、

(
,

5 ) 和 ( 6 ) 三式得

l了
,十 1 一 2了i

+ 了
i _ 1

1、 兰l
: 、 a `一。

、 + 、
2
;

2 .

对所得不等式两边取最大值得占
N

簇 Q
工
占、 + M : 护

,

立知 ( 3 )式成立
.

证毕
.
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定理 2
`

记 D 产 = {
x
! ! x l ( b

, x 铸 x j , x 护 ( x
, 一口i ) /

a i
,

i 蕊 i簇 l
, o ( j蕊N }

, s
(
x
)是

无( x) 关于分划 H的一次样条插值函数
,

了(
二
)是函数方程 ( 1 )关于 H 的一次样条配 置 解

,

若 。
, =

艺l
。 、。 、

l < 1 ,

* (
二 )。 e

Z〔
一

。
,

。:
,

则 : (
二
)二 : 了(

二
) 一 : (二 )在D 尹上的导数有估计

, R
, `· , , `

黯
,

M
Z

一
,”

· `· , , ( 7 )

证明 易知对任意二 D 了 , x 与内 x + 民( 1 ( i毛 l )都不是分划刀的节点 xj ( o 镬 j 镇 N )
。

故 R (
x
) 在 D `

可 导
·

设 x 6
(
x , , x 夕· l

)
, a `x + 口、

“
(
x ; ` , x ; `

十 ,

)
,

由配置条件 ( 2 )
,

应 用

了(劝的分段线性性质得

*
,

(二 ) 一 〔了(
二
) 一立

。 `
了(

。 、、 、 口̀ )〕 , 一 : : (
、 , 十 ,

) 一 : (
二 , )〕 、 一 ,

`石 1

一

自
一〔` (

一
。` ,一 ` (一

, · 口! ,一 (`几*一 ` ; ` ,〕`一 ( 8 ,

因 ia
x , 十 : + 民与气 ix + 民的距离小于分划刀的步长丸

,

故该两点 ( 对确定的 i而 言 ) 有以 下

两种情况
:

情况 1 两点落在分划刀的同一子区间
。

因内 x + 风介于该两点之间
,

而ia x + 民 落在

(
x ; ` , x ; `十 ,

)
,

故上述两点亦必落在 〔x ; ` , x 、 ` + l

〕
.

但了(
x
)在 〔` ; ` , x 、 、 * : 〕是线 性函

数
,

故 ( 8) 式右端中括号 〔 〕的值为零
。

情况 亚 两点落在刀的两个相邻子区间中
,

无妨设 ia > 0及

x ; i 一 ,

<
a 、 x j + 口i < x 、 i <

a ` x 夕 + , + 夕i <
x ; ` 十 , ,

则 ( 8) 式右端中括号 〔 〕的值是

尹(
a `x ; + , + 夕` ) 一了

。` +
了
、 ` 一
了(

a ` x s + 口` )
一 a ` ( f

* `十 , 一
尹
; ` )

= ( a `x j + 刀i

故无论情况 I 或 l
,

( 8 )式右端中括号 〔

一 x ; ` ) (了。
十 1 一 2了

; +
少

; 一 ,

) “
一 `

〕的值有估计

I f (
a `x

了

一 + 口、 ) 一 f (
a ` x j + “ 、 ) 一 a 、 (了。`

十 l 一
尹
* ` ) l毛 l

a 、x j + “ ` 一 x 、 ` l占
、 凡

一 `

毛 1(
a 、 x , 十 , + 口i ) 一 (

a i x j + 夕i )】占
N
几
一 ’
镇 !

a ` 1占
N

于是 由 ( 8) 与 ( 9) 两式得

2

}尺
`
( x

) l廷乙 1
。 i a 、 l己

N几
一 ’ = Q

,
6 N 几

一 `

i= 1

( 9 )

( 1 0 )

由定理 1关于占
N

的估计式 ( 3) 及上述 ( 1 0) 式
,

立知 ( 7 )式成立
。

证毕
。

I

定理 3 设 f (
`
)为函数方程 ( 1 )关于分 “““ 上自勺一次样条酉己置解

·

若口
1 二

甄}
“ 艺“ :

卜

i ,

人(
二
)
。 e

,

〔
一
乙

,
乙〕

,

则五了(
x
) 一 人(

x
)在 D

`
的导数有估计
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、 卜直了、护
户

1占 9“ 1人月 .上
护口、口了 .、

〔石了 (
x

)一 几 (
x

)〕` 镇
1+口

,

2 ( i 一 Q:
)

M
:
久

,

M : 二 m a x }h
l,
(
x
) }

证明 设 S ( x) 是五( x) 关于分划 H的一次样条插 值函数
,

易证在 D 尹
上有

}〔 s ( x ) 一 h ( x )〕
尹
}蕊M

Z
几/ 2

于是由不等式

I〔五f (
x
) 一 人(

x
)〕

`
,镇 l〔五了(

x
)一

:
( x )〕

`
! + l〔

:
( x ) 一 入( x )〕

,
1

及定理 2 的 ( 7) 式
,

立知 ( 1 1) 式成立
。

证毕
。

l

定理 4 若 乙 价 手 1 ,

泣= 1

I

Q : = 艺 }
a i a i . < 1及 人(

x
)
。 C

Z〔一 b ,
b〕

,

则函数方程 ( 1 ) 关于

分划 H的一次样条配置解了( x) 有误差估计

、,户
Q口,土

碑
亨龟
、

、 lweJ..
,’ “ ’ 一 “ · ” 毛

苛书群黔!杏
·

l

乙 1
a i l ( ( 1 一

a i ) b + 1吞̀ 1)
: = 1

I

11一 E
a i

i吕 1

其中 f (
x
)是函数方程的精确解

.

证明 由引理知 ( 1 )在 c `〔
一
b

,

的 有 唯一解 f (x )
.

记抓
二
)二了(x ) 一 f(

: )
,

则抓 : )
、

夕 ( d i x + 口i )。 C
’
(D

尹
)

,

且有

: 。 (二 )二 。 (二 ) 一艺
。 `。 (

。 `二 十夕` ) 二 ; 了(
二
) 一 , (: )

i二 1

( 14 )

因 f (
二
)
。 e `〔一 。

,

乡〕
,

而了(
二
)是刀上的一次样条函数

,

故 g `
(
x
)二了(

x
)
` 一 f

`
(
x
)在 D `

有界
.

记 叭
“

黑别
“ `

(x) }
·

在 ( 1` )式两边求导得

夕夕 (
x
) 一乙

`二 工

a 、a 、 g ` ( a ` x + 口̀ ) = 〔毛了(
x
) 一 无( x )〕

` , x 。。 ( 1 5 )

应 用 定 理 3 得 19
,
(
x
) }镇 Q

,

M
, + ( 1 + Q

,

)M
Z又

2 ( 1 一 Q :
)

x ` D , 。

两边取最大值得

lM< 亥生镌、 `
2`

由 ( 1 4 )式及配置条件 ( 2 )得

I
g ( x ` ) 一马

a `g (
“ ` x , + 口` ) “ ” , “ 毛 j ` N

( 1 6 )

( 1 7 )

因 六
。 ` , 1 ,

故 l( 了)式可写为

土 一a i劣 z +
口̀

. , 、 , .

上
口( x j ) =

荃
,
a `
叮 夕

`

( x ) “ x / ( l 一魁
“ ` )

,

( o ( J蕊N )
一 , 矛

( 1 8 )



第 2 期 吴兹潜等
:

带差分项的函数方程的配置解法 3 7

因 g ( x )在 xj 与al’ 有 + 民之间至多只有有限个点不可导
,

故 ( 1 8 )式右端的定积 分 是 存 在

的
。

由 ( 1 6 )与 ( 1 8 )得

、̀了、、
z、 卜尹

Od八U
ù
.儿,土9曰八乙

了.、了.、z`
、} 。 (· , ) } 、 〔、

1

卖
;
}一 (一

, · 。`
一 , ) }〕

、
/ 。卜鑫

:
一

O毛 j簇 N

对任意 xE D
,

设众〔叔
,

xk
+ : 〕

,

则
, 劣

g t x ) = g ( x k ) + 皿
,

.

9
`

长x ) d x 。

~ 、 `

一
、 ` 、

, 工 k“

于是由 ( 1 9 )
、

( 2 0 )得

一。 ( x ) f、 、 :

干李
、

「云}
二` l ( ( 1 一 。 ` )。 + l夕` ! ) 1 / l

, 一

艺
。 、 l下

“ 乙 L !`“
主 J z : = `

把 ( 1 6 )式代入 ( 2 1) 式 即得误差估计式 ( 1 3 )
。

证毕
.

3 算 例

Zf (
二
) = 才( (

x + l ) / 2 ) + Z s i n ( x )

n u m e r i
e a l

N = 2 0

s o l u t i o n

N 二 4 0

一 1 一
。

5 3 7 3 1 4 1 9

一
。

34 9 5 5 61 9

一
。

0 1 7 9 8 97 0

。
7 3 5 5 9 1 3 0

1
。

2 1 6 6 2 7 1 0

1
。
6 0 6 1 3 8 5 0

一
。

5 3 7 3 1 1 6 7

一
。

3 4 9 5 5 5 9 4

一 。
0 1 7 9 9 4 0 0

.

7 3 5 5 9 0 2 0

1
。
2 1 6 63 7 2 0

1
。
6 0 6 1 92 4 0

a n a l y t i
e

s o l u t i o n

一 。
5 3 7 3 1 1 3 5

一 。
3 4 9 5 5 5 9 6

一
。

0 1 7 9 9 4 4 0

。

7 3 5 6 0 0 2 0

1
.

2 1 6 6 38 5 0

1
。

60 6 1 9 2 8 0
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