
混 合 型 微 分 方 程
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的某些定解周题
, 人们还研究迁只含一个 自变数系数的混合型方程
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如特里谷米方程和

察普雷金方程
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的某些定解周题
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,
一

丁夏吐在
`

数学学报
,

上破表了一篇名为
`
混合塾微分方程

’

的文章
,
他

用复变两数的方法
,
征 明 了方程
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的特里谷米周题的解是唯一存在的
,

在这篇输文 中还封兼了方程
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的特里谷米周题
,

但丁夏畔并浚有解决方程 ( 5 ) 在椭阎域的定解简题
。

本文 目的在于研究方程 ( 5) 的二个域的特里谷来简题
,
且以积分方程的方法解决方

程 ( 4) 的特里谷米摺翘 , 最后解决了 丁夏畦所没有解决的方程 (
厂 )

) 的多 域 特 里 谷米简

粗
。

本文分两部分
:

第一部分敲明 方程 (
一

) 的二域的特里谷米周题
;
第二 部 分赶 明 方

程 ( 4)
,

( 5) 的多域特里谷米周堪
。
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第一邹分 : 二域周题

在这一部分里
,

我俩要衬确方程 ( 5 ) 的二域的特里谷米尚题
,

亦郎限制方程 (一 中

的 劣夕 0
。

9 1
.

定义特里谷米周题
:
在未定义特里谷米周题前

, 先定义方程 ( 5) 的混合域
,

在
习
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,

且

称城 D 属于第一象限的部分为椭圆域 D ; ,

称属于第四象限的部分为双曲域 D Z ,

称校段

通刀 为蜕型挑
。
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,
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处处满足方程 ( 5)
,

2
.

西数可几刃的一导偏导数在朗域石上除点 d
.

B 可能变为低于
一

一极无穷大量外
,

在

其余点上均为璐粗 ,

3
.

面教
,

在 ,u) 在边界上满足条件
` 二
肠理 ) . ` = 甲 (S )

忆诃卿少IL: = 伞佃 )

其中
,

甲和华都是速撅可微两数
。

号2
.

极值原理
,

唯一性定理
:

在蜕型故上建立了 〔 (习和 ” (习 的

( 6 )

丁夏畦在他的翻文中
,
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现在肚我刊来考虑特里谷米周题的极值原理
:

若特里谷米周愚的解 议石刃在特征核

石 ,
上为零

, llR 方程 (5 ) 的解在阴域万 l 上的正的极大值和负的极小值只能 在 。 上达到
, .

事实上
,
在域 D ,

内西数 试价刃 显然不能达到 极值
,
毅 在域 石 ,

上 正的极大值在区 简
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显然
,

执与李希登斯坦因所征明的一般椭圆型方程的查偷 巴定埋的推广相矛盾
,

故极值

原理得征
。

由忿一极值原理容易得知
, 方程 ( 5 ) 的特里谷米周题解决是唯一的 , 事实上

,

若特

里谷米尚胆有两个解
2` J
和

、 : , lllJ 。 ,一。 是边界条件为零的齐次周 题 , 剧 、 : 一勺 的正

的极大值和负的极小值在 d 上达到
,
且为零

。

故在整个混合域上
: 。

l( 龙刃二匆〔肠刃
。

由这一极值原理
,
不 仅可以直接导出解的唯一性

,
且可用来征明更普福的情况下解

的存在性
,

’

亦郎不耍求解的偏导数一道遵藏到混合域 动的边界
_

匕 而 只耍求解本身述被

到边界
,
以及一阶偏导数在域内速植

,
便可用类似于施瓦孩交替法来征 明特里谷米简题

的解是存在的 ( 附带税明
:
这一极值原理对于第二部分仍然括用 )

。
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有了 v( 习 的解后
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,

其可解性由特里谷米周题的解的

叮 唯一性得出
。

第二部分 : 多域周题

在这一部芬里
,

我们将解决方程 ( 4 )和方程 ( 5 )的多域特里谷来周题
, 方程 (4 ) 的多

域特里谷米周题 已翘有 人用复变函数方法解决了
,

而我们牌用积分方程的方法解决
,
一

般脱来格林铜和函数只有 一个极点
,

而我俩所定义的格林稠和函数却有二个极点
,
且它

在定义域中没有极小植存在
。

芬4
.

方程 ( 4) 的特里谷来周题
:

以 D 表示混合域
,

在 X 翰和 l
一

翰上取点 (A o
,

O)
,

娜 1
,

o) 和 C (O
,

l)
,

过拉三点在方程 ( 4 ) 的双 曲域部分作特征袋 月D
, B D

, A E 和 C E
·

其中
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刀 (香
,
一专 )

, E ( 一 奋
,

奋)
。

过点 力 , C 作一全在第一象限内的构当曲横弧 ` ,
这 一

由 口 , C E , A E , A D 和 D B 所圃成的 万 }’ 平面上的单联域称之为混合域 /
。

特里谷来周愚是耍在域口 上求方程 ( 4) 的 , 个解析解
,

使它满足从界条件
。

` }。 二甲 ( s )
`

( 2 7 )

U {
r D = 护 、 ( ,

) ( 2 8 )

U } ; : 二甲 : ` 夕) ( 2 9 )

其中护 (s )
, 护 : 际夕

,

甲
:

向夕是已知函数
。

所梢方程 ( 4 ) 在域 I ) 的解析解
,

郎是它在 D 内是二次速技可微的
,

且其一阶偏导数

在阴域 D 上速筱
,

除了点 A , B 和 c 可能变为低于一粗无穷大量外
,

不失一般性可 毅

U ( A ) , U ( B )和 U (C ) 均为零
。

我俩容易赶得若解在特征袋 互D
, A刀 或 j

`

B , 万C 上取零植
, lRJ 它在蜓型袋上的 开

区同 {朋 )
,

( (A : ) 上不可能有正的极大植和 负的极小值
, . 亦郎是挽正的极大值和负 的极

小值英落在豹当弧 d 上
,

由此
,

不难得出方程 ( 4) 的特里谷米周愚解是唯一的
。

作一格林翻和两数 口介
,
叭 专

, 勺 )
,

它在佃
,

司
,

o(
,

妇 〔,
< 二 < ]

, 。 < 絮 < l 上

其有极
:

G (
二 ,

, : 专
, 力 ) = 。 (二

, , ; 专
,
勺 )一 l o g’ 1

二 一 七 I }; , 一 考}

其中 。介
, , : 专

,
勺 )= 口: (二 ; 专, 勺 ) + g:

( , ; 专, 勺 )
·

2 2

且挂两教在 ` 上为零
,
在 D l

内翻和
,

特别当 。 为 。 。 :
}专 } = 1时

,

这 一西教又

可写为

G (
二 , , : 专

,

力 ) = 10 9
劣七一 1

“ 一 七
{

+ . 0 9
1蚌牛红{ 卜 ; + ` ,

.

( 3。 )

; } z V一 S j

= 一 2
,

.

当 专= 0
,

勺二 0
,

毛护二 O < 忿 < 1 ( 3 1)
G一件日一口

= 一 2
,

当 x = 0
,

毛 = 0
,

勺华刀 0 < 刀< 1 ( 3 2 )
G一”a

-

口

在点 介
,

0 )作一华圆 叮 e 二 :
阵一习

2十 力 , = e “ 勺多 0
,

在点 ( 0
,

妇 作一半圆 。 。 。 : 梦

+ ( 勺
一

沙 = 扩
,

专) 0
,

从域 D ;
上去掉这两个半圆

,

剩下部分应用格林公式
:

丁
( G

佘
一

唱扣
“ 一 o

·

郎得 ,
’

( 3 3 )

「 ( 。
之:

! 一 : `

召“ )
、` , 十 ( 「

` 一

气 f
以 对 。 `

口 ,乙 a 沙姜 “ o `

甘 屯 工

) ( G v , (合) + 2 、 (专
,

0 ) ) d专
了+ e

尹月卫
。 口 ,多

d , 一
丁( `

, `

口
` ) 。: , + ( 「

”

辈「
。 ) ( ` , , Zr , )

夕 ” 以 1 口 刃一 e

)I人日夕r
`

一
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’

叫 微 分 方

+ 2 ,` ( ( )
,

勺 )
`l 力 二 0

当 e 分 0 时
,

我们有

` 1`之
·

,
一

了。 ,+

宾丁
。 ( , 0 9 }

二

卜
, } 一 `0 9 } “ } {“

一
, v l ”̀ ,

艺`“

一 I f
, ( ,。 g !。 。 一 1}一

。 9 . : { {: 一
,一) v Z( : )己 、

叽 口 3

= 甲 、 *

加夕一 甲 : ’

f刃
·

( 3 4 )

其中

,
自、d

....,..,.

..̀.
J

护 1 ·

阁一

类
一

概异
og

刃粗一 l

劣 一 气

甲 ` *

(夕) =
一

委工美异呀 {牡 巨

投 t
l ,

(二 )
,

v , (
.

: ) 0 < 二 < l 和 工: `
( , )

, v Zf。 ) 0 < , < l 是满足赫德尔类中的两数
,

/

且由关系式

I 】尹( :
)一 v ; (二 ) 二

“

去
一

沪 」(
名)

·

( 35 )

: ,

( , )一 v : /, ) =
2

牛
护 , ( 义

a 夕 乙

( 36 )

对式 ( 3 。 )分别对
二 和对 。 求偏导数

,

由式咬肠 )
、

( 3 6 )郎得

v ; (二 ) +
`

二厂
+

、

,

“ , ) 一。, , · `一 ,
, , , 。·夕

·

`

全
, + 、 `

立、
一

) 一介, 了 ,

一 F :向:
·

( 3 7 )

v : (万) + ( 3 8 )

((刀
月

|
“ 月

J竺
劣l下l

一

下a
l

口

其中

’

;
,(习 =

一 。 , l (劣 , 一

昌公
一

: ,
一 。 。 < 刃 < `

J

〔 2 ,

f夕) = 二 = o v : (夕) =
沙

, l

口刃 ; 劣 -
0

.

。 < , <
1

礼一夕ad

军2

,

以习 一 叭
·

、 一 2
一

总。 (
一

;),

我们易知 甲 : * f刁 在 (( ) l )
_

卜解析 , 但

: `

刀二 甲
2* 八 ,少一 2 儿一 尹 :

(
〔 l夕

二
川

, 二兮 二时
,

护
“ ’

沁) 和它的导数的性



沁
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城还筑研究
,

.

投

护 ( B ) = 甲 ,s( )= 沪 (C )二护
沙

(C )= 0
.

/

由于西数护具有 = 阶速艘导数
,

故它可表为

护 = s i n e 甲 〕( 口 ) 勺 = s i n 口
,

专== e o s 夕
.

共中护
:
是遨按面教

,

得

1 9 5 9 年

( 3 9 )

( 4 0 )

日
: _ _

万
.

丁
~

. u 匕
口 外

￡七一 l

劣尸七

护 一 1

份 + I )一 2二 e o s 口
在 d 。

上 少 (弓l )

, : ·。:
,一三丝若卫

一

丁贡
:

1。。 , 。二 + l )
?

翼￡杀:
s 。 十 l )

夕ǔ艺
n

.` ..月

S
2 (沪一 l )

下
丁:下

】`”
口

, _

c o s 万 J 口

(
二 + I )

?一 4 x co s
口

2

2 (
二 , 一 l )

下
f
’ 甲 ,

甘 .

( l一 t )香 `告

(
二 + l )

? 一 4别
( 4 2 )

, 中 OCS’ 号
一`

对于 护
尹。
今 ,我们有

护 1`
,b(

一

粤丁卜

-止丛兰
?
一 l ) f
下

.

护

( l一 t )奋 t奋“

(
二 + l r一 4二`

i

_
, ,

_
; 、
蚤

,

香
, 。 ` _ 1 , 、 _

, 八
了

; ,

i

石 ( l 一 t )下 `曹 ( 2 (畏+ ] ) 一 4`) d z

护 i 二三一一竺专 、 二 ;二尧尝、性
’

之弋一 2 竺扭竺
〔(
二+ l )

? 一 4二`〕名
( 4 3 )

应用中值定理助得

, 1·

,(rt 一彬翁
「矶 (t

1
,了:

`香“ 一 ` ,丢 ( ,

一 (击灭
` ,

一`“ `
’

一丛兰二卫
一

矶 (̀ : z 「
’ `香 ( ;一 ` )香 ( ;一华典二 )

一 : 己,

, J o t劣 十 1尹
-

+ 一

聂羚分
甲 1“ 3

,丁;
`令 ` ,一 ` ,香 ( ,一 4 劣

(
二 + 1 )

2
) 一 , d t

.

( 4 4 )

故知当时。 时
,

.

妒
, .

阁 价 1 ,
,(习 有界

, 二今 1 时 争*l (习今。
,

甲 , .

,(习 有界
。

对于 护 , . `刃亦有同样的性质
。
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弄清端点性盾后
,

只要注意到

社亡 合 则 幸做 分 }j 矛

我们便可解积分方程 ( 3 7 )和 ( 3 8)
。

1
.

艺
,

-
一

宁 — 万

乙-
名 孟乙

一 l

) +t
一

c
几 `

一下车
二 )

l 十 名 乙一宕 1 一 宕 不

即方程 ( 3 7 )和 ( 3 8) 可改写为

, 1

、 +

卖只
(

六一
、
匀

, ,
1“娜一 ` 1

、 ( 4 5 )

, ,物 , 十

汀 ;
( l 一 二一

牛
一

) 委:

a()t
t一屏 .u)

l ee 军`

( 4 6 )

其中 委
.

(z )= ( l + : ) v ,

( z )
,

f
` ( : ) = ( 1+ :

) F
.

( : )
·

( i = 1
.

2
.

)
·

由于积分方程 (舫 )和 ( 4 6 )是 属于同一类型的方程
,

所以只耍求出积分方程 ( 4 5)
, :

lRJ

方程 ( 4 6 )亦立郎可求出
。

对于方程 ( 4 3 )我们有解核

嘛
` ,

-}) 一 〔是澎暴
下

〕
入

可
劣 , `.)

其中
,

又一士
,

邓
,

习 -

了t t一公 1一眺

如果我们所求的不是奇异积分方程
,

那末求得解核便立郎完成方程 ( 4 5 )自勺反演
,

且

, 」

、 一 ,
, 。二 , 、 入

以 豁霉〕
入
入

’

(二
,

t ) f
、 ( t )

二Zt
·

( 4 7 )

但
`

解案
’

( 4 7 ) 并非方程 ( 4 5 ) 的解
,

因为奇异积分方程的积分次序不可对换
,

但
`

解

案
’

( 4 7 )和其正适合方程 ( 4 5 )的解案有相似的形式
,

故 由式 ( 4 7 )可导出其正的解案
,

事

实上
,

令

, 【阮 , 一 C

〔
` 1`· , + 入

丁;〔
其中 C和 夕是待定常数

。

将式 ( 4 8 )代入方程 ( 4 5)
,

并注意到

( l 一二
)
。乙

戏1一 `笋 〕
口

可
二 ,
乙)

, ,。̀夕
` ,:

〕
·

( 4 8 )

丁
d忿

`一劣 J
f

, (亡
,

姆)
专一 t

` ”
一

下 , , 1`一 , +

j扮
、丁-J

1。̀
,

; , d t

( t一 x ) (专一 z )
’

郎得

、 、 + , 2入。 ) ,
1。·卜叮 ; }

K`· , , 一 〔
6

左 r: ,
t )
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( l一专)
’

t

每( l 一 t户

、 口

l (xK
,

专) “ (专
,

`) d葺I f ,
(`) “ `

= 冬f l(
: 升

七
( 4 9 )

令
`

C ,
1

l + 下
`
入 2

lRJ 上式可写为

式{旅 ,)t 一

〔餐群务〕
夕
入 (劣

,

` ,

+ 入「
’

「毛牛兰鬓车1认
,

、 , 、 、
,

`夕己、 } , ,。̀ ,己̀ 一 。
.

J o ` 认 1一 `户
“

声

( 5 0 )

若

万`二
,` , 一〔 ( 1一 二

尹t

城 1一`尹

、 夕

J K (` J )

+ 入

丁;〔号潜擎〕
口

K介
,

每) K (专
, t ) d专= 0

·

( 5 1 )

助式 ( 50 )恒成立
,

由于

丑你
,

专) 左(气声) = K (二碑) (
1 ￡

专一二 l一烤
, 1亡 + 二典二 )

.

吝 ee 弓 l ee
l弓

( 5 2 )

助在式 (从 )中渭丢因子 鲜肠 )t
,

且以 犷 e ( 1一 t犷
, a 乘式 ( 51 )

,

郎得

`

(
~

气熙 〕巴〔兴
兰兰 〕

’

一 入

丁;〔
闷

里簇丝 〕
` (

肯
、

r `
r (一专) ; 、凡 l

一 八 J
。

L se
we

飞一一
~

J
·

、
飞二证

一
雀丽 ) 己”

一

六
’ ` “

`

(出 )

但式 (泌 )的两边昔具有形式 2夕 )一 (P t)
,

因此式 ( 4 8 )循合方程 ( 4 5) 的条件是

、 「
】

「卫二丝 1岌
二」= 一

兴
) ` ; 一「卫匕生达

砂 0 、 弓 声 亏一 二 l ee 笛弓

“
〕
夕

+ 以 ( 5 4 )

共中 。 是任意常数
。
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在式 ( 03 )中作积分变换

“ 一 ` 一

咭

解 同时投 =
碑

-\, 这时式 ( 5任)可写为

11

2
t 月

一

2厂

〔 (: 一 l )
`

〕
」

t〔 z( t , l )一 X」
d t = 1+ “ 刃 ,

、

0 < 夕 < ( 5 )

一gL一护
月

」
少à
卜

·

仰ù了吸
、

入

其中

忍+ 2尤

心 (卜一)一 x 〕

式 ( 5 3 )的左端可写为

2
.

Z t一 l
= 二 - — 气目

~

一 ; -
~

—
—

一
z : ( t一 l )一、

-

入荆厂
1

(tt 一琢犷
( 一

介飞纷认 ) ` l亡

、
.
lJwe

J,叮
、了刃

矛t

81月

!
.入 X `

〔
一 2

只( l 一 t ) “ 一 夕》“ `? “ 一 ’ d t + 八
一

“ ` 哎夕

t 一 l

= 一 2 入扩夕刀 ( 2 口
,

I 一 口 )一 入下 e o t下 夕
.

至此
,

式 (环 )可改写为

一 2 入X 夕B ( 2 口
,

l 一 夕 ) 一 入下 e o乞了 夕二 1 + “ X ,

、即得

口二
_

工 a n c t g ( 一 入了 ) == l

4
. (泌 )

至此
,

我俩得方程 ( 4 5 )的反演今式为

, 1

、 一
’

枷
习 一 、公

一

爪带碧
勺

]认
, f(J 。 参

( 5 7 )

或者写为

’ 】
` .a) 一

扣闭 一 2

汀 : 〔
( l一二

)
, t

x
( l一 t )2 〕

毒

t一 劣
(

一

二 l
一 卞

。

匀
, 尸

〕“ ,“ `
·

( 5 8 )

同样
,

我们可得

v Z份 ) 乃 (u) 一 2

汀 ; 〔
( l一 打户`

。( l 一 , ) ,

几

〕飞
1一 +

t一 y
丽纷

’ 尸2“ , d`
·

( 5 9 ,
zù 2

一一

由于 v , 厂习 和 v , (川确定
,

故 工: (习 和 t
: `刃 亦确定

,

这样便可在椭圆域中解狄

雷克雷周翅
,

而在双曲域中解哥西周题
,

亦郎在椭图域上解定解简翅
’



牙4 1 95 9年

{

中 山 大 学 学 报

方程 ( 1 )
, `

(
二 ,

o ) == { , (` 2
二

( 0
,

, ) = 工了, )

。 }口 = 护 ( s)

在双曲城 D 。 和 D ;
上解以下哥西周愚

( 方程 (l)
}

“
阮 0) 二 ` ,

闭

几娶
(
二 ,

。)二 , , r二 )
`产 V

在 D `
上

·

加

{
方程 ( 1 )
。 (0

,

司= t :佃, 在 D Z上
·

瓮
` o

,
, ,一 “ ` , ,

荃有
.

州艘情形
,

我们有

v :

闭 + (
褚了

+ ; 冷「 ) 一。̀ , J̀ 一 “ 】。· , +

了;
左 1· `一` ,一“ ” `·

( 60 )

p六 J +
l

心一 ,

+ 一

毕下 ) , 叮,妙`

万万ee l

、

一 、 , ,+

丁;
K, ·。

,

: , , : 。 ,“ `
·

( 6` ,

r
“月

l
甘-一下l一嘴

共中

K , *
扣孙) , 斋备

〔109 1̀ 一 , ’ 一* ;t,0) )
l

, . 1
_ . , 、 _

1
。 : 一, 砰 , = 丽 李

〔10 9

口甘
恤一 11 一口拼, ; 0, )t工

。 ,
:.l

KI 、 ,)t 。 l(t d) : 为已知
,

利用反演公式 ( 58 )
,

。 得

, 1

、 一 尸】·

、 一

丁;
二 1· 。一、少, 1 ( 、 )` ;

·

( 6 2 )

( l 一 二 )? t

` ( I一 t ) ’

、 奋

J (
l

—
一一— 十

t一 X 公 t一 1
) F I ( t )

` l
’ ·

r!!、rJ1一下
一2

F l *

份) = 冬F 」
介 , 一

Z

K l” 一̀ ` ,一

盖
K l’ 份

,

” ,一

命丁;〔
( l一二 ) , t

`
( l一 t ) 2

、 毒

J (
1

本一劣

+
-

淤「 ’ ` 」“ ` ,

专d) `·

我们有

冲样
ó

.

共同
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`

混 合 型 微 分 方 程

。 ` , , 一 尸, ; 。, , 一
丁;

K : · `,
,

呀, , 2 ( ” )“ “
·

咬6 3 )

其中

刀`训一 么
一

“ 刃 一

介只以洲: 〕 介主「 )以d)tt
·

V` ee l

+一甘

i
万(

K , ’ “ `
,

“ ,一乡
K Z·`,

,

” ,一 ,

琴了;〔
( l一 , )? z

, ( l一 t ) 2

l

t一 军

+ 产
,

) 心
,

(t
,

,d)
`

军石一 1

这样方程 ( 60 )和 (6 l) 便化为等价的第二类弗里德和蒙积分方程 ( 6 2) 和 ( 6 3)
,

它的可

解性由方程 ( 4 )的特里谷米周翅解的唯一性导出
。

虽
.

5
.

方程 ( ,5) 的特里谷米周题
:

方程 ( 5) 的特里谷米阴愚的定义域是这样的
,

郎在
二
和 , 帕上取三点 A印

,

0)
, B ( 1

,

0) 和 C印
,

1 )
,

过这三点在方程 ( 5) 的双曲域部分特

征成 L ,
和 L Z

与 L 。
和 石 ;

交于点 D 和 丑
,

其中

, 3

石 , : 二
了 一 (一犷)了 = 0

·

_ 9
,

二l
石 , :

言仁
劣 2

3

+ (一 , )厄
一

) 二 1
.

石: : (一
:

)了 + ,

吕

。 = 0
.

二
2

, , 、

冬
.

冬
、

力“
.

不
一

叹 !一 劣 ,
`

宁 V
`

, = 1 ·

O

过点 B 和 C
,

并以它们为端点作一蚕在第 1 象限内的的当曲 枝 弧 吓 ,

这一由 ` ,
乙1 ,

L Z
和 L : ,

石 ,
所 圆 成 的

x 万 平面上的单联域称为混合域 D
,

且 以 刀 ;
和 刀 : ,

刀`

分别表示域 D 中 的椭阎域和双曲域部分
。

特里谷米周题是要求一在阴域 D 上的函数 杯筑训

话合方程 ( 5)
,

且其一阶偏导数在阴域

大最外
,

其余的点则速撅
,

函数 可心幻

D 上除 A
,

B

使它在域 D 内除坐标点外
,

处处

和 。 等点可能变为低于一阶无穷

在边界上还满足如下条件
:

f ` (公
,

, ,

{
。 一甲 (, )

·

“ 。·
,

, ,

1
; , 一 , 1。· ,

·

“ 。一 , ,

}
: 3
一 , ;。。 ,

·

( 6 4 )

( 65 )

(印 )

其中
,

两教 沪 .(,)
,

叭佃人 讯向夕都是速艘可微两数
,

一

且 书`d = 了)A = 甲( )B 护(c) :=. .0
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在 芬 2 中
,

我们 已粗征明了方程 ( 5) 的特里谷米周题的解是唯一的
。

道接徽征得知

两欲

!卜
,

}
一十小

+ , 8

}
一告 回

一 ” a斗 2`“号” 若 “
· ` ,

“ ,

在城
, 》 0

,

, ) 0 ; 专) 0
,

, ) 0 上是方程 ( 5) 的基本解
。

犯两数 C (几抓气哟 )为

、 ,y, 辆卜 卜
一

州一会
一

卜
+

州
一

执 al(
· ;

。 )一 、 , ;

晒 .)

其中 乳 和 卯 是方程 ( 5) 在域 D , 中的解析解
,

且满足

X
一

、̀

}
“ ’ (` ,专

’

” ’ 一“ ’ (“ `专
’

” )

吸” (件
, , ) }

== 。

口 ` l 专== 0

会小
+ ; ,

!
一专 ” ` “

( 6 7 ) ;

日 ( 。八 一以2 )

日勺 `

勺 = 0

在城 D :
中用一小解析曲挑 {七一护 ! = e 和 }七+ 护 ! = e 来割除点 (

二 ,0 )
,

(0 刃 )
,

而对绷下部分应用格林公式

丁
、 ( ·

盟
一 G

兴
) `卜丁

” (

嚼
日份

一 G 一犷 ,

d 刀
) d

·

夸= 0 ( 6 8 )

肖 C呼 0时
,

对于所确定的定义城
,

式 ( 68 )可写为

l im ` r
e 咔 0

、
J

: 一 e +

丁:
+ 。 , “ G (

· ,0 “̀
,

” ) · ,̀ “ ,“ “ +

J’
。 · ( ”

箭兴

+ `
器瓮

“ “ +

公骂丁
。 。 二

咖箭 癸
十

曝号倪
一

冲
。 ·

, 夕+ e

一 ( J
: +

J参
一 。 ) ” ` ( 0

,

,
,

0
,

” ) ” 试” )d ”

吸69 )

其中

+

省跳丁
。 。

一兴 {
。 一 。

心 %aa
一

昌鲁
+ ”
昌号餐冲

田
一 。

。 : 一

贵 }
; 一 0

由于

一 〔 , ( : )
1一尹

扩鸳
。
丁

。 。 ,

咖盟 昌乏
+ “
器愁卫

一

) / 。

仑 r

=
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扩罗
。
丁

。 。 ,

咖认欲
+ 、 几

。 试, )叮勺a夕

其中

牌一固定常数

郎得

l
(
·

卜二
1

(
· ) +

丁
l、 。、 ( ·

,

,, ;、
,

。 ) 。 , (。)
〔 ,、 +

+

丁;
。 G̀ 0

,
, `O

,

” ,一`” d) ” 一 `,

。 ` :
(刃一矛成司+

1产

( 7 0 )

其中

尸 ! `· ,一
’

丁
。 铭

{
”

了
、 ( 、`
一

、一 “ ` + 。 1`· `、
,

, , ,
一

吕丘

+ “
鼎

( .`
一

” ’ `“ + 。 1`· ”̀
, ” , ,

宗 }
“ `

乃` , ,一了
。 : `

{
”

一

兵
( !`一 , ;弓

一“
“ + 。` , ;”

,

、 ) ,

享乏

+ “
鼎

( }̀ + ,
: 3 . ” ’ `“ + 。` , ”̀

,

” 〕 ,

佘 }
〔` “

当 : 属于区简 ( AB ) 和 , 属于区简 ( CA ) 时
,

式 ( 7 0 )显然可写为

介
】
(
·〕+

丁:
“ ,、 〔一 0 ;。

,

” )一 “̀ ,“ ”一尸 1`· ,一几`0 ,

弄
T : (。 )+

丁;
、 G ( 0

,

: ;o
,

。 ) 。 2`。孙卜
F ` , ,

一 ,
, 1 。̀ ,

其中 F式0) = 一 F ,
(0 )

特别当 。 是解析曲袋 百 。 : {妇 = l 时
,

函数

x(G 麟
。 )一 气一二 3

}
” , /“一 !七+ 妇

一` /“一 ! 1一 二

勺
” `

+a/ . 1+ 八 }一 , a/

e ( 二
,

o ;专
,

o )一 专“ 一二 a
}
一`
几一 { l 一 二 R

专
; ,

!
一 ’

/
3
+ ( l一专)

一

a ( o
, , ; o

,

勺 ) 二 一, ` 一 , ” }
” , /“一 11一 。 ; 勺。 }” ,

/
`
+ ( l一 勺 )

( 7 1 )

( 7 2 )
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v :

(t ) 在 t = O 和 t = l 有小于 1 粗的无穷大最厂故有

了:
、( `一 ” , ”

!
(” )“卜

·

了:
, ( ,一 ” , ”

,
( ” ,` ” 一 “

共中 。 和 b是固定常教

不失州吸性
,

可砚常教
a 一 F ,

( 0)
,

b一几 ( 0) 为零
,

这样式价 l) 和 ( 7 2 )可改写 为

、了、 ,、̀ ,产、夕

73戏75拓
了、了、
洲、̀了.、

弄乞
1
( · ) +
了;

、 { ! “ a

一
{ ’ “ : 一 } ,

一”吕 `一 “ “

}一 ( “ ,`卜 ` 1(· ,

工
· ` 。 ) +

了;
,

{
1、 a

一
’

全一卜
, a 、 广“ a

} 一 ( ” ,“ ”

= 尸 , (即)

在方程 ( 5) 的情况下式 ( 9)
`

可表为

。 ,

闭 = , :

间+ 3 ,

j

`
蒯一 `侧+

叮:
” 好勺 ) 勺 d 勺

}, `一 勺“ 一’ / :

,
,

、 一

静
二】

哈
.

知丁
护』( 4一 , l “ 。:

) ( ;一 、 )” ` /“ `、 + ; ” ` l “ : 一`
(喜

,

垂)

O D

·

f ;
, 1,。4 “ 。 、· ,` ,一 “ ,

’ `“ “ “

.

, ` 。 ,一

专
B一`青一鲁

,了;
甲 : 。̀ ’ ` 3 。 , ,。卜 、 厂

’ `、 、 + 4一 ’

“ 一。
告

,

号

,

了
1 . , , : , ’

1
3 、 二 、 , ,

_ . 、 , i
八 、 二 ,

下 , {气 ” 梦 I 气孟 一
’

1 1
,
一 “

, ,

·

一
声

、 1。
告

,

号
,

, r l 一 r 叮
告)/

r 。
合

,

一
魔” `· r ?`

忿
,
/

r `
号

,
,

r 。二 ; 一 1 1. r -
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将式 ( 7 5 )和 ( 7 6)代人 ( 7 3)和 ( 7 4 )得

丁
, 1(姆)专d号

o {: 茜一毛3 1’ /。
+ 犷 * *

尸一 : “ }’ /。 j l一 : ”号
:`

l` /一
) v ; (专)d专

= 尸: ,
(
二 ) ( 7 7 )

f
,

业
一

丛嘿
Ir 一 力

“

} , :

一+ r . * l

{ 力
“ 一 ,

`

!
` /。

l

! l一 , “ 力 a

}
’

/了
)

p Z(哟 d) 哟 = F : 了, ) ( 7 8 )

其中
,

F ; 」(习二婆
一 (产

*
尸 l( 习一 伞

,佃))
,

F二佃) =
一 ,

)
一

(
, , *

乃 刃̀一幸了刃 )
, , ` *

二 , 。 / 3 ,

O r j r

应用阿培尔积分反演公式
,

式 ( 7 7)
,

( 7 8 )可写为

委 ; (二 ’ / a ) + 心 3 , * *

2 下 篡丁;
, 1

(” 1` a
,“ “ ( j

d乙
’

l卜专 {
’ 八伪一` )

,

八

了
d乙

I一专t }` / a (二一`) 2 / a ) = 尸汀护 /。 ) ( 7 9 )

奋: (“ ’ /。 )+ 心 3 , * *

2 下 命玲
` 、 1

枷
、 `

叮
d艺

{t一 勺
·

I
’

/。 ( , 一 ` ) ’ /
:

广 , d t

. 下 二一一二二下丁了二 万一 一 五了亏
一

)
J o l l 一

` J
l 乙 l

一

l 七(万一 石J
一

1 8

= 尸 B ( , ’
/
。 ) ( 8 0 )

其中 登 1
介

,八 ) = p , (二` / 3 )二 1
八: 委 2

佃
’ /。 ) == p :

( , ’ /: ), ’ /。
,

月

J
d勿尸 A

(
劣 ` / :

) =
3 心 3

2 下
业 f
d劣 J

`衫 五
,」, (法’ /

: d) t
.

。 一

了石证)
仑7石

一 ’ 户
, B (万’ / 。 ) =

.

3 心 3

2 下

户诬弟
’ /

;;

cl) z

(口一 `) 2 / 。

由式 ( 2 2 )有

华 「
` , , (二 1、 )。 ( 、 ! / :

) 、 ; 一 f
`

( ` 、
2八鲜` ,

汉 ; + 兀
a劣 “ 。 “ 0 、 劣 z 专一 刃 勺 j

委 (不
’ /; ) ( 8 1 )

另方面考虑积分

、
, 。,一

j 。

} l一专。 l
`
八 (二一 ` ) , / :

若注意到

z了
二 ,

专) = }专l
` z : , , ( 二

,

三
一

)
亏
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8

.

了了
Oō、

l
产

.
,

七、劣

色旦 = (
d 劣 \

1

I 一劣专

最后我们有

、 .了、少、尹

838284
了、夕、̀了、

d劣

一丝一 f
汉公 J

“ (
` ,

” ) ’
1

( ”“ :
) d“一丁 )

,`: 垂i (专
’ / :

)
l一二每

d专
七5一劣子̀厄、

牌式 ( 8 1)和仍 2 )代 入 ( 7 9 )得

二
, _ 1 , 、 ,

1 r l ` 专、 2 / a `
1 1 、

“
: , , 、 二 , _ 2

, 找` I 8’ 甲 代二二一一 . 、 二
一 , 、 飞

一

二一
一 花一一二 f , , 1’ 与 , 3 j 场 、 一 。 .

3 云` 从 诱 , s’
_

, . 7刀 ` O 石 S 一汤 1
. `

迈 5 ` ~ r 了

其中
1 _

’

心 3 , . `

妥丁一 2 + , 二

同样可以求得
.

委血
, /鑫,+

l

呢 犷。

2
= 厄不不

不难赶明当
二咔 0,

中浦足称德尔条件
。

一

丁羚ao)l(
一

、写
一下认

”
, ( ” ’ `“ ”

F B
( , `八 )

二
峥 l 和 , , O

,
, , 1

,

乃佃
1 /。) 和 尸。臼

, / a) 有界
,

且在 0 < t < l

耍求得方程 ( 83 )和 ( 8 4 )的积分反演公式只复重复求方程 ( 45 )的反演公式的方法
,

便

可求得

,
】

。 ! /。 ,一 l +

委、
,
一

〔
, 1。、 + 入

了;卜吴舟爵
·

〕
’ 二 1。一、 ,,

1 (、 ) J

g
(、 )

其中 入 = 一 11 下 r。 .j 1。̀ , = 万
龚

“ 一凡“ 1`:
), e 一

瑞
一 ` g `一 入 , ,

0 < a炜 g (一 入下 ) <
下

2

,
, _ , 、

_
`
专

J乙 i ! 汤 ,亏 j 一 、 一一

\ 2 / ; ,
1

t

l

7 、 一 F一一
一
一 一二

-

一 ` , 0

` 一刀 1一劣弓

式 ( 85 )亦可写为
:

二 p ,
(劣 )

一

湍
牙

平 [
, ,。 ,

+ 入

以先荟爵
一

l
口
了 :

(公
妞 ,

妙) f 、 (梦)专
?`今 ( 8 6 )
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对于 p 矿, ) 亦有式

, “

“ 一心
: 。 l腼

87,48889
.

90

、少r、

+ 入
丁

l( 一犷
x “

( l一 勺 “ )

夕
K , ( , , ,

勺 “ ) f : 仁勺
` ,

) 勺 Zd 勺
.

其中 厂: ( t“ ) =
2 一

, 、

二尸了
、 一

二二厂 岁
’

七【r /
。

2 月
~ r , ,

肠 ( , “
,

勺 ”
) = ( 勺 ) ,

夕 力 B 一 ,
、`

若通过 ( 1
,

0 ) 和 ( 0
,

1 ) 的的当曲被弧 口不是 ` 。
时

,

我们可将方程 ( 7 3 ),

重写 为

,

冬
一 。 1

闭 +

冷 { !
。 一

州
一 ; 小

一。
a

{
一

伙
, 1

、 “ “

`

一 ; ;
(
二

) 一 f
’ 、 「

。, 、 : ;` 。 ) +

一愁万 1
, ,

( ;拟、
.

` O ` i 一 多
一

亏
一 J

冬
。 、 , ) + 「

, , } }
, 习一 , 。

1
一令一

!
l 一 , 。 。 :

卜令 }
, :

( , )口 ,

r
一

“ 0 “ 1 J J 口

。 , 、

I’l _ 「
,

一
。 、 .

1 1
。 .

, , 、 二 ,

= 厂城封 / 一 1 Jl l g Z气兮
一 ’

I , U 少一二一一一万二厂万 I 护 2、 ` I j “ ” .

J 0 L I一甘
” I矛

” J

由 ( 7 5 )和 ( 76 )渭去 乙 ; 份 ) 和 乙 : 份少
,

即得等价于特里谷米周题的方程

二 ` 一 , /a 、 , l r ,

尝】 、 汤 J - r 一二二

—
.

讯 r o J O

互 \
? / a 1 _ l 、 东 , 。 , /叭 , 七 _

, , _ 、

一石一
~

一
.

一 二 一
一` 口尝 i 、 与 , “ 与一 J n 乙 I

弓一 公 l 一 留弓 ,

一
丁片

。
,

; ) ,
从

’ ` ;’
)“ “

。 ? (。 ’ `、 盖
一

月牡
` a

(
一

、写
一 ,

几
一

:

阿
” ’ /

“

d)n
一、 “ ,

一
丁;心

、 ,
,

。 ) , 2( ”
’
`“ ,“ ”

其中 K , .
(
二 ,

专) 和 五 2 *

( 夕
,

勺 ) 可分别用 g ;
(
二 ;专0 ) 才[1

若弧 叮的两端和 ` 。
的两端的两段小弧相接

,

{j2 ?l(
,

勺 0 ) 表之

lHJ 函数 k , *

和 h
*

本来在 0 < 二 < 1 和



】2 中 111 大 学 学 报 1 95 9年

0 <, < 1 中解析
,

现在在
二= O和

: = 1 与 , = 0
,

, = 1处可能有很低阶的奇异性
,

甚至是

解析
,
遮时可将方程 ( 90 )和 (9 1) 的右端当为已知面教

,

利用积分反演公式 ( 85 )就可以把

它护洲七为关于 委
`

()t ( 。 = 1
,

2) 的弗里德和蒙的第二类积分方程
,

由于特里谷米周翅的解

嘴一
,

故这一积分方程是可解的
,

这样我俩便解出了 p : (习 和 p : f妇 来
,

随着 乙 l (习 和
乙 :
臼 ,亦可确定了

,

至此
,

我佣便能在椭圆域中解狄雷克雷周翅
,

而在双曲域上解哥西

周翅
,

故特里谷米周题的解是存在的
。
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_
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. _
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口召
’
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-
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