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’
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�物理学系 �

摘 要

将二维有限晶格动力学方法推广到三维
。

讨论投影算符方法在大自由度有限体系问题中
，

的应用
�

经群论方法化简后用数字计算解出了计及 �体相互作用的 � � � ’ � �护单原子 立方

晶格振动模和简谐频率
�

给出晶格边界具有��
，
� ‘�和 ���对称时的空间型相关表和不同空

间型中简谐解的个数
�

相应于二维情况下出现的一个全对称型自由边界祸合软模
，
推广到 三

摊冶发现存在 �个类似的软模
�

从模矢量图看出
，
�� 型自由边界藕合软模相应于 钦酸钡铁

电相变时出现的声学软模
�

关健饲 晶格动力学
，
软模

，

钦酸钡
，

投影算符
，

窦间型

引 言
�

利用微扰法解出二维自由边界藕
一

合软模 〔 ’ 〕 ，
从模矢量图看出它和钦酸钡铁电相变时

拍玩的声学软模有一定联系
�

因此有必要进一步研究三维�青况
�

但此时作为零级近似的

通解难以求出
，
无法再使用微扰法

�

在最近邻近似下引入键长力系数厂和键角力系数丙
，

计及 �体相互作用的� � �沪� �‘
个同类原子构成的简单立方晶体的振动方程可写为 〔�，

·
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对于有限晶体的自由边界
，
上式中各个下附标的取值限制条件为
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其中、 �二
，， ，。 ，�， �。 召�为第 �

。 ，
�

，” 不原子振动位移沿平行于晶轴的直角坐标分 量
， 。

为原子质量
。

下面用有限体系的标准的群论方法讨论方程���白寸解
、
经过对称性条件将 自由度 降

低后
，
对�

，
� ‘ ，

� “
豆 �作了具体的数字计算

，

�个有实际意义的自由边界祸合软模
�

� 投影算符方法

设晶体的结构和外形对称性均属
�
阶点群��

成元
�

则这组面将晶体划分为等体积的
�
部份

，

在计算机给出的简谐模矢 量图中找 到了

。 �
�、 “ 乙�、��� �

，
�� �

，
�… ，

�

� 中存在一组对称面
，
其中包含� 的生

晶格振动本征方程可写为

���

其 中���为由第拭区的所有振动坐标组成的列矩阵
，

��，为力常数子矩阵
，

若玲是���的具

有单态本征值扩的解
，
则其空间型

�必为一维
�

令�
里 二
人 此解可写为

�、 二 ���尸“ �
「

���

其中���为在一维不可约表示
�
中元素岛

。�的特征标
，
�“ 为写成矩阵形式 的 投 影 算

符
�

当价的第叮于的元素为�
�

的第口行的元素的等效坐标时
，
尸��就是置换夕一 。 的 一个矩

阵表示
。

由���和 ���式可得一个用来决定�的本征方程
� �

。 �且 � 厂
�
且 �石�

其中 、 二

军气咬��
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因为�、�对操作����为不变
，

故厂
�

与艺无关
�

代替方程���而解方程���
，

自由度可降低 到
��

��

当� 二
么时

，
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� 一 �，。 ，

几
。 ，
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儿
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�

称伪降低因子
� ’

当 。 为简并时此法仍可采用
，、

只要将 、 。 、代替为有效特征石
� �

例如点群为岁
��

”
的

� � � 二维正方格子 〔 ‘ 〕 ，
有 �个一维空间型和一个二维空间型

� � �
。

立重简并的刀模
花样不能唯一确定

，

但可用一组正交基来描述
�

由群�
�

中含有两个元素的共辘类 之 一

出发
，
例如�“

。
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�。 ，
其阶
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。
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将

方程���的�模本征矢记为�士�
，
使�� �对�，

为对称对��为反对称
，

而�一�对�二 为反 对

称但对�夕为对称
�

容易看出�土�是一组正交基
，
方程���的任一个本征值为扩的刀模 均

可写为
、
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三维自由边界藕合软模

群�
‘ ·
的不可约表示“ 的有效特征标《 恰好就是子群�

�·
的不可约表示几和 ” �的特征 标

·

就是说
，
当群�中出现非一维表示时

，
可以选择�的一个子群来用投影算符法解方程���

而使简并形式上被消除
。

从群�
。
的另两个共扼类���

、
���之一出发

，
也可得到类似结果

。

实际上即 使 是 在

二维问题中使用微扰法时
，
对于太大的自由度也是按上述方法用了共辘类���来化 简 的

〔 ’ 。 。

经过上面的推广
，
就可以用投影算符方法来直接解出方程���而不必再用微扰 法

。

� 空间型的相关

空间型相关曾用来描述小分子振动问题中因同位素置换而改变对称性时不同空间型

之间的关系 〔�，。

在简单立方有限晶体中
，
若� � �尹 � �“

则外形为 。 �对称
。

若 �
，
� 产，

�扩
中只有两个相等则属�

‘�，

若 �个都不相等则为 刀
��

�

可以按不同情况来分别利用 投

影算符简化求解
。

但是在编制计算机程序时最方便的还是用一个通用程序而能适合于上

述�种不同情况
�

注意到����
‘�二�动

，
而且�

��的不可约表示都是一维的
，
因此选定了

利用�
��来编程而将�

，
� 尹 ，

� “
作为数据来输入

�

当这 �个数中有两个相等或 �个都相等

时
，
这样得到的只是形式上的 ，’�卜简并解 ” � 实际上有些本征值可能相等

�

利用投影算

符方法得到的这 �个点群的空间型之间的关系示于图 �
。
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，
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���
�

� ��� ������� ����������� �� ����� ��几
，
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图 �中假设了�
，
� � ，

�“
均为偶数

，
括号中给出了一个空间型中模的个数

。

利 用

�
�、来简化编程时自由度的降低因子等于 �

，
每个空间型都有���

产�“ ��个简谐模
。

当

外型具有��对称时
，
� 二 �尹 二 � “ � 。 �。的��模中有��� � ���

“
���个实际上是��的 �
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模
，

有��� 一 ���
�

���个为儿�模
，

有 ���
���个模的本征值两两相等成为�� 模

�

空 间

型相关有助于将计算机解出的模进行正确分类
，

同时还可以利用相关中的简并数目来判

断计算结果是否出现错误
�

特别应该指出
，
即使晶体具有外形的�功 或��对称

，

在用�
�� 的空间型投影算符得

到的解虽然一定是�
��的不可约表示的基

，
但不一定也是�硫或��的不可约表示的基

，
除

非这个解是真正的而不是形式上的非简并解
�

� 自由边界祸合软模

相对本征值�和相对键角力系数�定义为

刀� 二扩��叮
，

� 二 ���

编制的计算机程序使得只要输入数据�
，
�产 ，

� “

和�
，
计算机就能自动解出本征值 刀 并自动描出

相应的模矢量图或打印出需要的数据
。

计算表明

键角力系数增大时会出现负的本征值
� 就是说当

晶体的共价性质加强使 � 增大时
，

有些模 将软

化
，
这和二维情况是类似的 〔 ‘ 。 。 ·

而�
��的各个空

间型分支中
，
最先软化到出现零频率的模属于全

对称型的��支
。

图 �给出了 � � � � �晶格振动

中最低的�个本征值随�变化的倩况
�

以 �� �又 �

晶格为例讨论
，
这时的外形对称为��

�

在所有的模中最先软化到零频率的是模 ���

�
，

参见图 � ， 这个模的振动位移花 样 示 于图

�
。

空间型记号用短横连结的后面的数字为计算

机给出的同空间型中各个模的编号
，
编号的顺序

是随机的
�

从打印出的本征矢数据和图 �的模矢

量图可以看 出
，

几�中的非简
一

并模
�

��一�对于 ��

也是非简并和全对称的� 故它就是��中的�
，。 模

，

记 为�‘ 一�
�

用�
��解出的模��

一�和�夕
一�具有相同

本征值
，
参见图 �

。

从图 �可以看出
，

这是一对二

重简并的 �。 模� 只是在 ���中才形式上表现为单

态
。

这对模的位移花样类似于在晶体中发生的面位

错
。

值得指出的是全对称软模 �，�一�和二维的自由

边界祸合软模完全类似
，
表现为整体的膨胀收缩振

动
�

但是当二维问题推广到三维时还有 另一 种 情

况
，
即在振动中

��平面收缩时
�
方向不是像�

，。 一�

模那样同时收缩而是膨胀
�

图 �中模 ��一��和 �。 �

�� 的振动 花 样恰好就是这样， 这两个模的本征值

����
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�
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三个本征值
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三维自由边界藕合软模 ��

是相等的
，
根据空间型相关它们应是��的一对 刀�模

�

为了将刀
��的不可约表示的基��

�

��和��一��化为��的不可约表示的基 ��一��和 �习一��
，
应进行正交变换

。

不难找到这个

变换为

】�夕一���二 ��

������夕
一���� �

�

������夕
一���

��夕
一���� �

�

������夕
一���一 �

。
������夕

一��� ����

经过变换后模�。 一��和�。 一��同时是群�
�

府口��的不可约表示的基
，
相应的二重简并本征

值不变
�

图 �是相应的模矢量图
，
可以看出两个模矢量均表现为某两个方向的收缩和其

余一个方向的膨胀
�

表 �给出了有关的模矢量分量值
�

表 � 模��
一
��和��

一
��的本征失

���
�
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一图 � �又�义 ‘晶格巾的简并模��
一

��和��
一

��

卫��石� �五� ���������� 扭���� ��
一
�� ��� �夕

一
�� �� � �� �又 � �������

� 钦酸钡型铁电相变中的声学软模

根据钦酸钡铁电相变时晶胞内原子的相对位移
，

通常较注意与自发极化相联系的光
‘

学软模
，
并认为这个模应是三重简并的 〔�，�

按照类似的理 由
，
钦酸钡在�� 。 ℃ 由顺电相

到铁电相的转变
，
晶胞还出现平行于极化轴的自发应变伸长而垂直方向收缩 〔 �几 因此同

时还应出现一个声学软模
。

粗看起来似乎这个声学软模也是三重简并的
。

然而图 �的二

重简并声学软模恰好表现为一个矗轴伸长而另两个晶轴收缩
� 从图中已可看到 模�。 一��

产生�方向晶胞伸长
，
而丑�

一��产生夕方向伸长
�

下面证明这对二重简并模还能产 生� 方

向的伸长
。

关键在于简并模的振动花样不能唯一确定
�

将模�。 一��和�。 一��作任意线性组合 仍

给出一个同本征值的简谐模
�

作下面等号右边的线性组合
�

�互���一���于 一 �
�

�������一���
、

� �
�

������
�一��� ����

上式右边的各分量计算结果列于表
‘

�右边第二列
。

从表中可以看出这个结果恰好就是将

模 �夕一�� 按�����方向 的以 操作 结果
，
记为 �

’

���式等号的左边
�

类似还可 证 明

�丢�万。 一��下� 一 �‘ ������，一���一 �
·
�����几

一��� ����

由公式 ����和 ��� �给出��中元 素吼的特征标为
一�

�

利用三次轴的旋转
，

便可 由 图

�得到晶胞沿�方向伸长的简正模
。

表 �左边第一列的原子位置已标明于图 � � 右 边 第

一列的数字标明了经 以操作后原宇位置的变化
�

图 �中 �。 一��的花样是按表 � 中 各 分

量的负值作出的
。

因为模��
一��和��

一
��不是��的不可约表示的基

，
用它们代替��

一
��和刀。 一��不能得

出类似于公式����和����的结果
。 ，

实际上变换����正是 以公式����或����作为条件得到

的 ， 在求解变换系数时只须考虑位置 �上的一个原子的振动位移分量就够了
，
由表 �看

到这样得出的结果完全适用于所有位置上的原子
。

在最近邻近似下
，
键角力系数� 和离子键无关而是决定于共价键

�

当晶体的共价性
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�

三维自由边界辐合软模 ��

质加强
一

时�值增大 ， 从图 �看出
，

结果将使模�
，�一�

，
��一��

，
��一��软化

�

后两个边 界

藕合软模导致晶体从立方转变为四方结构
，
类似于钦酸钡铁电相变中出现的情况

�

自由

边界祸合软模�
�

����保持晶体的点群对称不变
�

数字计算表明对于�
� � � �立方晶体

，

�值越大时这个模的频率软化到等于零时相应的�值越小
�

这说明对于同样强度的结 合

力
，
�值越小的微晶粒将因存在软模�

�。 一� 而显得越不稳定 � 实验经常见到的正是这种

情况
�

关于软模��
一�和��

一�，
因为模矢量图比较复杂

，
还看不出和实验现象的简 单 联

系
。
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