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满足置换恒等式的拟正则半群的半格分解

龙 冬 阳

�数学系�

摘 要 讨论满足置换 恒等式的半群的半格分解问 题
，
证 明了每一满足置 换恒等式 的 半

群可唯一分解为����������� 半群的半格， 每一满足置换恒等式的拟正则半群可分 解为矩

形带群的幂零扩张的半格
�

关抽词 置换恒等式
，
半格

，

矩形带群

在半群代数理论研究中
，’

半群的分解理论占有很重要的地位
，

诸如�
������分解 理

论， 完全正则半群关于完全单半群的半格分解 多 交换半群关于 ��
比����

�
�� 半群的半

格分解
〔 ‘ ” 〕

等结 果
�

本文讨沦满足置换恒等式的半群的分 解
�

推 广了 ��� ��� 和 ���

“ ���
关于交换半群的�

����������半群的半格分解定理
，
证明了满足置换恒等 式的半

群可唯一 分解为�
���������� 半群的半格

，
同时还讨论了满足置换恒等式的拟正则半

群的若干特例的半格分解性质
�

俄

有关定义
、

术语和符号
，
可参见文献 〔 �� �〕 。

设�是一个半群
�

如果��
� ，
么〔���只爪 。���沉。���

，
则称�为�

�������七��半群， 如果

�二� � �
，
其中‘ 是一个群

， �是一个矩形带�右零半群
，
左零半群�

，

则称�为矩形带

群 �左群
，
右群 �

�

设�二�是非空子集
�

如果�� 。 ，
阮��

。 石二 加
，

财称�满足 交 换性
，

如果��
� ，
�

， ‘ 。���西�� ���
，
则称�满足左正规性， 如果��� ，

�
，�����西� 二 ���

，
则 称 月满

足右正规性， 如果��� ，
�

，�，
��������� ����

，
则称月满足正规性的， 如果�������》 ���

��气
，

朴，’’
· ，�

洲之
一 ，

一
� ·

，

��尽�’’ �� 。 �
与内�’�’’ 和

。 ·

川
其中 ��

，���。
二 �，

�是 ��� ��
二 ，
�的一个非平凡置换

，
则称�满足置换恒等式的

。

特别地
，
当�是一个带时

，
如果�满足交换 �左正规

，
右正规

，
正规 �性

，
就称 �为交

换带或半格 �左正规带
，
右正规带

，
正规带 �

�

先讨论一般地满足置换恒等式���的半群的分解
。

设 ��
� ，
乙。��乡

。�’��
，，
则称

�
整除吞， 记为

���
。

设�满足置换恒等式���
。

定义�上

关系价如下
�

�粉�� �只二
。 ��

��白用
，
��

�成 �
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可以证明粉是�上的最小半格同余
。

先看一个引理

引理 � 设半群�满足置换恒等式���
�

则

�����，
������石绮�������亘二

�������爪�

������，
�

，������西勿
，
��

��井 �只几
。 ��

�
�
��，

������� ，
�

，����
�
��衍冲 �只几。 ��

����云���
， ��������

�

定理 � 设半群�满足置换恒等式���
，
则刀是�上的最小半格同余

。

证明 据 刀的定义与引理 �易验证勺是等价关系
。

再由引理 �可验证��� ，
�

，“ ��朋吞

冲��和
“ ，
��下乙

，
即，是同余

�

而显然�������刀护
。

这说明刀是半格同余
�

设�是�上 的一个

半格同余
，���

�

于是�只二 。����
� ，。 ，� ，，。 �‘

��优 � ���
，
�� � ��夕

�

由������， ，
��乙��乙， ，

动砂
。
易推得

��乙
，
即”二�

， ”为最小半格同余
�

定理 � 设半群�满足置换恒等式���
�

则�可唯一分解为�
����������半群�

。
�二��

‘

的半格
，

且�巴��叭

证明 由定理 �知�有半格分解�� �谧�
。 �。 ��朴

�

可以验 证�
�
是 ����������� 半

群
。

因 此 �可 分 解 为�
�
��������

�
半 群 的 半 格

，

证 唯 一 性
�

设 �“ �弋��
� 。 �� 是

�����������半群�
。
的半格

，
可验证

� �。
�����必是一个刀同余类

，
而且每一个刀同余类

必是某一个��
。

详细证明过程从略
，

下面讨论满足置换恒等式的拟正则半群的半格分解
。

设�是拟正则半群
，
对于二�

，

令�
。 二 ���� 。 。 ���协为正则元�

，
于是

，
定义�上的一种

心����关系了
� ，
男� ，

穿
� ，
亨� ，

�
�
如下 〔 �〕 �

�了�乙钾�
�‘� � �石子�

， �牙
�西���� �� 吞���

，

才
� 二 了

� �牙
� ，
夕一 了��夕� ， 。

�
��钾��坛 �� ��场 �

则 �� ，
牙 � ，

穿
�，
牙�，

�
�
是�上的等价关系

�

分别用����与�叨���表示半群�的幕

等元集与正则元集
。

定理 � 设拟正则半群�满足置换恒等式���
，
则

�� �是��
一
半群，

����
�夕���是�的子半群

，

且�
�����是满足正规性的

。

证明 �� 利用置换恒等式���
，
可直接验证每一个正则元

�
都是完全正则的

。

因 此

�是��
一
半群

。

��� 利用置换恒等式���可验证����是一个带
。

设
� ，
����夕���

， �今。
��

�
�

，

�������
。

则易知�
���
是

��的逆元
。

故���������
，

即�
�����是子半 群

。

再 由〔 ‘ 〕中

定理 �知������满足正规性
。

详细证明过程从略
�

定理 �
‘

设拟正则半群�满足置换恒等式���
�

则�可唯一分解为 完 全 ���������� 。

半群的半格
，
且刃�了气

证明 据定理 �
，
只需证明每一 个 ”同余类都是完全�

����������半群即可
�

据定

理 �知
，
�是完全拟正则的

，
因此设凡 是一个刀同余类

，
易验证�� 是完全������

�����

半群
。

于是可设�二 �王�目 二��了��是完全 ����������� 半群�
�
的半格分解

，

据 定理

�
， 刀�厂

� ，
反之

， �

了玛
，
则直接可验证

�帕
，

所以了
��刀

，
刀� �气

据定理 �和下面的引理 �易得定理 �和定理 �
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引理 � 〔 ，〕 设�是��
一
半群

。

则
����

。 ，
�
��������， 。 ���

。��价 � ����用
十 ‘
片�是矩形带群的幕零扩张的半格

，

������，
��������亘二

。������脚 � �
�
���附片�是左群的幂零扩张的半格，

������
�，
���������。 。���

���仍 � ��
���饥井�是右群的幂零扩张的半格

�

定理 � 设拟正则半群�满足置换恒等式���
�

则�是矩形带群的幂零扩张 的半格
‘

定理 � 设拟正则半群�满足置换恒等式���
。

则

��若‘ �� �，，， �， 铸 �气
，
则�是左群的幂零扩张的半格

�

���若
��铸 戈��， �。 �� �‘ ，

则�是右群的幂零扩张的半格
·

据 〔�〕中定理 �
，
则有推论

推论 � 设拟正则半群�满足置换恒等式���
。

则

�� 若 朴子�，�， 介 笋 �人
，
则����即撞足交换性

多

���若� ，�� �，�， �，�
铸 �，。 ，

则�
‘ 。 ���满足左正规性

，

����若� �铸 �夕�， � 。 � �夕。 ，
则�切���满足右正规性

，

���若 � � � �，�， �。 二 �，，，
则��夕���满足��规性

·

最后给出拟正则半群�满足置换恒等式���后其���
��关系的某些特性

。

证明从 略
，

定理 � 设拟正则半群�满足置换恒等式���
。

则

�� 若‘ � 铸 ‘ ，�， ‘ 。 二 �人
，
则每一个了

�
类中有且仅有一个幕等元，

��� 若‘ �� ���， ‘ 。
关 �‘ ，

则每一个少
�类中有且仅有一个幂等元，

����若 ‘ �子 ��，， � 。 铸 �气
，
则每一个了

�
类中与每一个男

�
类中有且仅有一个幕等

元
。
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