
收赦数列空周 (c) 中的弱列紧性
“

黄 炎 明

在 G
.

iS vr in t 的一篇文章〔1〕中 ( 确切地规是 A
.

lA ex ie w
icz 替他整理的文 章 ) 曾抬出

了如下定理
:

定 理
:

(
c

) 空 固的子集 H 弱列紧的充分必要条件是同时成立着
:

( 了 ) H 为有界集
,

( 2 )
1 i m

n - ) 口
亚一致成立于 H

。

骸文 中没有加只靓明
。

本文的 目的在于拾出例子米浅明这个定理所规条件的充分性是不正确的
,

(
c ) 空尚中子集弱列紧的另一个充分必要条件

。

下面先叙越一些用到的定义和命题
。

(
n ) ( 的 ) ( 了 ) ( 2 )

(
C ) 空 胃

:

所有满足 h m X = x 的实数序列 x “ (
x , x

.

n令的

韭且抬出

(
n

)
x ,

、 ` * 、 v
( 。 ) 从 _ * 、 、 、

, ;
从 、 士。 、 * 、 。 卜*

。 。 、 了
.

,
、

,

, 、 乡飞
. .

r
“ 、 / 扮—

二
汉 :月凡 J l艾 , 上已 「I ) “ J 沙 、 ,划 ,止气冲戈 i

一

改几资1全 l川 , 了 I J牡活

为模数所构成的

弱列紧性
:

下性厦
:

(
n

)

,,一 ::s
p 飞’ X ’ r

B al al c h 空简你为收叙数列空周
,

昆作 (
c

)
。

〔 2
,

毅 E 为一辛曼性有模空周
,

.E 表示 E 的共扼空尚
.

2 9一 30页 〕

若 E 的子集 H 具有如

凡序歹。
{

· : ,

}
侧 H 均含有一子序列

{
` · k

及 存在
x 。 c E 使

1 i m

k 分 ao
f (

x O k ) == f ( x 。

) 对一切 f o E .
成立

,

lBJ 称 h 为弱列紧的
。

有 界 性
:

段 E 为一亲蔫性有模室固
。

对 E 的子集 H
,

若有实数 M 存在
,

使

11 x IJ ( M 对一切
x c H 均成立

,

月叮称 H 为有界的
。

亚一致牧教
:

没 H 巴 ( c )
,

若对每个正数 e 及自然数 。 。 ,

均有 自然数
n :
之

n 。

使

. 本文承刘俊置教授
、

郑令同歉授和刘良深同志先后审洲并提出宝贵的意见
,

莎致深切

翻意
.



g
、

中 山 大 学 学 报 1 9 5 9 年

( n ) (。 )
x 一 x

} ( e
( 1 ) ( 2 )

n o

`
n

`
n : 对一切 x 二 x(

、 x

( 11 )
… , .x 二

)
6 H均成立

“ 称序列
{ “

“ ’
卜

” 上亚一致收”
:

“ ’
或写为

11巩
n ~ 卜口

( n ) ( or )
x = x 亚一致成立于 H 。

·

” 泳、 收
,
概念与通常的收

,
念有一 点重

蜘
差 别

:

{
: ` n,

}
在 H

上亚、 收。
: `。 ’ , 不 能推 出

{
· ` n ,

卜
每一个子序列

{
x ` n· ’

}
也 在 H上 亚

一致收傲于 、 (。 )
.

( 后面举出的例子就表明了这气点
。

)

L
.

K。 n

otr vo ict h和 G
.

iF c ht e
hn ol z

在他们的一篇希文 〔3’j 中抬出了一个此亚一 致收数

强一些但又此通常的一致收傲弱一些的收数概念
,
兹以我仍用到的方式表远如下

:

“ 多一致`
:

。
“ ( c), 若序列

{
· (

n ’
}
的每一子

, {
x (” · ,

}
均在 ”

上亚一致收折 “ ”
,

lBJ
利

· ` n ’
`

}
在 H 上差不多一致收敖于

x ( 。 ’ ,

或写为

l im

n 峥句

( n ) ( 。 )
x = x 差不多一致成辛于 H 。

下面的例子表明
.

G
.

S如 in t 的定理条件中的充分性是不成立的
。

例
·

` H一

{
x ·

}
,

其中

,,
3,4’I!

户
.
矛护
,矛x : = (

1
/

x : , ( ’
/

x 3 = ( `
/

x 。 = ( 1 /

一,
1

2 ,
!

X S = (
1
/
。 -

(
1
/
二 ,

3 1。
,

, 了
,

1
,

… )

1
,

1 ,

… )

1
,

.

1 ,

… )
, 1 , 1

,

… )
, ”

/
。 ,

1
, -

二 )

. ....... .. ..

戈 1 , ”
/
二 ,

显然
, H为 (

c
) 空简的一个子集

,

我俏将征明它满足定理所述条件但却不是弱列紧

的
。

先征明 H潇足定理所述的条件
:

( 1 ) 由假投易知 “ x . 四 二 1 对一切 n 成立
,

从而 H是有界的
。

( 2 ) 对抬定 g > O
,
及 n 。

我们取
n :

.
(

n ) -

=
。 。 十 1

,

剐知 n’l >
n 。 ,

且由题投易知

M i n x 一 1 ! == O < 它 对一切自然数 k 成立
。

n 。

`
取 ` n : ` k
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( 1 ) ( 2 )
’

(
n

)
(其中 x k == ( x k

, x k
,

…
, x k

,

… ) ) 仓口

(
n
) ( co )

11:: 飞 X = X

n 分口

现在再去靓明 H不是弱列紧的
。

由假毅不难看出

亚六黔成立于 H 。

1 i m

k 分 .

当 i 为奇数时
,

令

当 i 为百渴数时
,

, … ) 别上式可改写为

1 l m

k分 。

用反砚法
,

( O
,

( i )
x k 对一切自然数 i 成立

。

( 1 )

、 ,
J

01
,ù i

) 10

、̀tò
.

若 H 是弱歹。紧的
,

; “应有
{

` n

}
的子序列

{
` · 、

}
及二 。

(
·

)
使

1 i m

k峥 co
f ( “ n k ) 一 f ( x 。

) 对一切 f “ (
c

)
’ 成立

。

( 2
,

)

对每
x 二 (

、 ( 1 ) x ( 2 ) 、 ( i ) …
,

) 。 (
e ) 规定

f l

易知 f . e (
。

)
.

( x )

,

_ r

( i )
二二二 入 二 1

,

2
,

3
,

对一切 i 成立
,

( i ) ( i )
X 二 X

n k

从而 ( 2 ) 式包含了

1 i m

k兮 co

二 1
,

2
,

3
,

…
。

从而 x 。 = x 。 ,
故有 x 。 “ (

c
)

·

而序列 x 。 “ ( 0
,

1 , o -

(
c

) 是显然的
,

从而导出了矛盾
.

郎 H应敲不是弱列紧的
。

在抬出我们的定理之前
,
鼓叙述用到的三个命题如下

:

〔命题 1 〕 : 〔 4
,

136一 137 百 〕

… )不收傲 从 而 G

、 {
x n

.

}
。 (

。
,

,
及 , “ (

· ,

1 1 m f ( x

n兮 co

。
) 一 f ( x ) 对一切下 e (

。
)

. 成立的充分必要条件 为
:

、几`
产

n
X

`
了

l
( 1 )

( 2 )

为有界的
,

( i ) ( i )
1 i m

n
. `

) 口〕

二 X

〔命题 2 〕 :

( 一致有界原理

及 1 1 m x

n
峥口

) 〔 4
, 80夏 〕

( 。 ) ( co )

” ` 为` 性有模` 简
,

` 定
{

x 。

}
二 E ,

若
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一i m I f ( x u
) } < ,

n咔 Q

对一切 f 6 E .
成立

, {
:

一 }
·

为有界的
,

〔命姐 3 〕 :
( G

.

3 口 .int ) 〔 1
,

.

当 1 , 1
.

2 〕

抬定 H 口 (
c

)
。

( i )
1 1川 X

i咔 口

= 0
.

差不多一致成立于 H之充分必要条件为
:
对每序列

1二 }
“ “ 均有

.1 i m

主峥。

1 1功

n
令功

( i )
x n

} ” 0

此外
,

我们还征明两个引理
:

巴 (
c ) ,

并 且

( 。 )
x 亚一致成立于H ,

l
一一

nl饭、
, , 。 , :

, H一

1
`

1 i m

i今。

( i ) ( i ) ( 。 )
1 i m

n一》 .刀

x n 二 x o 及 il m

n~ ) 峨力

x n = a

、 .了、 .声` ..

2
于护、矛r、

叫
:

io() }
能含有

~
于

`

〔征明 〕 : 由条件 ( 1 )
,

的子序列
,

按定义不难肯定存在 自然数的序列

彼

, < …
( i )

X n ee X

( 。 )

n

。 ,

j = 1 , 2
,

二丁
·

( 3 )

我们断言
,

必肴自然数的序列

< i <
·

1 2

及

ln < 处 < 二
便对每一个标号 j均有

< i j <
. ’

·

< 处 <
,

二

x ( i j) -

n k

( 。 )
x _

{ <
1
/ , 当 k 纽 i时成立

“ k l
( 4 )

翔果落断言正确
,
在 ( 4 ) 中 取极限 ( k 令 。 )

`

由 条 件 ( 2 ) 便有
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x ( ) 一
。

< l /J 对一切自然数 i成立

从而有 il nz

」咔。

_ ( i ;
) _

J、 l - ` 二二

趁便是引理所要求征明的
。

现在来靓明 ( 4 )
,

事实上
,
会

( i ) ( co )

二
、

一 x 。 I <
`

I ,

宜
` ,

J二 1
,

2
,

Xn

J

`
矛

l
、

一一
、 、产.

!
ù

, .

.一.几了飞
、

N

刻由 ( 3 ) 可知对每一个 自然数 j下列集合

N ( i 一 ,
j )

·

N ( i 一+ z
,

j )
,

一
N ( 1 5+ 1一 1

,

s ) ,

中必有一个是无穷集
,

将使

( i )
{ X 一

n o

( 若不然
,

我俏便能取出不属淤所有上越集合的自然数
n 。 ,

这

( co )

! 》 1
/ j 对 i 二 i , ,

i , + 1
. , 一

1 成立
, r 月 ,

从而

( i ) ( 。 )
i ,

矍广之
1 1+ ,

“
·

一
n 。

! 二
!

, 1

而矛盾于 ( 3)
,

) 即对于每一个 自然数 j
,

均有一 个 i j’ 使 < `
j + 1

、 应的
{

·

二}碑
一

ii( )
_ _

(哟
, _ . ,

x n . `

一 人 n . 1 久
`

l j

k k

对一切自然数 k 成立
,
为 了 得 到 ( 4 )我

们只需要把上越过程按对角技方法去处理
。

273 直 ) 使还能对每个 j 选出这样 的 i j
,

使

( 参考拿锡松著的实变函数希中泽 本 2 72 一

使 ` j “ i < ` i + 1及有 “ 共 ` 的
{

· k

}

< ’ / I 对 j 2
,

一 及 k 苏 j时均成立
,
盆

.

、少
Ok|

、

n
Z、̀ 1

X
.

一

`

、尹
.

.1 Jk
J

r、n

X

就是 ( 4 )
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引理班毕
,

引 理 2 :
股 H =

( 1 )
.

1 i m

1
峥 以】

}
。 ( ,

,
,

( co )
差不多一致成立于 H .

n
i)

x(x

( 2 )
( i ) ( i ) (。 )

1 i m X

皿.

) O )

及 il m
n
令 co

X 二 扭

n

月叮有

1 i m

1 .
) O J

〔征明 〕 :
若不然

,

lRJ 易知有子序列
·

:
` ,’

}
`

x
( i j ) 一

。

= 1, 2
, ( 5 )

而由牵件 ( 1 ) 知道

1 1坦

】呼中

l之 ￡ 。

( 。 )
= X 亚一致成立于 H;

..曰

;孟了.、

X

.

从而由引理 1知道
,

推知

: 。
( ” ’

}
含有” 好 的子序列

,

这与 ( 5 ) 发生了矛盾
。

故

一一

`
、少了t、0

X1 i m

i 汗 。

引理征毕
.

定理
:

(
c

) 的子集H肠列紧充分必要条件为

( 飞) H 为有界的
,

( i ) ( 。 )

( 2 ) 11 m x = x
、

差不多一致成立于 H

i 咔 。

〔征明 〕

充分性
二

{
X 。

}
为 “ 中之一个序列

, 由 , 件 ( , ,知有 , , M > ” 便

< M i
, n ” 1 ,

2
,

…

从而也有

、、沪

ùX< M n == 1
,

2
,

用 , 角 , 方法便可知
{
二 。

}。 序列
{
` 。

j
及数列 和某一数

a
使
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、声内O
/、̀

、、1...1...11( i )
x o = 1

,

2
,

…一一

i)
·

J了、n

1 i m x

】峥 CD

a一ù

、 ,
护

8
.

J
2.、n

X1 i m

】分 伪

要加上条件 ( 2 ) 和应用引理 2 便知

( i )
】1】 X

i 分 口

( 1)
龄是 x。 二 ( x 。 , x

( 2 )

O

( i )
x o ,

’ `

) “ (
c

)
,

由 t
“ n

j 宝之有界性
,

( 6 )

必及 其 中 的
a

_

`。 、
; 二 X

0
应用 命题 1便拮渝出

{乳
` ( 二 j , 一 ` ( ·

。
)

由

{
X n

}
之任意性

,
按定义知 ” 是弱“ 紧的

·

对一切 f e (
c

)
.
成立

必要性
:

条件 ( 1) 之必要性
. 若 H 无界

,

便存在
{

· n

}
二 ” 使

1 i m

n
咔 口

x 。 11 = 。 ( 7 )

而由 “ 之弱列紧性知有
{

x n

}
之子序 ,

{
` n k

}
及

X 。 “
(
·

,使

1 i m

k兮 。
f (

x n k ) 一 f (
x 。

) 对一切 f ` ( c ) 成立

从而更有

1 i m

k兮 。

由命题 2知有 M > 0 使

X
,1 n k

f ( x n k ) < 。 对一切 f 6 (
c

) 成立

( M 对一切 自然数 k 成立

趁矛盾于 ( 7 ) , 即 H 应孩是有界的
。

条件 ( 2 ) 之必要性
,

曰 H 均有

。意。
3就知道目下只 , 去二明对任 。 的

{
· u

{

( i ) ( OC )
.

;

瑞 止里
.

}
x 。 一 x 。

!
一 o

n分 O
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( 8 )

、、声

伽
。

X
一

`
、产

认n

X一一

、、产

i(n

甲J

由 , 之有界。
易

, {
y

J
` , }

也是有界的 ( 对 ;和 。 取” 然” ,
, ` 用对角`

方 , 知有 {
。 、

}
及

{
·

( i) }
,

( i )
二 1

,

2
, ( 9 )

一一

i)k
了性、n

VJl i m

k 呼。

如“ 的 序叫
` n 、

}
由 “ 之
洲

紧性知它有 ” 列
{

` n

二}及
` 。

可
。

,使

1 i m

k峥 。
; (

x
n k ) 二

f (
x 。

) 对一切 f e ( 。
)

. 成立

从而由命题 1便有

( i )
= 1

,

2
,

,

二

一一一一
i()
。

恤恤
*

吮
1 1 m x

k 令山

1 1 m x

k峥 幻

( 。 )

O

由极限性质及 ( 日 ) 知

( i )
*

u k

二 l im

k兮 口

( i ) ( 。 )
“

夏一
x n

轰

( i ) ( 。 )
== !

x 。 一 x o
I t == 1

,
2

,

…

枯合 ( 9 ) 便得知

(云) ( i ) ( 。 )
x . 一 X O

i , 1
,
2

,

…

而由于 x 。 ` (
e

) 知
( 。 )

X 0
==

矛à

.

皿
i峥 。

叉由下极限的性厦易知

0 ` L些竺
n峥 口

( 。 )
`

凡
i = 1 , 2

,
二

’

、 ,J

.

i(
a

于是便推出了
( i )

i m 上四 1飞
n 一

今 o n咔叮

( 。 )

n

二 O

定理全部征毕
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最后
,
我俏还对定理的条件作一些补充甜渝

。

首先来抬出两个简单事实
:

, ,

二
。

, {
,

( ll) }
_

二 , * 。 , _

二 _ 二、 ` , ,
( co ) , * ` 。 _ _

二 乙 、 。
引理 3

,

若 }
’ 、 ” ,

{不能在
H 上亚一致收数朴

x \ 一了
,

lRJ 它的任一 个子序列

{
· (、 ’

}
也不能在 H上亚一致收。

·
( 。 ’

·

〔
。

〕 由

。
不难
。 , 州

x (
“ ’

}有子序列 {
x ( n

叫
在 H上亚一。

撅
x `。 ’
叫

x ( n
, }也就在

H上亚一致收。
x `。 ’ ,

从而得本引理
.

由引理 3容易推出
:

引理 4
:

{
x

(叫
在 ”

二
不多一致收。

: `。 ,之充要条
ha

:

卜 (
n ’

}
的

找 _ 、 二 、 。 r、 ,
、 丫

_ 、 ,
: , , _

二 _ 二
,涛 ` ,

v

( co )
,

J

L , . _ : : 。、 二 , r

下」二 . J I r 7 U户灯 口习 曰 , 刀丈
~

五 L ~ 三~ 」乙 一一书 ( 叮人准凡万丈 几 曰 七̀ 矛 I J , 少习口

七越引理 4的条件即通常所淤关于亚一致收徽的 (
修

) 收放
,
从而本交的龙理可改

(
c ) 的子集 H 弱列紧的充要条件为

:

H为有界的
,

{
: (

n)t
关于在 H上亚一致

雌
的 (

·

) 收。
·

“ ’
。

、 .尹、 J
产

理
弓..,̀侄了、 /饭、

远为
:

定
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