
康脱洛推奇一西奇柯克简题的特殊情形
1

一分配简题的一个敲明
岛麟浚 邓永录

芬 ]
.

、

周愚的提出

在海河运撇的实际稠配简愚中
,

有这样的简题 : 拉榆总站要把几艘货船分别分派到

几个港口去
,

已知每艘船到每个港 口的成本
,

求一合理的分派方案
,

使总成本最低
。

若

以 C i j ( i
,

j二 1 , 2 ,

…
, n
) 表示第 i艘船到第 j个港 口的已知成本 ; : i j ( i , j = i

,

2 , … , n )

表示如下的仅取 O或 ] 的一些待定的数 :

, 1 ,

如第 i 艘船去第 j 个港口 ;

X 11 =
。 ,

如第 i 艘船不去第 j个港 口
,

刘咫短的数学模型是 : 求一祖
x : 〕 ,

使 目标函数

s = 名 公 c : j :
: j ( C

i j》 o ,
i
,

j ` 1
, 2 , … , n

)
j二 l j二 I

达到最小植
,

而
x 。满足下列的的束条件 :

{
: ; s“ x Z̀ j i

,

j = 1 ,

2
, … , 。 ;

n n

公
x ; J

== 习
x ; z= l ,

i二 l j二 j

这简题显然是康脱洛推奇— 西奇柯克尚题 ( 运输尚超 ) 的一个特殊情形
,

称为分配简

覆
。

解决这尚题的途径可以仅就
“
这价表

”
考虑

,

这个方法是弗洛德 ( lF
。 。 d ) 提 出 米

灼 ; 本文将此方法形象地介招
,

并抬以一简单的靓明
,

桔确是 : 如果 icj 为有理数
,

期弗

洛德方法必可达到最小解 ; 另外对所处理的尚忿作了某些推广
。

芬2 方法及其理榆根据

在叙远方法之前
,

我佣先来作些准备工作 :

定义 :l 对 “ iC j 1[
,

令

a *; 二 。 i j一 m i , {
e i

于
,

i = z ,

2
, … , n ,

l` ì n

称为对矩障
·

“ C ; ;
11 作行移量 ; 由此得一新矩障

一 d l
。

… a
。 。

一肛
称为 11 icl u 的行移量矩障

。

类似地
,

合
产、 洲、 砂, 护` 户、 沪、 产

~
矿 、 内口、



砚乡 3 水呱 康扯洛杯 (转奇 一

一西奇柯
_

扣周题
:

叫汽味情形
-

一费
·

配周题的一个淤明

又 二 c
,

二 ; : 。{
。 ;

}
,

又书 {蕊
。

j二 」
。
2

,

…
, : ` ,

称为川炬陌 ” ;只 , “ 俘列移最 ; 由此得一 新矩帅

凡
,二次 川

。

称 为 u C
j

u

定义 月 二

矢巨沙的列移试头

对
一

矩冲 ” C
J , 日

,

选出 丫行 `
猫列

,

使称
_

全部 包含 “ C i l “ 的落元素
,

这种 选 法

称为制造袋岌
一

蔽
, 、一卜 s称为这个按 处盖的彩 数

。

如某袋复盖的雄数是所有模复盖的撇数

的坛小名
一

。

则称这挂 眨盖为最小俊复盖
。

定 兰 :伙 就己如 u c
; 抓的效 小腌二乙找

,

通
一

已改被从
一

流的元素诚去共最小者
,

另外 将这

最小元索 加 J : 价 复流梭交点私
一

以灼元索
,

这种车法称为 加砌 ; 由此得 一 新 矩 阵
,

称为

创砌矩阵
。

沪 , 韶 \ 了勺 侧、尸、
户 、 产子气

定理 比 在分配 洲{琶中
,

d 。 二 C
、

具吐分另竹以 C 卜: D祖成 目标两敲
闷

司l
一

}妈: t执弓
几

州刘扩峨 C 二 “ C J , “
,

构版一新矩阵 D 二 l! d
.

;
}l

,

其中
! l r

一 、 ,

(
u , 、

为任点
`

洁数 ) i
,

j二 卜
’

2
,

…
, 。 ,

呜自
,

的分配周题的最小解是恒等的
。

5 : ; 二
乙 习

、王 J ; :」 尸

二
U 习

c
.
; 、 〕 一

习 名 (
u ,

一 v 」

八
J

工二 1 1二 1 工二 万 z二 丁 乙= ` j二正

。 : ; 一

公 公
v , x `

;习同名目二 5
。

飞1

“ S
。 一

艺
“

l二 f

故可 姑使 l)S 达到最小的解
, 一

也使大达到最小于 反之亦然
。

砚毕
。

定理 夕 : 没矩障 “ ` : {} 共有
r

个书元素
,

最 小授复盖的雄数是
,飞1 ,

则可以找到 恰好 ln

个零 元素
,

使称共 中汉有两个廷 同一行或列
。

敲明 : 显沼万
r

》 。

如
/ 二 二

,

如这
r

个零元素不 全有两个同 一 行或
一

列
,

否则
,

如育两个零元素同在

第 i汗于( 列 )
。

时剩下来的
: 一

2 个界元素的楼复盖谁数最多为
r 一 2 ; 由 于

r 二 m
,

因此得这
r

个雾元素的袋复盖雄放 为 。 一 !
,

此与 m 的最小性矛后
(》

如
r

> m
,

「

我们仍用反祝法
,

设定理精能不戍立
,

刻出现下列二情形之一 :

( J ) 只能选粉 k 个
。

k 二> 。 ;

( 2 ) 可以选得 k 个
。

k < 。
。

考虑 ( 1 )
,

因 只能选得 k 个
,

k < 。 : 具g除了这 k 个以外
,

共余的
n `
一 k 个书元

案均必与这 k 个 中的某一个同行或列
。

这样
,

万一 筱义盖的薇数是 k < 。
,

此与 m 的最
少
J
、

性矛少看
。

首虑 ( 忿 )
,

既热有
`

k 个零 j示拓
, `

自们 甲 汽有两 个 !
卜

劝一行或列
,

划要包 含这 k 个零



冬 【}1 1{ 盆{乡 冬专 夭; 记J 歹

了
云索

,

获少要 j
、

行或列
,

这与
;

、 个叮包含矛
.

后
。

足
一

娜 :伙 假如刘分屺陇题的 日标雨数的系数 C
l

; 从粗应的矩阵 u 认: 找 ,
断州矛移 认

、

诀
、 ,

一

育 尸 州蔑:出币娜生行列粤足
,

址吸对 听祷列冷吊
_

饭沛进行若干步削砌称爪
·

i
·

旅夏欲 扮

橄 为
。 。

圳 个 叔同乒苦一 f两个同一行或 沙移的
`
几

序元束位抓的
、 ` J

为
` ,

币
:

奈的
、 ,

为
、 , ,

均

万狱原分
{
职洲粳 不

. r

万
一

利撼1小解
。

盆明 二 r丫让理 叭 掉洲越 与经后晰得矩阵祠厄的分砚朋题的最 小解恒等
` 、

但最后仍

奋
一

题的觉小解显然 睡须怡的
。

故得砚

现余介川解洲题的 尔袂如
一

凡

第
一

多 : 先升 u 仁, , 、} 作行移 级
,

得 行侈
_

髦矩阵

J ” … d

d 了 二 d
{ 、

L

,

处扔朴庵乍袋复书 可以选琪
。
个琳元该

,

解
”
火

扦渡

卞
_

理

有两个 讼 同

如最 小筱复盖的旅数等于
n ,

则 由定 螺 ` ,

行或列 : 令川
一

肠于胜些零元素 f
_

过户卜
,

, 为 l
,

共佘的
、 卜

: 锐 ; (少 j乏}{己压

裕
一

扣丈 如最小旅 复盖的系
。 ,

明迸行
一

下一步工作
:

筑二二少 : 先 锐 价 二 “ d 〕 ” 作列 }多丫

拢数小于

布浮歹U移 若却沙

L

父
{ ,…父

;

}凡
,二叹

1。

共次对 毛作城 一步的后
公

}之部
一

几作
。

如褂到了
.

袅小 )洋
,

刻李初上
,

否则进行
`

卜一分 」另犷

{`作有已砌
,

亏愁}兮;J不叔{失红{马{i谱
古

口
几̀己。

步二 光沐镇
一

I
J

二

泛、
于臼汗第

第叫少

{) 年注
`

” 伟
。

、

步的斌 {全郑」_

作
,

{
l

如半;二
扮}{了

卜

最
,
全
“

解
,

贝}}冬拳11几 若则进行下一步
一

{几作
`

: 刘 Q作第三步的工怀
。

凡样一袱 l 去
,

诊次刘新得创浏矩阵谊复第
_

三步工作
,

流到最小
`

隆复 盖李挂 粼
了 厂

穿
一

于

到最小解为止
。

实现润植

肖势

1 l 让
,

我润已栩
几

行到
,

弗洛德方祛能
一

否达到尚毯的最小解
,

廷辫在于担E
` 一

协
飞

红丫乒}于
,

飞龙万使最小佳复盖推数 达到 工毯术刘万鑫
,
!比洲 {拟

`

牛
é
犯刁卜于汁

洲ù、2,l `

拼几; 之土琪 如公洲卜

j
、

_

万菊称

弗洛德

拢交

为 泪

流的推数 为 m
,

了1 `

娜工 史相沛 出现两个以 上同勺
一

行或

之
`

芬元索 ( 以 班的琳 ) 扮{
一

住

的不

这样

上曰,
ó
产一

l\
`

飞
吮

!氏}尸 1 方珍迸行 ,生程中
。

幼阵的左
_

平: 均
。

与最小辛鸯址孟嘴 称不公启或乏小技公盖的 安

州昆f 明 : 波最小校复 刮均推欲为 k
` 、

。

月肺有对 角钱
_

圣

1子

扮几七

= : 砚 ) 、 = 一 二 a 太
_」

卜 ~

.

反氰至法
。

矛 数
一

为 :
。 一

:

《 致
( ,

书几
。 ,

O

压呈又
,

犷圣支聆
一

盖的交推谈 创易知此则括 小麟复若的

从而犯出矛贡
。

藉
一

卜
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一

座的特殊情形一
一
分涅周题的一个征明

弓!理 2 : 二了班弗洛德方洪进行过程 中
,

最小摸及盖 、、 J 滩数单稠非减
。

征明 : 由引理 」及注意 夕洲务德 方法只可能在肯杯咖 j
一

对位于最小袋复盖的交差点
_

助勺

店的个效有所减少只口派导证
。

定理 牛 : 若分
i犯阴越的 日际两践 的系教所粗成的那阵 ” C J

I{ 口勺元素均为整数
,

则弗

洛德方法必能达到址 小解
。

砒明 ;没粗过移 狱后矩阵 匕。 ;

“
。 ’

它的最小浅发念
:

难数为 k
.

红
。

( k
、

《
“
)

,

当 k
。
二 n

时
,

定理成立
: 当 k

。

<
n 时

,

不妨默相应的 k 个零在矩阵 {比
, {̀

`

勺左上 方的对角灌
_

上 ;

对此矩障进行创砌一次
,

期必出现
一

cI’ 二情形之一 :

尸 最小浅复盖推数坳至大于 k
。
;

2
〕̀

最小准泛盖袱数仍为 l
: 。 ,

对于
J

隋形 2
。 ,

注 行到傅次浏蒯
,

不
一

与那及 个存同行
_

戈列的 ( 即位
一

于矩 {球右下方的 )

元素均至少
丫咸去 ]

,

洲 J。讨 ,:有限步削砌后
,

矩阵的右
’

: 方必出现零
,

此时最小技复盖雄

数增至大于 k
。 。

于是不确情形 尸与 2
。 ,

侮耗有阪步工作
。

址小筏义盖的雄教必有所增加 ; 饭以 n 是一

有限数
,

故挑 仃限步工作
,

必能使最小咚夏盖的推数北到
” 。

花正毕
·

引理 3 : 右坐
a

为二戈于零的实散
,

C
I

: ( i
,

i二 了 户 …

川 a’c
;

洲 为 日标函数所相应系数矩阵的分配 l沛芭等价
。

敲明 : }月为对应的 目 i示面 数分别为

年半负实数
,

圳分另!l以 ” 。 , ! l
,

勺ǎ一尹又z

S , “ 艺 X
c ,、 ;

沃朴 二艺 艺
a 。 ,

瓦 」二 。

乙
C 1

1丸 j二 a
丸

.

故使 S *

取最小值的解
。

也必份
、

使弓
:

取姚小位 ; 反之亦然

定理 5 : 若分配日题的 门标玲
J

赦的 书数风刊成灼矩阵 {} `
一

: ; ; “ 的元素均为有理 数
,

具任

弗洛德方法必能通到级小解

征 明 二 议 价 ( i
。

j 二 了 才一
,

。 ) 的公分母
一

为
a 。

晰 由引理 污知 u C
、 `, 与 “ 。

勺 “ 所
.

对

从的分配周题等价
,

而 11 。 伙 J i! 之元索均为整教
,

故由 之理
,
一

工知本定理成
.

立
。

虽然拍
一

械 明弗洛德 7 j 法可
.

近生泛小解峋过程中 于划
、
性致求全体 C

; ,

为仃理数
,

这从数
`

了

现点弓拓众
,

廷百缺陷的
,

不过这种限制对实际洲抓
_

卡、店
,

并
一

不是苛求
,

}
一

劝为 任字践中提

出来的 }邵坦
,

C
` J

多是 ( 从土 可
;杏必热 洁 ) 有理数

二
妈 卜城于哭数的

`

游形
,

我护j也趾 明 了

可用有理 故的计勺粗们耳工方粉泌的迄近
。

翁 工 应用上的推广

上述方头及洲 明
,

只是对 11 个港 ; 。及 n
艇船 i讨碗

,

即汉就 方阵的情形进布于制赫
,

但

事实土
,

l刁一 万法可乒尘l到当有 m 个港 il 及
1,

艘船 f勺情大于
,

娜 一艘矩障的信形
。

例如 尸当

灼 一切川介子 方防 进 行移址
、

1蓄U砌求祷最 小 解
。

2
,

1: ,

、 。 。 ,
, 「飞l 刊、 方、

{
C 21

` .
( 工

m 当 <
。 对

’ ,

步目发;没浪曰 容话 二
’

浩的级场
,

此时如第
1
个港 日 对为之官坛

一

为k ( k 乒 t
`

i

2
,

…
, : : ;

)
,

明 可把它看作 k 个港 卜J外理之
。

这又归 川到 方阵的
’

}育形
。


