
翩放阿波瘫尼简题和它的推魔

黄 榭 棠

(数 毕 系 )

阿波摧尼阴题是最古老的怒何阴题之一
。

它的 111 的在求作一佃阎和平面上三佃

已知圆中征一侗相切
。

一般锐来
,

有八侗运桂的网存在
,

I U阿波雁厄的解汰早已失

傅
。

展史上很多蔚名的欺牟家
,

包括 V i e t“
,

N c 、、` o , , ,

G e r g o ,、 11 e ,

p l位e k e r 不11 S t u d y 在

内
,

都研究遏痕佃简题
,

提出静多不同的解法
。

彼锐在十九世祀
,卜

,

便有七十欣篇

阴协本题的谕文
〔 l , 。

他侧的解法往住 不 ; .(J全而
,

很少注意到解的存在的必要而又

充分的修件
。

本文作者手颐缺乏食料
,

然促查 扮前人的等作
.

体在平种方阵代数和 叫形发何

的遇程中
,

在姜立夫教授指琳下
,

解决了泣币181移竹题
。

泣
,川吵r lJ l的方快相信是新的

,

所得的桔果十分筋辈而义全而
,

业且同 l诗解决了阴淤外 “即呀侗球面的和征 们!顺似的

简题
。

蝎了 i粱入地了解沉侗四题的炭何性找
,

镶我们探用二粗粉解方阵蝎网的坐镖
,

改述拉格雨 (aL g u e r r e
) 几U索规何牛

_

L的 役侧莱木事育
,

作妈梭来淮行解题的 卒愉
。

1
.

格拉雨的圆素袭何罩
。

圆列典囿集
( “ ’

木文所
`
.il’ 谕的圆都是有定向的

,

川二机隽机方阵

尸+ 睿 刀

( l )
刀 尸一 户

代农它
,

鱿绝镖
。

方阵

( 2 )

和跻函数

( 3 )

通裹尸
,
言

,

刀都是省数
,

尸是有定向的半握
,

( 睿
, ’〕 ) 是同心的箱

一

}巧己

刃 的行列式

以工 )二 尸
“ 一 三“ 一 刀

2

二 (工 ) = 2 尸
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分 lBJ 解焉圆的行列式和跻函数
。

跻两数焉零的圆是黔圆
,

没有定向
。

蜂箱有没有定

向的直技
,

都不是圆
。

雨圆 1 1
和X : 同向相切的倏件焉

( 4 ) 召 ( x
: 一 x

:

) = ( 尸
: 一 P : ) “ 一 (子

, 一 宁2 ) “ 一 (刀
: 一 刃

2

)
“ = 0

。

雨佃定圆 p 和 Q的校性粗合

( 5 ) X 二 p + 入 ( Q 一 p )
,

解将位压回李lJ, 久是列的叁数
。

每涸圆列一般地谨有一佃黔圆
,

是就是列的中心
.

( 例外情形 : 由半诬相等的圆桃成的圆列没有中心 ; 由默圆裤成的闻列
, 列中每一

黔都可看作中心
。

)

!用列焉椭面式的
,

如果

( 6
;

) 3 (Q一 I 〕

) 二 吕 ( P 一 Q ) > 0
。

中心在列中每佃同的内部
。
列中任何雨圆不能同向相切

。

圈列焉堡曲式的
,

如果

( 6
2

) 吕 (份一 p ) < 0
。

中心在列中每旧圆的外部
。

列中任何雨圆亦不能同向 411 切
。

圆列焉抛物式的
,

如果

( 6
3 ) 名 (口一 I

,

) 二 0
。

中心在列中每佃圆上
。

列中所有的圆都在列的中心彼此同向相切
。

拾定三侗不属鹅同一圆列的圆 p ,

Q
,
R

,

它们的梭性粗合

( 7 ) J 二 p + 久 ( Q一 p ) + 科 ( R 一 I
,

)
,

稚焉拉鱼恻攀
,

久和 尸是粱的睿数
。

每佃回粱有舞翁多佃黔圆
,

都在一修直枝上
,

摄就是晕的轴
。

(例外情形 : 由半攫相等的同褚成的 圆晕没有轴 ; 由黔同稀成的圆

!ór

l
|
几

…
.

乒

伞
,

桑中任雨默的哪技都可看作朝

合 召 , , 二各
。 , p = 子 ( p 一 Q )

,
万, r

。

)

== 各
r , = 刁 ( Q一人 )

, 召, r

= 召
r , = 万( R 一 p )

,

111..1ǎljù

( 8 )

召P , 召p ,

0 召, ,

召
r ,

PP

0,
r

]

伙O汽O

一一△

网黛焉椭侧式的
,

P , + 乙2 , ,

+ 召
2 , P 一 2召p , 召, r

一 2 召, :

万
r P一 2 召

: p 召r , 。

如果
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( 8 :
) △ , , :

> 0
。

最中每一侗 圆 x 。
有然靠多佃同柔的圆和它同向相切

。

沮些圆
,

包括 X
。

在内
,

粗

成雨佃抛物式的澎列
,

列的中心在 X
。 _

L
。

所以
,

最帕和凳中每侗圆 X 。
相交赞两

黔
。

圆晕咐抛物式的
,

如果

(8 。
) △ P , ,

= 0
。

晕中每一侗囿 X
。

也有舞霏多佃同棠的同和它同向相切
。

是些圆
,

包括 X
。

在内
,

粗成一佃抛物式的同列
, 列的中心在 x

。 _
_

卜
。

所以
,

羹轴和棠中梅侧 i川了
。
相切放

一黔
。

圆晕焉健曲式的
,

如果

( 8 3
) △ P , r

< 0
.

柔中每一佃圆 X 。
不能和同拿的另一调圆同向相切

。

所以棠轴和允中任何间都没有

公共黔
。

.2 拉氏回坐换和拉氏反演
` 3 ’ “ ’ ` s ’

势稚方障的一次整式塑换
,

( 9 ) T 三X * 二 无A ,

X A + B , 无年 O
, 召 ( A ) ,

料焉拉氏圆翅换
,

赶襄 沦是宣数
, A 和 B 是贫的二粗方障

,

(雌然 土 A 脸出同一燮换
,
各 (A ) 的正负统遗是有意羡的

。

通 核夔 换 )把有定向 的 阎坐 篇 有 定 向 的 圆
,

而 且

二 悬“ 污 (X
, 一 X : )

,

同向相切的两同攫焉同向相切的两同
。

土 1 ,
B

,
, B

,

A 产

表 A 的褥畏方肺
。

)

由鹅 召 (X
* :
一 X

* :
) ,

不但如此

之梭
,

圆列仍焉圆列
,
圆最仍焉回拿

,

锤一圆列或圆凳是椭圆式的
,

物式的沮踵性鬓
,

也保持不星
。

如果拉氏圆邃换 少有一佃不夔圆 F 存在
,

便可牌它窝作下式 :

了 , 一 F 二沦A ”

(厂一 F ) A
。

,

挺洒雄换 T

健曲式的成抛

如果 F 是瀚圆
,

摄可取它妈笛氏坐镖 (宁
,

书 的原黔
,

牌 少篇作

X
*
二悉A

,

X A
。

如果 望 焉势合硬换 ( T
“ = 乃

,

韭且除原黔外
,
子帕上另有一黔不邀

,

那末
,

不

但 右轴上其触锗黔都不燮
,
兹牌有一锢以 奢帕蝎菜轴的圆柔存在

,

它的每伯圆都被

搜换 全 保持不搜
。

追峙可将 T 窝成
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( 10 ) 少 : J
* = 无A

,

X A
, 无= 一吞( A ) = 土 l

, “ : : + a : : = 0
, a : :

+
“ : : ` 0

。

道橄的势合燮换
,

稚烤鱼里区韭草 (势放圆觉的反演 )
。

拉氏反演可按照它的不

姚圆最的性熨
,

分始椭圆式的和键曲式的
。

抛物式的反演不存在
。

首先考滋 无` 一舀( A ) = l 的情形
。

捉

a i : + a : 2 = 0
, a 1 2 + a : i 二 0

,

推得

习( A ) = “ , : a 2 2一 a ; Z a : : = 一 a Z , :
+ 〔̀ 2 2 , 二 一 l

,

由此可取 冲
一 s h t

一 e h t

`L`L

chslI/̀、
`

一一A

牌拉氏反演 牙 展阴焉

2 c h t

、1 1 ) ,
’ !

: X
’ 一
又
一 51, ,

一 s h t

一 e h 一 e h t )
hhCS户了.、、

X

恤

、
护

(
尸 e h Zt 斗

一

刀hs Z t + 言

一 P
s h Z t一 刀e h Z t

一 尸
s h Z t一 刀e h Z t

P e h Z t + 乃
5 11 Z t 一 户 )

或郎

尸
* 二 尸

e h Z t + 刀, 11 Z t ,
子

* 二 子
,

,
*
= 一 尸

s h Z t一 刀e h Z t
。

范些都是椭侧式的反演
,

因妈不燮的圆 X
* = 工 迪合倏件

尸( e h Z t 一 l ) + 刀s h Z t = O ,
尸

s h Z t + 刀( e h Z t + l ) = O
,

亦却

刀 e h Z t 一 1 比 Z t 5 1一 t

不’ 一 hs tZ一 “ 一 e

翩 t干 1
一 丽兀

由鹅 }hst }<
c ht

,

锌惆不夔的圆都和

翅圆集都是椭网式的
。

例如令 t = O
,

心在 誉轴上的一切圆所粗成
。

誉翰相交协两默
,

那 l更是锐
,

每佃反演 叭

/ 1 0 \
, , , , ,

~
汤、 ~ ,

_

_ , 。

八 “ 又。 一 l /
, 王 。

的小建圆冥坏 ” = U

的不

由
,
卜

所有的 望
:

都保持 誉轴
_

卜的默圆不夔
,

所以富 t 寺 O诗
, 望:

把圆晕 勺二 0 夔焉

另一偶同轴的椭圆式的圆蒙
。

因焉反演是势合
,

同一 望:

也同降把那 l固圆蒙夔搞圆

纂 刃
*
= O

。

那佃圆蒙可用
一

f面的阴保来决定 :

刀
* 二 一 尸

s h Zt 一 刃e h Z t 二 0
,
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s h Z t

e h Z t “一一
,了( 1 2 )

任何以 誉轴焉拿轴的圆臭都可用 合轴 (两佃黔圆听决定的 ) 和一佃典它相交的圆来

决定
,

所以拾定了任何以 登翰焉莫轴的椭圆式的圆臭
,

稳可利用阴保 ( 12) 找到一

1固 T :
把它攫焉圆晕 冷二 0

。

同理
,

tT 把健曲式的圆臭 尸 = O 燮焉另一佃以 奋轴焉蠢轴的整曲式的圆蒙
,

同峙也把那佃圆蒙燮焉圆最 尸
* = 0 。

那佃圆戴可用下面的圃保来决定 :

尸
* = P e h Z t+ 刀

s h Z t 二 O
,

en

( 1 3 )
hs Z t

Ch Z t
“

任何以 右帕妈兔轴的健曲式的圆拿
,

都可用 右帕和一佃不典它相交的圆来决定
,
所

以抬定了任何一佃以 登轴焉凳轴的望曲式的圆臭
,

德可利用确保 ( 1 3) 找到一佃 tT

把它趁妈圆蒙 尸= 0o

其次考虎 无= 一 各 ( A ) =

演展阴拐

, , L “ ~ ,

~ 一一一
』

s/ h t

一 ` 田
’

河书
。

沮阿月 取人 = 场h t
一 e h

一 s h :)
。

` 拉氏反

(
s h t e h t

s h t 一 e h t

( 14 ) 召
.

: X * = 一

一 e h t 一 s h t e h t 一 s h
)

(
一尸

e h Z t 一刀hs Z t + 登

尸
s h Zt + 刀c h Z t

Ps h Z t+ , c h Z t

一 cP h Z t一勺s h Z t 一 奋
)

或仓p

尸
* “ 一 P e h Z t一 刀s h Z t

,
奋

* = 宁
,

刀
* “ 尸

s h Z t + 刀
e h Z t

。

沮些都是健曲式的反演
,

因焉冰攫的圆 X
, 二 X 迪合像件

尸(
e h Z t + I ) + 刀

s h Z t = 0
,

P s h Z t + 弓(
e h Z t 一 1 ) , 0

,

亦郎

hsúchs h Z t e h Z t 一 1

~ 一而 Z t 干 1一 s h Z t

Or一劝才

所以每涸不搜的圆都和 右轴不相交
,

那就是轰
,

每佃反演 tS 的不攫圆盈都是便曲

式的
。

例如
,

, `一 0
, ` 一

(
,
S 。 的不燮圆晕焉 尸二 o ,

由平面上一切瀚阅
、、 ..声了,10

一
0
1.1
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所粗成
。

依照前面势淤 tT 所作的衬渝得知
,

抬定了任何一栖椭圆式的 (或便曲式的 )

圆觉
,

德可找到一佃 tS 把它烫偏圆象 刀二 O (或 尸= 0)
。

.3 阿 波 藉 尼 周 履

如果把已知三圆的每一佃分 l)JJ 看作有定向的圆 p ,

叼
, R ,

阿波摧尼周题要求作出

一佃有定向的圆 X
,

同峙和它们同向相切
,

也就是要求势料方障 X
,

使迪合下面三

饰件 :

召( X 一 p ) = ( 尸一 P P
)

2
一 (奋一言P

)
“ 一 (卜刀P

)
“ = O ,

( 1 5 ) 召 (X 一叼) = ( 尸一 P ,
)

2 一 (宁一睿, ) “ 一 (卜刀q
)
“ = 0

,

6 ( x 一 R ) = ( 尸一 尸
r

) 2 一 (宁一言
r

)
“ 一 (卜刀

:

)
2 = O

。

君在理渝上只筑解决三佃肠立的二次方程式
,

可是要牌所求的通解用文字窝出来韭

不筋草
。

现在把周题分篇三欺衬渝如
一

卜

(一 ) △ p , r

< 0
, p ,

叼
, R 所决定的圆臭是赞曲式的

。

取巢轴浦 言轴
,
根摊上肺

的桔果
,

穗可找到一侗拉氏反演 外 (或 5 .
)

,

把疽佃圆桑翅焉阅案 尸二 O
,

所以可没

k
,

=
二

r
一

ù
.

rpP, rP
.卜。卜。6。( 1 6 ) 尸

, = 尸
,

二 .0

退峙

二
一 (矛P 一子,

)
“ 一 (刃P 一 刀, )

2 ,

二 一 (宁, 一 言
r

) “ 一 (刀, 一 刀
r

)
“ ,

= 一 (子
,

一 奋p
)
“ 一 (刀

,

一 刀
P
)

2 ,

召, q 召
q r

污
r , < 0

。

我们可以捉方程系 ( 1 5 ) 中消去二次项
,
得到

( 17 )
2 (于

, 一李P
) (李一睿

P
) + 2 (刀

, 一卜 ) (刀一 勺
; ,

) 二 一各
p , ,

2 (子
:

一 奋P
) (子一 睿

, ) + 2 (刀
:

一刀p ) (卜 刀。 ) = 一各p r 。

只要 p ,

Q
, R 三黯不共技 (三圆不属淤同一圆列 )

,

郎

0牛

11,1
P门
.劝

夕

刀
」

刀
, 一刀p

刃
,

一刀
P

一一弓r
`ì、̀一ó

一一币( 18 )

便可得到
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睿 一 右 p

( 19 )

勺 一 刀
,

一

六 〔
一 ( ,

!

一 ,
卜
) ;

P, + `: , 一 ,
,
, , P ,

〕
,

一

介〔 ( : 一 ` ,

) ,
p , 一 “ , 一 ` P

, , , ·

〕
。

代入 ( 1 5 )

( 20 )

中第一方程
,

尸
盆二

得

一 污p , 污, ,

召
r p

4 币 2

因焉 召p , 吞, ,

召
: P < O ,

所以他有两佃不同的解 X :
和 X :

存在
。

最援按照所用

的拉氏反演 tT (或 st ) 泥原
,
便得通一欺的通解

。

(二 ) △
, , ,

> 0
,
p

,

叼
,
R 所决定的圆臭是椭圆式的

。

取蒙轴烤 右轴
,
根橄上那

的桔果
,

德可找到一佃拉氏反演 T :
(或 习:

)
,
把遭佃圆桌妥胃圆泉 刀̀ 0 ,

所以

可殷
`

( 2 1 ) 刀
p == 刀

, = 刀
,

= 0
,

组峙

刀P , 污。 :

习
, p

( 2 2 )

只要 p
,

叼
,
R

万P , “ ( P
, 一 P

,
)

, 一 (奋
, 一 誉,

)
“ ,

召, ,

= (尸
, 一尸

:

)
“ 一 (誉

, 一登
:

)
2 ,

召
, , = ( P

。
一尸

P
)
“ 一 (登

:

一 右P

)
, ,

的符脱是不定的
,
但我们仍可捉方程系 ( 15) 中消去二次项

,

得到

2 ( P
, 一 P p

) ( P一尸
P
) 一 2 “ , 一 宁,

) (右一 右
,
) = 另

p , ,

2 (尸
,

一 P
p
) ( P一 尸

p

) 一 2 (右
,

一 宁P
) (右一 右

p
) 。 刀, : 。

不肠放同一圆列
,

郎

,
0今

,二ù .几.上
P弓r

声勺己、亡、

P勺r
nr.o,0.

目( 2 3 )

P , 一 尸
p

尸
:

一尸
P

宁, 一奋p

誉
:

一 誉p

一一犷

便可得到

( 2 4 )

代入 ( 1 5 )

( 2 5 )

p _ p
_

_ 三匕 r
2 犷 L

“
:

一 ` P
) ` p , 一 、 : , 一 。 ,

) ; P ,

〕
1 r

奋一 奋
p

=
,

万下蔽 l
` 丫 `

一 `p一 尸
,
, ,

p , + `p , 一 ,
,
) ;

, ·

〕
.

中第一方程
,

刀
2 ,

得

一 召p , 召, ,

古
, p “

4 犷 2
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所仑
,

在是一钦
,

只赏 召P , 子, r

召
。 。 < 0 峙有两佃解

。

富 召P q 召 ; r

召
r P > 0 峙

,

没有解
。
召。 , 忍, ,

召
r 。 = o 的情形值得仔栩考察 : (

a
) 如果刁

P , = o
,
万, ,

牛 o
,
各

r , 牛 o
,

I 〕 和 Q 所决定的抛物式的 !固列中
,

有一佃圆同峙也和 R 同向相切 ; ( b ) 如果 万 P q 二

万, ,

= 0
,
刁

, P 牛 0
,

圆 Q 本身可以看作一解 ; (。 )如果 召P , = 万, ,

= 各
r 。 ~ O

,

三侧肠放

同一抛物式的同列
。

(三 ) △ P q ,

= 0
, p ,

Q
, R 所决定的圆案是抛物式的

,

疽峙它侧已有晕轴作焉公

彻枝
,

简题比较容易解决
。

取凳帕烤 宁翰
,

便有

( 2 6 ) P P = 刀
P ,

P , 。 刀q ,

P
r

= 刀
r ,

短峙

召P , = 一 (宁
p一 宁, ) “ ,

习 , ,

= 一 (奋
, 一誉

,

)
“ ,

各
。 , = 一 (右

,

一宁P
)
“ ,

召p , 名, ,

另
r , 簇 0

。

方程系 ( 15 ) 化搞

名( x 一 p ) = 尸
“ 一 刀

“ 一 2尸
P
(尸一刃)一 (奋一泞

p
)

2 = o
,

( 2 7 ) 名(X 一 Q ) = 尸
2 一 刀“ 一 2尸

,
(尸一刀) 一 (奋一右

,
)
’ = o ,

召 (X 一 R ) == 尸
“
一 刀“ 一 Z P

,

(尸一 刀) 一 (宁一宁
r

)
“ = 0

。

仿上消去二次项
,

得

t

丫
,

( 2 8 )

只要 p ,叼
, R

2 ( 尸
, 一 尸

P
) ( 尸一勺) 一 2 (宁

, 一奋P ) (誉一普
,
) 二另

P , ,

2 ( 尸
,

一 尸
P ) ( 尸一刀) 一 2 (孚

:

一苦P
) (右一宁

P
) 二污

P r 。

不属协同一图列
,
由 ( 2 3)

, 犷 今 0
,

我们得到

( 2 9 )

。一卜命
( :

P 一 , , ) ( :
, 一 、

r

) “
r

一 ` P ,
,

l r
, _ _ . _ _

,

、
行 一 暮P = 厄下 L t f 一 尸P )万P , 一 ` 尸” 一 厂P ) 3 P r

J
。

然援代入 ( 2 7 ) 中第一方程
,

得

尸
一
尸

p

( 30 )
= 不丽

奋一 奋P“ 万下

〔( 尸
: 一
尸

P ) ; P , 一 ( 尸
, 一
尸

p ) ` P ·

〕
2 一 ` r , ” , ·

`
r P

(右P一 奋,

下低` 奋
,

) (右
:

一睿P )

〔( 。
, 一
尸

p
) ; P , 一

( 。 , 一
尸

p
) 。

p ·

〕
“ + ` p , ” , ·

`
r p

(奋P 一誉, ) (奋, 一 李
,

) (宁
,

一右p
)

如果 召p , 石。
r

吕
, p = 一 (奋

。 一宁, )
2

(宁
, 一宁

r

)
“

(宁
,

一 宁
。
) “ < 0

,

方程 ( 30 ) 里的分
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母不能妈零

,

本题有唯一钓解
。

如果 各P q 万, r

3
r P 一 O

,

解不存在
,

除非 万P , = 污, ,

=

召
, I

,

= 0

粽合
_

卜面三踵情形
,

如果已知三圆不属放同一同列
,

要有同待和它们同向相切

的圆存在
,

必要而又充分的修件玲

}
“

( 3 , ) 。 P”

一 {
召” P

{刁
, r

污P q 万P r

污
, ,

召一
,

0

快件 △ P 。
·

三 0 只是充分的
,

兹不必要
。

我们屡次把 p
,

Q , R 三圆同列的情形撇阴
。

其育
,

如果肠淤同一健曲式的圆列
,

它们有两倏贫的公切枝
,

我俨不承韶直枝是同
,

才锐固题没有解
。

遗有一佃例外情

形
,

郎$a’ 三圆肠放同一抛物式的 圆列峙
,

全列的同都同诗和它们同向相切
。

文献中阴加本题的解法
,

很多是假定已知三圆男敖同一整曲式的 haI 粱的
。

最近

lB o
sc hk

e
在他的解析供何睿中趁是是嵘做

` “ ’ 。

每一佃然定向的圆可以看作两佃有定向的同
,

所以一般地脱
,

阿波徒尼简题有

八佃解
。

4
.

拉格雨的球素袭何攀

在推膺阿波摧尼周题之前
,

蔑我仍探用方陈坐镖改窝拉氏的球素挑何事
。

塞简

一调有定向的球面
,

可取二栽爱雨米德方障妈坐镖
:

( 3 2 )

,
尸+ 言

Z “ 《
’

刀一艺套

刀+ 艺C 、

)
, Z 二 Z ,

F 一 宫
`

逗奥 尸是有定向的半攫
,

(孚
,

刀
,

匀 是球心的笛卡兑坐镖
。

默球没有定向
。

然渝有

没有定向的邓面
,

都不是球面
。

两佃球而旦应士坦鲤的修件焉

( 3 3 ) 召 ( Z 广 Z : ) 二 ( 尸
: 一
尸

: ) “ 一 (宁
1一荟2 ) “ 一 (刀

: 一刀
2 ) “ 一 ( C

: 一 : 2
)

2 = 0
。

两佃球面 尸 和 Q 的枝性粗合
,

料焉拉氏球列 :

( 3 4 ) z = p + 入( Q一 p )
。

球列焉椭圆式的
,

整曲式的或抛物式的
,

按照

}
”

△ 。 , = 】万 q P

各。 , 1

( 3 5 ) 0 1

1 0
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而定
。

歹叮裹有一佃黔球 ( 撇阴简眼的 fflJ 外 清形不提 )
,

作焉列的中心
,

分另!!落在全

列各球面的内部 (椭圆戈的 )
,

外部 (整曲式的 ) 或球面
_

卜 (抛物式的 )
。

三佃枝性热阴的球面 p ,

Q
, R 决定一佃拉氏球觉 :

( 3 6 ) Z 二 p + 久( Q一 p ) + 尸 ( R 一 p )
。

球粱胃椭周式的
,

矍曲式的或抛物式的
,

按照

O一一或O找O夕

. .土1人一.几八曰

( 3 7 )

召P , 召 P ,

O 另q r

万
, q o

冲

0q
rll

氏心伪O

一一△

而定
。

父襄的黔球粗成一修直枝
,

退是粱的帕
,

分别和全桑各球面相交淤两黔 (摊

圆式的 )
,

没有交黔 (健曲式的 ) 或相切朴一黔 (抛物式的 )
。

四涸技性舞朋的球面 尸
,

Q
, R ,

S 决定一调拉 氏球类
:

( 3 8 ) Z = p + 入( Q一 p ) + 产(人一 p ) + “
(凡 一 p )

。

球盗铭椭同式的
,

锥曲式的或抛物式的
,

按照

O一一或0丈0夕

1上ù .一-
ù .人O召P , 万p r

P竹fP

U,5r11

认O仇d叭亡

l
.

lsese
.se

!we
.

se

( 3 9 ) △ p q r 。
= 召

, ,

召
。, 。

0

3
,
苏

万r 。

召, .

召
, ,

O

而定
。

羡裹的黔球粗成一佃平而
,

道是袭的底面
,

分公l]和全簇各球面和交块一圆

(椭圆式的 )
,

没有交黯 (便曲式的 ) 或相切朴一默 (抛物式的 )
。

拉压丛鲤丝可表妈爱雨米德方阵的 一次整式夔换
:

1

( 4 0 )

少 : Z * = 无A 产 Z A 斗
一

B

或 Z * = 悬通 ’ Z 通 + B :{
无

一
(一 , 万 (互 ,

一
`

,

式中 忍是省教
,

A 和 B 是枚的二叔方障
,

直表 且 的共扼方障
。

遗些夔换不但保持

两佃球面同向相切的性贯不燮
,

韭也保持 △ P , ,

△ 1、 , , ,

△ P , r .

的正负跳不赞
。

黝渔垂越多鲍区丛可用食的系数方障表连出来
。

事宣上
,

)
牙

(
e h t 一 s h t

( 4 1 ) 从 : z * =

一 e h t s h t 一 eh t
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、、 ..产
沪,

尸
e h Z t + 刀

5 1,

一 尸
s h Z t 一 刀

e h

Z t + 睿 一 尸
、 l , Z t 一 刀e l , Z t + i

Z t 一 i : 尸
e h Z t + 刀

5 1一 Z t 一 宁

一 e 11 t
ó
卜月hSC

/了.、、一X
、、J/

苦̀杏L

( 4 2 ) S ,
: Z * 二 一 ( 一 e h t 一 5 1- 一 s l l t )

O

、、,了
尸、1`夸

争
一 尸

e h Z t一 刀51、 Z t + 子

尸
s h Z t + 刃e l l Z t 一 i :

尸
511 Zt + 刀e h Z t +

一 尸
e il Z t 一 刃s h Z t 一

以

少:
都是椭圆式的反演

,

tS 都是赞曲式的反演
。 `

仑俩的不燮球盗有公共的底面
,

郎

找 平面
,

山默球 尸= O
,

刃= O粗成
。

同以范侗牛面焉底面的球盗
,

椭叫式的和椭

圆式的
,

矍曲式的和健曲式的
,

由淤反演而两雨配成到偶
。

特男lJ是椭 !川式的球姜

刀二 0 (由球心在 找 平而上的球面粗成 ) 和望曲式的球萧 尸二 o (山外同所有球黔$1J

成 )
,

在每佃 7’t 或 tS 中各有它的封偶
,

因此抬 定了一锢以 六 平而拐底面的椭阎

式的 (笙曲式的 ) 球差
,

我们袍可找到一侗拉 氏反演 T :
或 召 t ,

把
`

它澳焉球策

刀二 0 ( 尸, 0 )
。

5
.

阿波摧尼周距的推魔

蕊

在寡阴有多少侗球面同睛和四锢已知的球面相切? 温是阿彼雁尼周题最自然的

推演
,

业可相愿地推魔第三箭的解法
。

抬球半视以一定的方 向
,

阴题要求有定向的

球面 Z 同峙和 四佃有定向的已知球面 p
,

Q
,刀 , 人 同向相 jtJ

,

也便是要求爱雨米德方

障 Z 遭合
一

卜而四侗倏件 :

万 ( Z 一 P ) 二 0
,
石( / 一 Q ) 二 0 , 召 ( Z 一 六 ) 二 O

,

( 4 3 、
万( Z 一 习 ) = 0

。

(一 ) 没 p ,

Q
, 丑 ,

S 所决定的拉氏球盗是弓必“ !式的
,

△ , , , .

< O
。

首先求出疽佃

球截的底面
,

取它做 找 平面
。

其次求 出一捆拉 氏反演 八 (或 S t
)

,

把延球菠蛋焉

球袭 尸二 O
。

疽株便把本周题化焉求作球面通趟多洲四侗 已知默
,

很容易得到两佃

有定向的球面
。

最梭用同一 从 ( 或从 ) 遗原
,

便得同峙和 p ,

Q
,人 , S 同向相切的

两佃球面
。

在假定 尸
P = 尸

q = 尸
,

, 尸
:

二 0
,

仿照第三筋第一欺巡行针算之状
,

我

仍有

一 O p 。 , ,

( 4 4 、 P
“
= 4 中

“ ` , _

一
`

, 子刀二



3 2 中 山 大 攀 攀 报 1 9 5 6年

式中

O…
P口
二r

氏亡卜0ho0叭孔孔

o p , ,

一

泞P , 名P r

0 吕, r

3
r , 0

`

…
. .......,.月...

111占11, .占

P口
Jr

卢、矛与夕与

石
。 `一 吕

. ,

0 勿

rt、,.
竹

卫矛ō r竹I的I

P口
Jr

卜̀ó̀一、̀加、

一一.、竹
1`g币

只要四黔不共面 (四球不要淤同一球凳 )
,

德有币 ; 仪 牛 o0 倏件 。 P , ! ·

< 0 颠然

是△ , , , 。

( 0 的赏然桔果
。

( 二 ) 股 p ,

Q
,刀 ,

泞所决定的拉 氏球羞是椭同式的
,

△ P , : 。

> o
。

取遏佃球盗的

底面做 睿C平面
,

稳可找到一 4固拉 氏反演 外 (或 从 )
,

把疽佃球撼燮僻球盖 习 , a0

组株
, p ,

Q
, R ,

S 的球心都落在 软 平而
`
_

L
,

我们可先假定 林、, = 刀, ” ’ )
,

= 乃
.

“ 0
,

.

仿照第三饰第二钦的瓣法求出 尸
,
宁

, : ,

再阴方求
’ )

,

最援用同一 外 (或 tS )遗原
。

疽袅淮行针算的拮果
,

得

丫
.

( 4 5 ) 勺
“ =

一 Q 一 q r 尸

4 巾
2 2}菩;

式中

0 。 。 , .

同前
。

Pq
OFnr

尸、
r

ó̀、ù

宁
,

C
.

1

r-

IOD月
一一尸5`g门

f
币

只要 p ,

Q
,
R

,
泞不履鹅同一球差 (找平面和 p ,

Q
,
R

,
习相交所得的四捆圈不肠朴同一

卿勤
,

撼有中 心 :
钊

·

所以赏 。 P , 二 < 0 待
,

有两倘解 ; 常 。 p ,

一
0 畴

,

只有

一佃解
。

(三 ) 敲 p ,

Q
,
R

,
S 所决定的拉 氏球哉是抛物式的

,

△ P , r 。

二 o
。

通峙四球都和

球盖的底面相切
。

取 f它做 子`平面
,

便有 尸
;, = 习, ,

尸
, =

;

: , ,

尸
,

“ 刀
, ,

尸一 〕
, ,

悯题的解决只 用到一次方程系
。

但在仿照第三筋第三 软巡行针算的桔果中
,

又有

一 Q P , r 。

的平方根作焉分母而出现
。

所以只在 Q P : 。 。

了 o 的倏件下
,

本题才有一佃

解
,

且懂有一佃解
。

最俊愿加馨明
,

我俩耗常假定 p ,

Q
, R , ` 是枝性舞阴的四偶球面

。

如果它洲中

阴有枝性阴保
,

那磨
,

它们属脸同一侗球棠或球列
,

顺然没有公共的切球面存在
。

唯一的例外是 P,’ 六侗 吕 J

全部焉零峙
,

它俩履放同一抛物式的球列
,

和全列的球面

金
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目
. . . . .` .

,
. ...

都是同向相切的
。

粽合以上情形
,

现在可脱
,

推资梭的阿彼攀尼题朋有解存在的必夔咚妻缝丝

修件蕊
刁卜

勺哑

0
-.

钱O价O

PPPq.r
叭O伙O价0

。 , ,

一

…
0 3 v ,

石 P ,

刃P .

污, ,

占 , .

0 召
: ,

召
. r

o

共 0
。

傀件 △ P , , .

( O只是充分的
,

盆不必要
。

一般地脱
,

任怜空简四佃球面
,

有 16 佃球面存在
,

每一佃都是同暗和它们相

切的
。
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