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动态规划理渝是一阳崭新的数学学科
,

它是从一系列技术和握济尚题中产生的
,

在不

同的理流和实践活动的镇域中常常会出现这样的情况
,

即在柔取决定时应当是逐步的而

不是一步就局上决定的
,

因此决定的梁取不是看作单一的行动而是看作由若干阶段 (步 )

粗成的过程来衬揣
。

这样的方法在相当早以前在研先某些特殊尚题时已曾被利用过
,

特

别是A
.

Wal d在他的序食就补分析理篇中最 完圣地体现了这种思想
。

通过大最类似周题的

系枕化研咒获得一种适宜于处理这类尚题的数学方法
-
-

一这就产生了由 R
.

eB U m o n
等人

所建立起来的动态规划理揣
。

动态规划是研究在某种意义下最优的多步决定尚题
,

在这理箫中最主要的一点是用

解决基于所剖
“
最优性原则价 所建立起来的泛函方程来代替解决多变量函数 的 极 值 简

跟
。

因为前者的解常可利用现代的数学方法— 补算数学而得到
,

后者却常因推数本多

而使到在实际上要得到解答变成差不多是不可能的
。

几乎在所有的科学
、

技术和握济部四中都会碰到最优化周题
。

在工业工艺
、

生产粗

撤
、

拯济补划
、

水康稠度和各种不同的物理
、

生物和军事活动的周题都必须涉及它
,

因

此动态规划的应用是很广泛的
。

应当指出
,

动态规划本质上是一种数学理揣
,

但是在把它应用到某个实际简题时应

根据相应的科学的特点来决定在这尚题中应用动态规划的方法和理硫是否适合
,

特别录
在应用中

,

还要注意到当时当地的社会环境和政治因素
。

不能孤立片面地强稠动态规划

的作用和官 目地搬用其它国家 ( 特别是资本主义国家 ) 的桔果
。

我们几个人都是刚刚开始学习动态规划
。

前些时我们学习 了由R
.

eB ll m o n
所写 汇 蝙

在
“
工程师用现代数学

粉
( 英文原本

,

有俄丈释本 ) 一书中有关动态规划理渝这一章以

后
,

觉得这篇文章篇幅不多
,

但能把理益的基本原理和主要内容扼要地介招出来
,

也很

有启发性
。

这对于有意学习或希望懂得一些动态规划知藏的人来挽都是会有 一 些 帮 助

的
,

而且据我们所知
,

国内有关这方面的文章发表得很少
。

因而我们就大胆的把这一文

章泽出并作了一些删改和瀚明
。

由于水平很低
,

错漏之处在所难免
,

希覆者发觉后严加

指正
。

此外
,

由于篇幅所限
,

我佣准备把全文分两次刊戮
。

1
.

引言

在这一篇文章中将要概略地描远由于
一

多步选择过程而产生的一类新的而且 又是困难

的数学周题
,

同时也阴明某些为了解决这类简题而产生的数学方法
。
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我们 所甜瑞的是属于
“
规划简愚

” 中的一类特别的周踢
。

为了强锐在筒题中时简所

起的作用和它具有一系列重要的选择
,

我俩特别称这类简题为
“
动态规划

”
尚题

。

加以

正确解释时
,

这种动态观点能帮助我们对这个简超在数学上作更深入钓理解
。

我们将要研究的多步过程是由一系列的行动所粗成的
,

在这些行动的序列中从前的

行动拮果可以利用来指导将来的行动
。

下面将引进两类显然不同的行动的例子 : 一类是

行动的桔果是完全确定的
,

另一类是行动的桔果没有确定
,

但是可以借助于某一个概率

分布拾出镇报
。

我们将前者称为确定的
,

而将后者称为随机的
。

为 了使浪者明了在解决这类困难的和崭新的数学简题所用的数学方法
,

我俩选出下

面一些筒单而又能表明简题的例子来衬碗
。

首先我们从一个在购买理确引起—
因而它是属于一般的供应理渝的周题开始

,

这

尚题是衬揣一种以若干年为使用时期而在使用之后可以折旧出售我备的购置简题
。

第二个阴题是衬揣在金矿开柔中一些容易捐坏的开采毅备的最有效利用尚超
,

这个

周题虽然没有象第一个简履那样明显的应用
,

但它却显示出一系列很重要的数学特征
。

第三个尚题是在工业生产中的一个突出简题
。

它是尉揣为了生产某种产品而要求某

些工业部四的粽合利用简题 ( 下面是这类简题的一个筒单例子
,

这个例子我们以后还要

群胭衬揣
。

在汽率的生产中要用到铜铁和辞多种仪表
,

因此汽草制造厂能生产多少汽率

除了决定于本厂的生产能力以外
,

还依辑于粼铁工厂和仪表工厂所能提供的绷救和仪表

的数最
。

其次因仪表的生产要用到锅铁
,

因此它是依辑于仪表工厂的生产能力和粼叙工

厂峋生产能力
。

最后
,

绷救工厂的生产能力的增加需要细铁
。

在这样情况下
,

如何根据

现有的翎毅
,

仪表存量和三种工厂的生产能力来粗麟这三个部四的生产
,

使握过一定的

时简后生产出最多的汽草 )
。

这个简题我们称之为
“
狄窄地点尚题

”

( 也有 人 称 之 为

“ 交义路 口简通
方
或

“
瓶 口朋题

” 。

)

最后
,

我佣将筒 革地指出如何把处理这些周题的数学技巧应用到多步博奕理箫
,

特

别是
“
生存博奕

”
中去

。

2
.

1滇备的甜揣

在开始衬揣上述简题之前
,

我们先用最普通的藉言来描述这些周题所固有的公共特

征
。、

( 1 ) 在任何时刻 t ,

过程的状况被一个很小的参数集合所描述
。

在购置周题中
,

最重要的信息是手中所有的款数
,

可供折旧利用的投备数量
,

下一

周期所需要的投备数量和当前的价格
。

在金矿周跟中我们应当投想已知留在矿山的金矿

数量
,

已拯开采的金矿数最和开采的毅备情况
。

在关于生产过程 的简题中我刊需要知道

在抬定时刻的生产能力
,

产品的储存量和过程剩下的时简
。

在
“
生存博奕

”

中
,

例如在

一种一直继擅到其中一个博奕者破产为止的二人扑克博奕 中
,

博奕的状况可用博奕者的

赌本米描述
,

如果在博奕 中双方赌本的总和不变时
,

博奕的状况只须由一个博奕者的赌

本来完全确定
。

( 2 ) 选择行动的作用就是把这个参数集合变换为一个筒单 的数值集合
。

例如在
“
秋窄地点

” 尚题中选择行动的作用
、

是用分配抬每一种有关的工业部即以不
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同的基本查源— 在上远例子中就是粼铁的数量来改变各工业部阴的生产能力和原料的

储存量
。

( 3 ) 系杭过去的历史对确定将来的行动是不起作用的 ( 庵尔可失性质 )
。

这性盾一般可 由引人附加的参数于所描述的过程中而得到
。

当然
,

这性质仅当所需

的鑫数数目是很少时才会有用
。

在时滞 ( 即有推迟作用 ) 的情形
,

例如在工业生产过程中
,

有时必须利用面数而不

是利用参数来描远系硫
。

现在赴我俩引人某些基本的术斋
。

在所有被甜流的过程中
,

我们致力于制造一个行

动选择的序列
,

这样一个行动选择的序列被称为一个策略
,

按照某种预定的淮 lln 是最理

想的策略称为最优策略
。

下面是在
“
动态规划

”
的全部理谕中起着最基本的作用的一条直观上显明的原珊

。

最优性原 tRJ : 最优策略具有这样的性盾 : 无谕初始形势和初始迭择是怎样
,

余下的
. ,

二
0 . . . . . . . . . . . . .

… …选择对于由第一个选择所造成的形势来能应当粗成一个最优策略
。

. . . . . . . . . . . . . . .

… …
,

… …这个原 lHJ 的数学表示法将导向一类新的具有有趣性质的泛面方程
。

另一方面
,

在处

理这些周题时所发展起来的数学方法使我们讹按新的途径去解决古典的变分法尚题
。

因

此
,
这种数学方法提供了理确上和实用上的兴趣

。

查源的最优分配

3
.

引言

作为
一

与多步过程相联系的第一个例子我们将甜希一个购买周题
。

开始我竹在古典范

围来叙远这个尚题并且指出这种做法不妥当之处
。

接着用
“
动态规划

”

方法来处理它
。

后一方法引进了一些新的和重要的泛函方程类
。

我们首先以分析观点然后从舒算观

点筒短地衬希它的性质
。

这两种方法事实上是紧密地联系着的
。

最后
,

我佣将以相应于随机情形的处理作为桔束
。

4
.

纳买尚超

在供应中最握常发生的是购买投备来完成一项指定的工作的周题
。

因为这些工作常

常不是筒单的而是由一些具有不同性质的行为所粗成
,

所以可能有适应于某一个行为的

投备对于第二个行为起简接的作用而对于第三个行为 llH是完全没有作用
。

为了避免这种

情况
,

通常是购买合起来就能满意地完成工作的各种各样的毅备
。

肚我们考虑这类型的一种情形
,

这种情形是相当实在的
,

使能足够令人产生兴趣和

筒单
,

并很容易获得分析形式
。

踢跟 : 在一个 N年的时期内
,

每一年开始需要定购某些为了完成指定工作的毅备
。

我们有初始款项为
x ,

它分为 y及
x 一 y两部分

。 y用来购买类型 A的毅备
,

余下
x 一 y用来购

买类型 B的投备
。

用于投备 A的 y将产生 g ( y )个有用工时
,

同样用于毅备 B 的 二一 y将产生

成
、 一 y ) 个有用工时

。

到年雄时可将折旧出售没备 A的 ay 元用来购买新的没备之用
,

这

里
。
<

a
< l ,

同样可将折旧出售毅备 B的 b x( 一 y )元用来购买新的没备
。

这样每年重复这

个过程直至完拮N年时期 为止
。

周粗是需要确定款顶的逐年分配方法使得担过 N 年期固后
,

由投备而得到 的总的有
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用工时数达到最大
。

5
.

尚提直的古典提法

投 y ` , y Z , … … , y、 ,

是在第一
,

`

第二
,

… …
,

第N年开始时购买毅备 A 的款顶
,

相

应地翘过 N年期周从两类毅备所得的总工时数是 :

J ( y , , y Z,

这里

和

… …
,

y N
) 二 g ( y ,

) + ` (
x ,一 y ;

) + g ( y Z
) + h (

x Z一 y艺) +
· · ,

一 + g ( y ,
) + b (

x 、 一知 )
。
二 y ;

兰
x 。

( 1 )

盆 ! = 又

, 2 = a y : + b (
x ,一 y ,

)

x N 二 a y N 一 , + b (
x N一 : 一 y N一 , )

在第四节中所提出的简履等价于确定两数 J ( y , , y Z ,

…
, y启的最大值周题

,

这个两数是

为不等式 ( l )所描述的 N 雄区域所钧束的
。

虽然微分学对于这个简题的封谕是有用的
,

但是应用时必须加以留意
,

因为有些最大值可能发生在区域边界上 ( 正如在下面某些情

形所看到的 )
。

如果 N是很小的韶
,

求出尚题的解是不困难的
。

然而对于任意 选 取 的 数 N ,

例如

N 二 1 0
,

研究由于方程粗 ( 2 )所定义的 N 推室尚区域周题就会变成很困难的了
。

更要注意
,

从实践观点另瑟看这种办法产生太多信息
。

当抬出 x
和 N 时

,

在第一步的

开始只需要知道 y :
而不需要知道 y Z , y 3 , … , y N 。

因此如果我知道了作为
` 和 N 的两数的 y :

时
,

解就完全确定 了
。

在这个筒单的想法引导下
,

我们在下一节用一种新的和与前不同的办法来提田周超
。

6
.

从动态规划的观点提出尚题

容易看出
,

当拾出不依辑于时简的函数 g和 h时
,

握过一个 N 年期简后
,

由于费用的

使用而得到总的有用工时仅仅是款顶的初始数
x 和在过程余下步数 (年 ) N 的两数

。

对于

N 二 1
.

2
.

…
,

我们定义 f成
x

)为拾定了一个款项初始数目
x 和使用一个最优策略拯过一个

N 勺毛期周所后得到有 用工时的数 目
。

这时有 f ,
(

x
) =

m a x 〔g ( y ) + h (
x 一 y )〕

o 《 y (
、

敌我俩引进速桔 f、 ,
(

x

)和 f、 (
:
)的基本递推关系

。

考虑 N + l 步过程
。

毅在第一 步

将
:
分为 y和 : 一 y 。

粗过 N 十 1年后所得到的工时总数是 由第一年所获得的 g ( y ) + h (
x 一 y )

再加
.

上余下 N年后所得的工时
,

对于后者有初始数 ay 十成
x 一 y )

。

显然
,

不管开始的 y 是如何选择
,

和数 ax + b (
、 一 y )应这样利用

,

使得翘 过余下的

N 步后有最优的桔果
。

因此翘过后面 N 步所得到的工时数可用 f 、 〔ay + 成
二一 y )〕来定义

。

那末开始分为 y 和 x 一 y时总的收人是
l民N + 1

(
x ,

y ) = g ( y ) + h (
x 一 y ) + f N 〔a y + b (

x 一 y ) 〕

为了使总的牧入最大
,

y 必须选择得使 R+N
,
(

: ,

y )最大
。

这样就得到了方程

r 、 + ;

(
x
) 二 。

《 y簇
x

R·+ 1
(一 y
卜

。 、 攫委{
g ( y ,十 h (一

y , + `· 〔· y+ b (一
y ,〕
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对于 N = l
,

2
, ·

…
在下一节 中我们将封希这个非成性方程的一种重要逼近

。

7
.

无限步逼近

虽然对于这个尚葱及其类似尚题起着不大重要的作用
,

然而在未来肉】是一个很有用

的方法就是假投 N 是无穷的
。

这个数学的虚构引导出尚题的一个重要筒 化
,

因 为 序 列

{ f
N

(
:

) }可由一个筒单两数

f (
x

) ==
l im f 、 (

x
)

N
.

一 , 。 。

所代替

代替方程 ( 4 )
,

我们得到方程

f (
x
) = 。

/
.

少资{ g ( y ) + 、 (
x 一 y ) + f 〔a y + 、 (一

y ) 〕}
v

` `
之舜 J

.

砚尧 `
( 5 )

虽然无限步过程的引入使研究大大筒化
,

但却引进一系列有限过程所完个没有的困

难
。

现在我们必簇考虑方程 ( 5 ) 解的存在性与唯一性
。

显然易见
,

例如在方程 ( 5 ) 的一个解上加上任意常数就抬出一个新的解
。

为明确

起见
,

条件 f ( o) == 。
必填附加到由原来尚跟所确定的两数上

。

在下一节 中我们将建立一个存在性与唯一性定理
。

它将括包这类尚题的很大部分
。

8
.

存在性与唯一性定理

我们将提出一个关于方程 ( 5 ) 的存在性与唯一性定理和它的赶明
,

以便阐明某些

可能应用到的方法
。

定理 1 : 考虑方程

f (
x

) 一吧
x

{
a

(
x , , x Z ,

一
x 、

) + f 〔b (
x , , , , , ’

…
’ `

, ` 、
) 〕} ( 6 )

R
、 ’ 尹

这里R 二 R (x )是由下式所定义

二 k
夕 0 x 二 公

x K

k = 1

假如

(
a
)对于 。 成

x 《 : o , a (x l , x Z ,

…… , : 、 )是在 R (
x

)上速擅和非负的
,

而且
a
(

o , o ,

… … , o
)

= 0 ;

( b )城
: 1 , x Z , … …

,

粉 )是在 R 上速值和非负的
,

而且在 R (
x
o) 内 b (

x : , : 2 ,

… … ,

翔 )` 。 ,

N

艺
k 二 1

: ` 二 e x , o
<

c
< l ;

O 0

(
e
) 公 h (

e jx 6) ( .
,

ǐ l!ù、 、了
NX这里 h (

x
) = m a 二

f
O《 y《 x

L

m a 二 。
(

x ; , : 2 , … …
,

R ( y )

刘对于 f ( o
) 二

o和 。
弓

x
弓

x o ,

方程 ( ( )

)有唯一解
。
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投 f o
(

x
)为选择

x , ` x ,

x Z , x 3 ` …… = : 二

= 。
对于

n = 2
,

3
, · ·

” 二

所得到的值
,

于是

f 。)
(

:
) = a

(
x
) + a 〔b ( 二 )〕+ ……

O O

这里我们合
a
(

x
) == a

(
x , o , · ·

一
, o

)
,

b (x ) == b (x
, o ,

· , ·

… o ,

)
.

右边触数的优毅数是 习 R (
e , x o

)
J= 0

因此是一致收叙的
。

定义 f
,
+ 、

(
二
) = tn a x

{
a
(

: , , : 2 , … … , : N
) + f

.

〔b (
x : , 二 2 ,

… … : N
) 〕}

R (
x
)

由 fo 的定义得出 f :
> o,

( 7 )

碳 M
。

(
x

卜 m a二

因而 f
。
+ ,》 f

。 。

f
n

( y )
o

《 y《 x

于是 任̀方程 ( 7 )有 M
n
+ 1

(
二
)《 h (

二
) + M

。

(
e :

)
,

由此得出 M
n

(
:
)《 艺 h (

e j: )
j , c

因此刘
·

于所有
x e 〔

o , x o 〕, f 。 (
x
)收放于函数 f (

:
)

.

容易看出
,

f (
x
)浦足方程

f (
`
x

) 一
,

, {
a
(

x : , x Z ,
·

一
x N

) + f 〔b ( x : , x Z , ·

一
` N

) }
。

( a )

R 、 ” 产

为了确定遮值解的存在性和在这个基础上用最大值代替在方程 ( a) 的上确界
,

我们还

应做另外一些工作 投 ( 纪
, ,
又: ,

…
,

与 )为 R (x )达到最大值的点
,

这时

f
。
+ ;

(
x

) 二 {
a

( , , ,
里: , … 至N

) + f。 犷b (又 t , 里: ,

…里 N
)〕}

》 〔a
( 7

; ,

了2 ,

… …
,

了
、 ) “ 一 f

n f ’

b (了
, ,

了2 ,

……
,

7 N
)〕}

·

( 9 )

这里 (了
: ,

了: ,

… …
,

了N
)为 R x( )内任意的其它点

。

特别是如取使对于
n 一 l 的相应表示

式达到最大值的点作为 ( y
l ,

了
2 ,

… …
,

了
N
)

,

那末我们得到补充的关系式

f
。

(
:
) = {

a
(了

, ,

,
2 , … … ,

了、
) + f

。 一 : 〔b (了
, ,

了2 ,

… …
,

了N
) 〕}

> {
a
(里

: , t Z , ·

…
、 ·

, : N
) + f

n 一 ,〔b (皿
, , t Z ,

…
, : N

) 〕} ( 2 0 )

由不等式 ( 9 )和 ( 1 0 )得出重要的不等式

协
1
(
·
,一 of(

·
, {“

a·

{{浩:象: ;翻琪:洽 ,,’i1z,’. ,.’.粼
〕

( 1 1)

现在指!歌 M o
(
:

) = m a x

o《 y《 x
f o

( y )

M
。
+ ,

(
二
) 二 。 a 二

。

成 y`

二

{
f

, + ,
( y ) 一 f

。

(夕) n
>

o

国为按照假毅
, b (x

, , : 2 ,

… … ,

翔 )《 cx 对于所有的 (x
: , : 2 , ……

, : N
)
。
(R 劝

.

都成立
,

那么当
n
>

。
时

,

从不等式 ( 1 1 )得到

M
。
+ ;

(
x
)《 城 (

e x
)

因此 M
: l

(
二
) ( 五I。 (

e n :
) == b (

e ll :
)

。

由假投
,

极数
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是收叙的
,

所以蔽数 。

习 〔f
。
+ :

(
x
) 一 f

。

(
:
) 〕

n 二二 O

于
。 《 : 《 xo 一致收放

。

由此得出

f (
x
) == l i m f 。

(
x
)

n 州今 0 1,

是〔
。 , x 。

)区简上的建擅函数和 f (
x
)是方程 ( 6 )的解

。

因为 M (
x
)痊值和 M ( O ) 二 O

,

那么就得到 M ( x) 《 O
,

这意味着M x( )恒等于零
。

定理既

明
。

9
.

分析桔果

在上一节中献明了最一般的存在性和唯一性定理
。

现在我刊再抬出一些可以得到的

毕显分析拮果的例子
。

在这里不打算抬出征明了
。

定理 2 : 如果 g (
x
)和 h (

x
)都是

x 的严格凸函数
,

那末最优策略要求 y = 。或 y = : 。

当 g 和 h 都是凹面数时情况将更为复杂 :

定理 3 : 投

卜,,’X
工声尸晓a

、 .夕、 J
ù

n

(
a
)

( b )

(
。
)

g ( 0 ) = h ( 0 ) = 0

g ’
(

x

g “
(

x

o h `

(
x
) > 0

o h 即 (
x
)《 O

刘
`

二

卜:
> O

对
·

弓飞 \

> u

和肘希方程序列

f ,
(

x
) =

o《 y《 x 〔g (
、
) + h (

x 一 y )〕

f
。
+ 一( x ) ,

o《 y (
x { g ( y ) + h (

x 一 y ) + f
。

〔a y + b (
x 一 y )〕}

n = l ,

2
, ……

,

lRJ 对于每一个
n ,

存在唯一的抬出最大值的 y 。 , y
。

( x)
.

如 b <
“
那末有 y ,《 y Z《 y 3

《
·

一
; 如果 b >

“
那末不等式反方向

。

特别地 ; 如果 b ` a 和对某一
n
有 y

。

( x) = x ,

lHJ

对于所有 m》 n , y。 (
x
) = x .

这桔果对于近似补算是有用的
。

因为 y , ,

y Z
甚至 y 3

也能相当快地用手摇补算机求出
。

甚至 g 和 h 是凸的和我们知道或者 y = 。
或者 y = x ,

也不是容易来确定 y 的正确 植
。

下列桔果对于近似补算是有用的 :

定理 4 : 方程 r (
x

) =
。

夕竖
_

〔c x d + F (
a x

)
, e x ` + F ( b

:

) 〕的解由公式
U 、 之受 J

,

闷翔 几

y =

x ,

当 。《 x 《 x q

o ,

当 x 。

《 : 抬出
,

这里

. ,

一厂
c

/ ( 1一 a d
)只

’
l

, ,

孟 。

一 l 二
~

石爪厂一下1尺 { \ 1

一
u /

` 七了戈上一 。 一

Z习
。

另外一个特别情形是当 g 和 h 都是关于
X
二次的情形也能容易地求出解

。

10
.

补算技术
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在建立任何实际简愚的数学模型时
,

常常在要求充分正确地刻画实际现象与要求相

应模型的分析筒单化之周发生矛盾
。

因此
,

应当想到
,

表达实际愈正确
,

llR 仅仅用分析

工具解决周题的机会就愈少
。

这样一来
,

就很明显
,

数学的应用应追求两个目标 :

a .

寻求出解决低推周愚一致的方法 ;

b
。

提供高推周愚近似解法的充分广朋的基础
,

包含依靠附加时简与劳力的耗费来

提高近似值的精确度的方法
。

引用其它倾域的一个例子
,

我们甜谕确定炮弹弹道的筒题
。

我们知道
,

必须考虑炮弹的空气动力学的特性
,

看作速度的面数的室气阻力
,

凤速
,

地球

曲率
,

看作以前射击次数的函数的炮筒特性的变化
,

以及静多其它的因素
。

虽然如此
,

就我们所知
,

甜谕还是从仅仅是重力起作用的室固盾点的抛物换弹道开始
。

由此得出桔谕
,

研咒具有一定的原有性质的筒单模型的整个目的是找寻以后研咒更

复杂的模型的出发点
。

在研咒动态规划简题时
,

我们拥有在分析的泛函方程的大量研究中是不朵取的逼近

法
。 :这个工具就是存在于泛函方程的解与最优策略之固的对1禹性

。

借助方程 ( 5 )
,

我们就可看到
,

对于抬定的函数 f ( x)
,

可以不仅确定一个最大化

的 y ,

而且可以确定蚕部最大化的 y
.

反之
,

如果我们知道了作为
x 的函数的 y ,

就可以用

筒单的叠代得到 f (x )
.

于是
,

函数 f (
x
)确定了蚕部最优策略 y ,

而一个最优策略 y就确定

了两数 f(
Y
)

.

由此得出
,

在企图找出作为主要目标的最优策略时
,

我们可以在面数空简或在策略

空尚 中选取初始近似
。

在大多数情形
,

选取初始策略是较为上算的
,

因为实践的拯磁抬简题的拭麟性盾的

解提供了坚实的基础
。

在具有三个或更多叁加者的朴克博弈中
,

情形就是如此
。

虽然没

有指导正确地博奕的数学理揣
,

但博弈的多年实践提供了静许多多很好的博奕规 lIH
,

违

反它就会吃亏
。

顺便指出
,

两个叁加者的朴克博弈
,

可 由数学分析达到
。

恰好在被作为一系列近似的第一个的初始近似的选取时
,

甜揣筒单的模型时所得到

的实际拯脆
一

与理流的洞察力就能够最有效地桔合
。

此外
,

借助于策略逼近的方法较之借助于面数逼近的方法有很大的优越性
,

借助于

策略的逐次逼近将自动地得出较好的桔果
。

赴我们甜揣方程 ( 5 ) 来确靓这些意见
。

如果开始选取 f
。

三 f 。
,

那末以后的近似就由

递推关系

` ,
1
(
·
,一

。

菜
二

{
g ( y , + b (一

y , + `· 〔· y+ b (一
y ,〕

}
, N 一 0 ,

,
,

2 …

得到
.。

在定理 1的同样条件下
,

倘若 f 。是区简
。《 : 《 : 。

上的速擅两数
,

且 f ` (
。

) , 。 ,

则可

征 f N
收叙于解

。

值得指出的是
,

一般来能
,

对于任意的 f 。 ,

收激不一定是单稠的
。

然而
,

如果选 取

由方程 ( 3 ) 所确定的单步的最大收入 f ;
作为初始近似

,

lRJ 收徽一定是单稠的
,

但通常
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是很慢
。
可是

,

由于两数` ( t) 常常同样是有兴趣的
,

所以这个方法还是十分有用的
。

现在我们较祥栩地衬箫借助于策略逼近的方法
。

若干合理的近似是 :

`
)在每一步

,

我朽可以选取使单步收入 g ( y ) + h (
: 一 y )达到最大的 y 。

b )我们可以用凸两数
,

凹两数
,

二次两数或者形如 ax “的两数来逼近 g (
:
)和 h (

:
) 同

时使用从这些较筒单的情形所得到的策略作为近似策略
。

。
)我们可采用单位成本作为标准与选取使得单位成本相等

,

即

g ( y )

(一
a
) y

二一丝竺工匕
.

( l一 b ) (一
y )

’

的 y

d )我们可以采用边沿单位成本作为标准与选取使得
g ’

( y )

( l一 a

二 h ’
(

x 一 y )
l一 b

的 y 。

最后的一个实际
-

匕是最好的近似
。

在上面所有甜盖的情形
, `

我朽有了确定作用为
:
的两数的 y 的近似表示式的一系列

方法
。

利用这些方法的某一种
,

我们就可以递推地补算近似解
。

我们用 F g
(

:
)表 示 所得

的西数
。

它浦足方程

F。
(

:
) 二 g (了) + 五(

: 一 y ) + F。〔a y
·

` b (
x 一 y )〕

,
y “ y。 (

x
)

.

现在衬益由下面关系所确定的第二近似 :

f2 (
x
) 二 o ` y哎

x { g ( , ) + h (
x一 y )

·

十 F。 〔a y + b (
x 一 , )〕}

.

显然
,

对于所有 y。 〔。 ,

幻
,

我们有

f Z(
二
)> {g ( y ) + h (

: 一 y ) + F `〔a y + b (
x 一 , )〕 }

.

因而

( 1 2 )

f Z
(
:
) > Fg (

x
) 二 g ( y ) + h (

x 一 y ) + F` 〔a y + b (
: 一 y )〕 y = yg (

x
)

因为

f 3 (
:
)二 o

( y ` 二 { g ( y ) + h (
: 一 y ) + f Z〔a y+ b (

x 一 y )〕} ( 1 3 )

刘因为几》 gF
,

由比较方程 ( 12 )与 ( 1 3 )便得 f 3》 f 2 .

因此
,

由归钠法
,

可见

f肿
,
> f N > … … 》 F g

除了某些使 F g = f的 x
之外

,

不等式是严格的
。

1 1
.

不确定性

在前面几节里
,

我们假定每一次消耗的桔果 由一定的工时与收人而完全确定
。

但事

实上我仍仅仅可以镇料由购买 y元毅备A或 B所得到的平均工时数
,

以及估针在年耗时 废

品折旧的收入
,

这是依辑于挑济中的价格起落与年格投备的可能状况的
。

于是
,

思上就产生这样的简题
,

在作为任何活动的桔果的不确定性的面前
,

如何才

能作出最优策略的形式的确定断言呢 ?

首先
,

很明显
,

我们不可能找出拯过 N年期简后所得到的总工时 数的最大值
,

因 为
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这个最是一个受骼多因素所影响的随机量
,

而这些因案中有很多是完蚕不能为我们 所控

制的
`
。

因此
,

我们必须钓定使用这个最的某类型的平均值
。

无箫在理流上或实用上
,

最

筒单为是采用通常的平均值
,

在数学上
,

这意味着我们应集中注意力于有用的工时的期

望之
.

上
。

二其它的一个很重要的量是得到有用工时不小于 h的概率
。

在很多情形 中
,

这是 一 个

较之直接的平均值更重要得多的标准
。

然而
,

我们这里仅仅甜瑞与平均或期望值相联系的周履的数学提法
。

为了在这一阶段不致于产生非分析本厦的困难
,

我们假投 : 如果用y元晌买投备A,

期仅仅存在两种可能 :

幻我们将得到 g ,
( y )个工时与有折旧费

。 : y元的概李为 p , .

],) 我们将得到 g2 ( y )个工时与有折旧费 aZ y元的概率为 2P == 1 一 P, .

类似地
,

我们假毅 : 如果用
: 一 y元购买毅备B ,

期也仅仅存在两种可能 :

心我佣将得到 h ,
x( 一 y )个工时与有折旧费 b :

(
: 一 y )元的概率为 q l .

l, )我俩所得到 h Z
(

x 一 y )个工时与有折旧费 b Z
(

x 一 y )元的概率为 q 2
.

上面牵涉到的常数均浦足条件
。

<
。 , , a Z , b : , b Z

< 1
。

为筒单起见
,

仅仅甜希无限 的

过程
,.

假如我们定义 f (
x
)为由于使用初始的

x
元与最优纳买策略而得到的工时的期 望 总

数
。

llJJ 正如上面的一样
,

f (
x
)浦足泛两方程

:̀ (
,
) ·

。

疑
:
( p : , :

{ g
;
( y ) + “ :

(
x 一 y ) + `〔` : , + b :

(
1一 , ) , }

+ P,任2

{ g
:
( v ) + h Z (

x 一 y ) + f〔 a : , + b Z
(
: 一 r )〕}

+ p Zq :

{ 9
2
( y ) h :

(
x 一 y ) + r〔a Zy + b ,

(
x 一 y )〕}

+ p Zq Z

{9
2
( y ) + h Z

(
: 一 y ) + f ( a Z丫+ b Z

(
: 一 y )〕}

.

这个方程实盾上属于如在确定情形中所出现的同一类型
,

且有极相似的桔果
。

值得

指出的是
,

在引入期望值的概念之后
,

为了所有数学目的
,

我们已粗搏向研究确定的过

程
。

( 未完
,

待艘 )


