
一类二阶方程粗稳定性的研究
’
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对于微分方程粗

J劣
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一气丈下 二 e 公 十 a 军 十 J 气劣 J , 一石百一 = 。 刀 十 O y

(王 ` 忆乙 `
( I )

不妨假投 ab d沪 O , 因为如果
a , b或 己有一个 为各

:

刻 粗 ( 工 ) 变为可积类型
。

写

_ d

“ + dy 十 八
` ) = 〔“ + by + 叭

` ) J了

这里
b。 一 a d b

a ( x ) 二 一一砚
一

一
“ , + 丁 J吸

, )

故粗 ( 工 )总可写为

d劣 r
_

_

、 碌 己, ,
一

豆了 `
L
“ 劣 十 “ “ + “

川」了
,

不厅
.

== “ + “ “ ( I )

我俏假殷其中 a( 约 在 一 OO <
二
< 十 oo 内建箱

,

适合解的唯
一

性条 件
,

且武
.。
)笋 O 当

二
产 O 多 a ( o ) 二 O

。
因此

.

点 ( 0
,
0 ) 为唯一的奇点

.

本文主要参考 E p y r “ H 的工作〔习肘跪粗 ( 工 ) 的大范围稳定和不稳定
,

此对硫

特别适用于在粗 ( 工 )里的

b。 一 。 d 0 0
,

此时祖 (工 )跳奇点 ( O
,
O ) 不是筒单奇点

,

在定性编 朽本
「}也是要特殊考虑的 l

我们还假毅 a( 幻 满足不等式①

逆
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(
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,
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2二

<
a ( 劣 ) <

于 : 二 当 x 。 ( 0
: h )

吸二
> a( 哟> ]’l , 当 。 ( 一 h ,

0 )

廷里 h 为任意小正数
, 气 > O (艺“ 1

。

2)
,

有时可么
?
·

: 二

( 1
.

1 )

0 或
护 : “ + OO

。

为了在条件 ( 1
.

1 ) 下甜湍粗 ( I )跳稳笼性
,
首先需要观察下二艘性 微 分方程

粗

d劣

d名 一 〔
二 + 。 , + 一 ]手

,

〔
二 + 。 , + 一〕导

,

d夕
一丁万一 = a 公 十 O y

U L
( 11 )

和

d劣

-瓦厂 二

d y

一 J万
se

= a 公 十 O y
肠 `

(丑I )

根据书 ( 2 〕 第二章 怪4考虑二次方程

a b + 〔 bZ一 d (
a + ,

·

` ) 〕 Z 一 bd Z Z == 0

它的根为

Z : , 2 =
( 1

.

2 )
一 Z bd

这里

= L 、 ’ + 4
“ b , `己= M矛一 4况b

` ,
·

: = N矛+ 如
,
·

: 汉2
( 1

.

3 )

d (。 + ,
·

` ) 一 bZ -

d ( a 一 , i ) + b Z

M ￡ == d ( a + 护￡) + b Z-…
tJL

N i (艺= 1
,

2 )

并引入

万 1

一二 : +

了丁
一 2

了
一

刃
尤 2 =

一 , , : 一

了丁
一几7百万

- ( 1
。

4 )

饭

卜

有关系 尤
: 一尤 : = 1

.

于是权据 人
, 兀 : 和 K : 的符号可制别栩 ( 11 )和 ( 111 )奇 点的类

型
,

并能写出其积分曲楼族的方程
。

为 了筒便
, 引入韶号

:
r ( I ) ,

r ( “ ) 和 r (皿 ) 分别 表 粗 ( I )
,

( 11 )和 ( 111 )的积

分曲枝
, r H

表直按 “ + 勺 = O ,
在其上 r (工 ) ,

(r
兀 )和 F 恤 ) 有水平切枝

。

vr ( )I 表

曲接 、 + by 十 a (劝 = 0
,

在其上 r ( )I 有垂直切挑 ; r v(
“ )表政旗 、 + by + , ,二 = O ,

在其上 (r
” ,有垂直切麟

,

vr
(川表直楼 、 十勿 + 八 , = O

,

在其上 r 〔引 有 垂 直切

麟
, 几表直麟 y “ Z ,二 , 几表直麟 y = 几

二 ,
如果 Z ;二几 = Z 。 ,

剐以 lo 表直栽 , = Z
。 二 。

9 2
.

毅 己 < O

在假段条件 ( 1
.

1 )中
,

我仔,取
,

,

: = 0
.

由 ( 1
.

3 )
,

( 1
.

4 )和 ( 1
.

2 )有

川 > O
,

尤 1
> 0

,

尤 2

< 0

二
,

z一二
,

z
,

==
冬

“
a

了 2乙 一 K I Z Z =
a + ?

’
,

b

` 12 2

一号 (2
.

, )
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1)若
。
> O

, b > O
。

由 ( 1
·

2 )和 ( 1
一

3 )有 Z ,
< O

,

和 r H 的相关系位置如图 !
。

考虑函数

几 < 。 , Z , +

会
> 。

,

2 2 +

会< 。
.

因此 l : , 12

v (一 , , 一

1
(一 , + z : 二 ) ”

`
K ,
( , 一 2 2二 )一 ” K , 当 (

二 , , )。万

0 当 (二
, , ) 万 H

( 2
.

2 )

。 里 H 一

{
一 , + 2 1二、 。

, , 一 2 2二 > 。

}
多 饥 为这样 的正常数

,

使 , n K I
> ,

一 。凡 > ,
。

利用 (2
·

1) 针算 V的偏导数得

当 (二
,

刃
。 H

夕二 _ j
刁劣 一 {

黔
一

( 一 , + z ,二 )”
乙

尤 ,一

l(
, 一 几

二 )一 “ 尤 2一

l(
。 二

+b 力
a

O 当 (二
, 夕) 。 j l

a犷 一

与犷 = 1

华 ( 一 , + 2 1二
)
,了乙无 : 一 1 (卜 2 2二

) 一
, , `

尤
,一 1卜 (

。 + , ,
)
二一 。 ,〕 当 (二

, , ) 。 , ;

O

0 当 (二
, , )万 H

于是还过粗 ( 工 ) 针算 V的导数有

d犷

, 不
- =

`

粤 (一 , + z : 劣
)
? ,毛

K ,一 1 ( , 一 2 2二 )一 ” `
K Z一 1 (。 二 + 。 , )〔。 (二 ) 一 , ,二〕当 (

, , , )。 刀

O

0

在二内作 G三
{
二 + “ , < o

, , 一 2 2· > o

}
,

, 。图

当 (
劣 ,

约 奄H

由方程知粗 (工 )民硬过 r ,

X

弓考

p林乍

右半政技的一切运动当 ￡增大时都进入域

G内
。
故
令

> o 当 (· , , )。。
,

, 据 : e T a e B

定理峥孤 (工 )零解不稳定
。

〔注 〕 在这里 q e T a e B 定理中的域

V > O为 G
。

我俏把 q er ae B 所定义的似

曲俊 V == O为边界的城 V > O棺小为以 犷

二 O的一支 , 一几
二 = O和 r H 的右半直找

( 通过它粗 (工 )的一
切运动当

t

一
+ oo

时都进入 O 内 ) 为边界的域 G
。

、
气

类似地
,

2) 若
a
> 0

, b < O
,

作
( 阔 1 )
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当 (
二 , , )。 H

V (二 ,夕) =

( , 一 z : 二 )”
`
K ,

( 一 , + 2 2二
) 一

, ,`
兀 2

0
当 ( 二

,夕) 万万

” 里 H ·

{
, 一 2 1二 > 。 】一 , + 2 2劣 > 。

}
。

3 ) 若
“ < 0 , b < 0 ,

作

当 ( 二
, y ) 。 H

r (
二 ,夕) ,

( 一 , + z 一二 ) , 天 I ( 一 , + 2 2二 )一 饥尤 2

0
当 (二

,夕) 万 H

这里 H 一

{
一 , + 2 1· > 。 ,

一 , + 2 2· > 。

}
·

4) 若
。 < 0 , b > 0

,

作函数 V 与 (2
.

2) 相同
。

同理可靓得 (工 )的零解为不稳定
,

相 应地也可在另
`
一半平面内迭探某城 H ,

并

在其上作面数 V既明不稳定的桔希
。

因此得定理

定理 .2 1 对于粗 (工 )如果 d < O 且 a( 幻 痛足不等式

0 < a
(
二 ) < , : x 当 劣 。 ( 0

, h )

或 0 > a ( 二 ) > r l二 当 ` 。
( 一 h

,

0 )

趁里
: ,
和 h 为某正常数

,
lnJ 粗 ( 1 )既零解不稳定

。

9 3
.

毅 d > 0
, a > O

。

假武 a( 劝 满足不等式

a ( 二 ) > O 当二 。
( 0

, h ) , a ( 二 ) > 0 当二 。 ( 一 h ,
0 ) ( 3

·

1 )

即
二 a ( 二 ) > 0 当 0 < 1

二
1< h

我们考虑定正两数 V :

己
F ( `

, , ) = “ + 下 夕`

通过粗 ( I )补算 V 的导数

己V d r l

硕王一 == 2 了 L言 (
a ` + “夕) 2 + ` a

(
,
) ( 3

·

2 )

_
_ _

d V
1 )如果 b < 0, 由 ( 3

·

2 )得 一
而 为定负函数

,
根据已知定理 L叼

,

粗 ( I )的零解
。

_
. _

_
_

. ` _ . _ L .
’

_ _ _

己
_ _ _ _ _

_

为大范围稳足
,

其稳 足城为
` z + 了 尹三解

,

若 h = + co 剧得全局稳定
·

_
_ .

_

_ _ _

_ d犷
2 ,如果 6> o ,

由 ( 3
·

2) 得 硕了 > 0 当 `
产 o

·

根据 H舰 ae B 定理
,

粗 ( I )零

解不稳定
。

故得下定理
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定理 3
·

1 对于粗 ( 1 )段 d > O
, a
> O

,

且 a( 幻潇足不等式 (3
·

1 )
.

如果 b < 0
,

lBt 粗 ( )I 零解大范围稳定
,
如果 b> 0

,

lBJ 为不稳定
。

吞4
.

关于衬翁情形 d 》 O
, a < O 的一些镇备定理

_
,

_ d 劣
,

d y
,

~
二 ` 。 , , 、 ,

一
、 , _ ,

,
、 , L , 一 ~

_ , , ,

~
,

令
, == 0 得 福于

二 汁y f 场f
` 二 ““

·

因此粗 ( I )
,

( 11 )和 ( l )的迄动 当 `增大

b
_ _ _ _

_

_
_ . _ _

_
_ _ _ J _ _ _ .

_
, _

时顺时研只同一定角 ( 其 正切为 会 ) 穿过 , 翰
·

只下都假殷
“
(
` )潇足 (1

·

1)
·

1 )若 b < 0

政挑 T H , T v ( 亚 )和 r y (皿 ) 的相关位置如图 2
,
且粗 ( I ) , ( 11 )和 ( 111 )民方 向

场有如下不等式
:

,

白d。 劣 + b夕 a 公 + b夕

。 二 + by + a
(
劣
)

a 牛 十 b y + 勺劣

在 r y ( ` )上方

在 r 。
土方且在 r y ( ’ )和 r v( 侧之简

在 r y (川下方

VAA
b一d

VA
a 劣 + b夕

a 二 + b夕+ a ( 二 ) d

a 劣 + by b

邸十石y + rl 劣 d
在 r H下方

( 4
.

1 )

了....户
、

、....、

卫王+ 6卫 _ 互 之
+ by + a

(
二
) d -

a 劣 + b夕

a 劣 + b夕+ ,一劣

b

d

在几 ( “ )
_

上方

在 r H
_

h方且在 vr
( 双 )和 vr

( ’ )之简

在 vr 川 下方

,Od

AA

.

力da 劣 + b夕

a 劣 + b y + a
(
二
)

a 劣 + b夕

a 劣 + b y + r Z劣
在 r H下方 ( 4

.

2 )

( 圆 生)

现观察粗 ( 工 )
,

( 11 ) 和 ( 班 )

的积 分曲筱的相关位置
:

o1 段从正半 y 勒上任一点 A ( O ,

, 。 )出发 的 F ( ` ) , F (皿 )和 f ( “ )当 二
> 0

时顺时断在有限时简分别交 F H于
.

点 B

(
二 , 夕)

,

B ,
(
二 , ,夕,

)和 B Z ( x :
, 乡2
)

。

再从 点

B
, B . 和 B : 出发分别引 I

’

( ` ) ,

r ( “ )

和 r `皿 ’ 交负 半 ” 勒 于 点 户 (0
, “

火C ;
( 0摺

。

川 )和几 ( 0
, 万。 ( 2 )

`

)
,

已日弧 A刀 C

二 r ( ! , ,

筋
: e 。 ` , ) ,

汤
2二 r ` · , ,

命
: e 。 ( · , ,

或
e r 、 , )

.

( 在这

里我们假定 r ( m) 与 vr (侧 的交 点 的

横坐标 ` h )

由不等式 ( 4
.

1 ) 和 ( 4
.

2 ) 知
,
产户 . . 、 “声 户. 、 、

(r
「 )的 孤 A B C被夹在孤月几仇 和 孤
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A几 C :
之简

,
.

且有

} ,
。 ( 2 )

1< } ,
。

{ < ! 兮
。

川 } ( 4
.

3 )

由于方程粗的对称性 (只 一 二 ,
一 y 分别代替

二 , 夕方程不改变 )
,

对于
二

< O 有

同样的拮果
.

如果 ly
。 ( ’ )

l ` 夕。 ,

我俩从C : 出发在
二

< O半平而内作 I
’
(皿 )交 r 。于点 B 、 ,

再 过

lB 作 (r
” )交正半 夕朝 于 A , ,

那么 lA 必 在 A下 方 ( 如 图 2 )
。

山上所述
,
知 从 域

A BI ` :

瓦不五出发的粗 ( 工 ) 的一切运动当 `令 + co 时都停 留在敌 域内
,

且 它俏之

中不可能存在除奇点 ( 0
;

0 ) 外的周期解 ( 因为如果存在不包 围原点的 周 期解
, `

色

必包围另一奇点
,

这与奇点唯 一 J

性违背
;
如果存在包围原点的周期解

,

它必交 y 勃
,

lRJ 与上述湍靓的桔果违背 )
。

权据 B en id x s o n 沙〕定理 W达一切坛 动当 ` 今 + 、 时

必趋于原点
,

故粗 ( 工 ) 零解大范围稳定
。

同理
,
如果 } ,

。 咬2 ) 1 ) , 。 ,

我们从 c : 挂l发在
` < o 半平 面内 作 r ( “ )交 F。于

点互
,
再过几作 r `侧交正半 , 翰 于 A : ,

那么几必在 A
_

上方
。

则从 A出发跳叙 ( 工 )

的坛动被排出在有限城 A从已热人 A之外
,

故翘 ( 工 ) 零解不稳定
。

2) 若 b > O
。

依 l司样的方法拐相同的豁箭
。

定理 4
.

1 在条件 J 、 O
, 。 成 O和 ( 1

.

1 ) 下又毅当 t 份大 时从 正半 y 瓤出发

的叙 ( 11 ) 和 ( 111 ) 的运动与 r H 相交
,

且从 r : : 出发的运动与负半 夕朝 相 交
,

如

果 l夕
。 ( 2 )1 之 万。 ,

lRJ 叙 ( 工 ) 零解不稳定
; 如果 l y

。

川 l兰 夕。 ,

则为大范围稳定
,

其稳定域 G为 A刀 :口 ,刀 : A : A 。

o2 如果翘氏 111 ) 效 A的运动当 亡今 + co 时在 lrr 上方趋于从点
,
这时散廷动从点

A出发离开 夕$lI l后又斡回趋于 夕翰上的原点
,

必在某一点 刀 处其横 坐标达到最大
。

这点D 郎为吐接 r y (侧 的点
,

因此在
,

> 0

牢平面 r y 恤 ’在 r 。 上方 ( 如 图 3 )
。

在

此情形下必然 b < 0 ( 囚为若 b > O
,

lRJ

F v `瓜 )在 r 。的下方
,

矛盾 一 )
。

由不等式 ( 4
.

1)和奇点唯一 性
,

从 域

月刀 OA出发的粗 ( 工 ) 的运动 当 亡咔 + co

时都趋于原点
。

过刀点作 , 朝的平行袋 交

r H于 E ,

过 召作
二
翰的平行接交负 半 夕

于勒 F
。
同样从负半夕朝上点 A ’

(取 】O A ’

}

。 1洲 l )出发在
x

< o 半平面中作 月 ’
D

’
0

,

D
` E ,

和 E ,
F

’ ,

女口果 10 F Ì 1OA
`
I
,

按

己劣

照粗 (工 )的方 向场 :在D 忍上有饭言` < o ,

J梦

d云
、 。 ,

在 E F 上有
卒 < o

t赶石 (圈 吝 )
即一山
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> 0
。

故从域 0 D E F O 内出发区叙 ( 工 ) 的运动必或者进入域」刀 O A 后趋于原点
,

或者穿过 O F进 入 A `
刀

`
0

’ A ’

后趋于原点
。

对于域 O D
’ 刃 ’

F
`
0也有同样良情况

。

所以

私域 G 三 A D 石 F A ’
刀

’ 刃 ’
F

’ A出发的粗 (工 )伪一切坛动都趋于原点
,

郎粗 ( 工 ) 零

解大范围稳定
,

其 稳定 域为 G 。

注 意
,

我俩迭定 A 便 D 的横 坐 标 ` h 。

如果

! o F ! , 1 o A `

1仍得大范 围 稳定
,

但须将 G 的作法略加修改
。

故得定理
.

定理 .4 2 在条件 d > 〕 ,

.a ( 0 和 ( 1
.

1 ) 下如果通过正半 夕翰的粗 ( l ) 的

坛动当 亡今 + oo 时在 r H上方趋于原点
,

剧粗 ( 工 ) 零解 * 范围稳定
.

a3 如果粗 ( n ) 过点 A的廷动当 亡峥 + oo 时在 r H上方趋于无穷远
,

根据 不等

式 ( .4 2 ) lHJ 粗 ( 工 ) 过点 A的运动当 亡峥 + oc 时走出任何指定 的有 限域 外
, 因此

得
一

卜定理

定理 .4 3 在条件 d > O , a < O和 ( 1
.

1 ) 下如果通过正半 夕朝的粗 ( 11 ) 的

坛动当 `今 + 、 时在 r H
上方趋于无穷标

, lR[ 粗 ( 工 ) 零解不稳定
。

类似地有

定理 4
.

4 在条件 d > 0
, 。 < 0 和 ( 1

.

1 ) 下如 果通过 r 日 跳粗 ( l ) 的送动

当 t今 + oo 时在二 ( o 牛平面往下趋于无穷远
,

lRJ 粗 ( 工 ) 零解不隐定
.

怪 5
。

在条件 d > 0 , a

< 0 和 ( 1
.

1 ) 下甜希粗 ( 工 ) 的稳定性
。

r
_

、 2

令 J ` 三 L
d (“ + r ` ) 一 “ ,

J
+ 4 a b , d == 0

得两根

1 r
r , , 、 。 I 一不

,

、 l r
, , , .

1一下 、 2 ~
, 、

气 = 豆 L仍一泌二
“

衬
一 “叻

`

J
= 丁Li

” l二 汀
一 “ “

J 乙
”

_
.

1 厂
, , , 。 厂

.

一下户 ~ l r
, 。 , 。 了

.

甲只、 , 一
, _ 。 _ .

犯 A 一
音L

6 , 一 “ d 一 2
汀

一 “ d 6 , J
, B ·

音L
6 ,一 a d + 2

汀一
d 6 , J

, “ ` A < B < + OO

当 0 < 气 < A 或 气 > B 时有 人 > 0 , 当 A < , ￡< B 时有 人 < 0 ,
当

, ￡= A或 刃

或有击 = 0 ( ￡= 1 ,日 )
.

我们将就
, : 取上述三类不同值进行时谕

,

当应用 务4 定理判定* 范围稳定时
,

按相应定理中所艇方法作稳定城
,
本节不另瞥远

。

如果 h = + oo lllJ 得蚕局稳定
。

( 甲 )
.

在 ( 1
.

1 ) 中役
, : = o

, , : = 月 > 0

因 J ,

( , , ) = O , 由〔2〕粗 ( n )的奇点 ( O
,

0 )为握化焦点
,

且一切积分曲麟切直
口

栽马
。 : 夕== Z

。 二
于原点

,

这里 Z
。 = Z : = Z : . 心

一 a d 6 ,

bd

一李一 z 。 =

b ~

耐 于以止 dn bz

一 bd

> O

< O

1) 如果 b ( a d + b Z) < 0
,

显然粗 ( 111 ) 通过

当 b (耐 + bZ ) < 0

当 b (记 + bZ ) > 0

A 的运动当 亡今 + OC 时必与 几 相

交
.

又由 〔 6 〕第二篇第一章 务3
, 一

号( “

~
一 b` ) > ”

故粗 ( n ) 的奇
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点为稳定担化焦点
,

而当
二 > O 时 l 。 位于 r H下方

,
于是从 r H 曲发的翘 ( 11 ) 跳运

动当 t峥 + oc 时往 I
,

H下方沿 l 。 趋于原点
,

即有 l ,
。

川 1= O < 夕
。 .

根据定理 4
.

1得粗

( 工 ) 雾解大范围稳定
。

2 ) 如果 乙( a己+ b Z ) > 0
,

这时当
二
> 0 时 F H

位于 l 。 下方
, 叉山〔6〕 p < o ,

故粗 ( 11 ) 有不稳定握化焦点
,

于是从正半 , 喇 I上出发的机 ( 11 ) 的运 动当 ￡咔 +

oo 时在 r H上方趋于无穷远
。

权据定理 4
.

3得粗 ( 工 )零解不稳定
,

因此得

定理 5
.

1 对于粗 ( I ) 段 d > 0
, a

< 0 且 0 < a
(
二 ) < A 二 当

: 。 。
( 0

, h ) ,

O >
a (二 ) ) A 二 当 二`

(一 h ,
0 )

。

那么
,
如果 b ( a d + b Z ) < 0

,

粗 ( I ) 零解 为大范

围稳定
,
如果 b (

a d + b Z ) > 0 ,
为不稳定

。

〔 附注 〕在此 ad + 夕 笋 0
。

因为 诚 + 夕 = O IRJ A 二 0
,

与假段不符
。

( 乙 )
.

在 ( 1
.

1 ) 中殷
, 2 = B

, : , > 丑
。

因 J Z
(
, 2
) = 0

,

粗 ( 111 ) 有退化焦点 ( 0
,
0 ) 且一 切积 分曲麟切兄

。

于 ( 0
,
0 )

,

趁里 Z
。 = 心 一 。 d夕

一 b d

尽 一 z
。 =

O ,

a 汉一刁一
。泞醉

一 b d

< O

> O

b < 0

b> 0

当当

1)如果“ < 。
,

因 , 一
’

一
会 (寸二二蔽石了

,

十 护) > o
,

。 :l粗 ( l )有稳定退化焦点
,

二

` 当 二
> 0 时 l

。

在 r
l ;

上方
,

于是从正牟 , 翰出发的粗 (班 )的廷动当亡令 + co 时 在 I’H上

方洽 l。趋于 ( 0
。
0 )

,
权据笼理 4

.

2得机 (工 )雾解天范围稳定
。

2 )如果乙> O
,

卿i粗 ( 111 )有不稳定焦点
,

当 二 > O时 r 。
在 lo 上方

,

于 是 过 r 日的机

( 111 )的一切运动 当 t今 十 oo 时社下趋向无穷远
。

根据元理 4
.

4得粗 ( 1 )不解不私定
,

故得

定理 5
.

2 对于粗 ( I )没 碌> O
, a 灯 0 且 叹习 > 及

,

当 珑 ( 0
,

.)I ;吠心 < 刀
, 当 阳

(一 h : 0 )
.

那么
,

如果 b < O
,

粗 ( 1 )雾解失范围稳定
,
如果 b > 0

,

为不稳定
。

(丙 )
,

投在 ( 1
.

1) 中跳 ,’i 适合
: A ` , ` < B

因 d ` (入 ) < O
,

故 (0
,

0) 为粗 ( 11 )和 ( nI )的焦点
,

其积分曲麟族方程为

/ I 心不 、 2 , _

l 厂一下犷
汀 几

-
二万 - 二 , 劣

`
十 几y 一

一
二 `一二 劣 . 二

、 一 ` o a l \ 一 乙口肠 /

。
_ _ _ _ _

r M 玄
.

夕一 ( L 汀一 Zbd )二 、

` 如 1 . 万尸 l -宁万 - 宁尸户 “ 哪刁 花 , 下尸~ 气片下一叹二几丁一 l
卜 V 一 习 i 气v 一 J 玄I一 匕o a )劣 尸

( 5
.

1 )

砚按 9 4的韶号建立夕
。 ( ’ ) ,

尹
’ )与 y 。 之简的关系式

,

首先表示 r (侧通过点 (A 0
, y 。

)

卜

和遭袂 I’ n

上的点 B : ( 二 :
, 夕: ) ,

这里 夕: 二 一
了 翔 , ` :

> 0
.

我俏有

万
, 打 、

扎 二
,

份叩 气刃二不
’

万 )



20 中 山 大 学 学 报 1 9 8 3 年

和

I 一叶
, 。

衬 一落「一 劣 , = 七 2已$ 尹

l 一 a , ,

r

“ = 二 ,

汀一丽一
“

卿 L

(六
一` ,

浅

概
(
晋

一 。 : 。 ! ,

)

从上两式渭去 C Z
得

N
, _ 、

一丁7 于一 ) l
, 习 2 尹

( 5
。

2 )

其次表明 r (“ )通过 B , (
;。 , , , , )和 `

’ , ( 0
.

, 。 ( ’ ) ) , 我们有

夕 二飞认
- _

产 对
.

N
. 、

汀一协=
` , =
印” L万二不

“ cr 勿
了霭 J

和 一 , C “ ’ 一 C ,一“
〔

M -

心一 J I
( 一要 )

` 〕
梢去 C ,

得

厂二弄丁 r 一 3了1

一 y
o ’ ` ’

== 劣 ,

衬一下r 一
“ x 尹 L刀二不

N -

(要+ 。 ,
·

e : 。 二:里于
` 气了 一 习 l

) 〕
` 5

·

3 ,

由 ( 5
.

2 )和 ( 5
.

3 )消去
` :
得 y。 ( ’ )与 y 。之简 的关系式

:

l ,

洲
一 , 。

打
二 ,

〔法
(晋

+ 一 ;̀

六
, 〕

·

厂 一 M
,

X 邸尹 l 一了~ ~尹
、 八了 一 。 2

L 百 一盯
c `
g

N
, 、

、
.

一丁一一亏
=

) l
八了一 习 2 尹

( 5
.

4 ) 。

同理建立九 ( 幻 与万
。
之简的关系式

石丁 r 一万 :

l 、
、 · ’

= !lo 衬不
` 劣尹 L万艺不 2

( 子
+ 一

` ;

六
) 〕

·

x 。二 ,

〔
一 万 -

斌一 J l
(要 一

乙

_ _
_ , _

N : 、 、
“ T C ` g 万二不

夕 J
( 5

.

5 )

根据定理 4
.

1有如下定理

定理 5
.

3 对于粗 ( 1 )毅 d > 0
, 。
< O 且 a( 幻 满 足 不 等 式 ( 1

.

】)
,

其中
, 、 活合

A < f ￡< B , ( ` = 1
,

2 )

1 ) 如果
.

xV/、 ..沪、 ...夕
ó 、声、、沙

汤
·

〔浩
(晋

十 “ 护“ `“

厂 一 万
,

X 心公尹 !
`

一7 = = 于
、 八 J

一 习 2

( 要 一

`

助
`

e亡g

N
-

甲一 J l

N
,

心 一 J Z

厂

侧粗 ( 1 )零解大范围不稳定
,

2 )如果

洲

了哥
。
或瓷

汀

、 万宁 “ r c 石g

y
一 、

l r 一M
,

一产专 ) l已劣 p 卜二~
二

今 ,

丫
· J z 户 `

V
一 J Z

,

兀

L— ee o r c 石

N
:

、

、
口~ 一 r = 井 、 } 二弓 1

心
·
J 、

`

J
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lRJ 粗 ( 1 ) 零解不稳定
,

( 丁 )
,

殷在 ( 1
.

1)中的 ?
·

i 适合
: A了 r ,

< B , ( <
,
’

2好 B
.

因武
,
·

, ) ( O
,

故粗 ( 11 )的奇点 ( O
,

0) 为焦点
,

其积 分 曲 楼 族 方程为 ( 5
.

1) , 其

中艺= 1
,

对于粗 (班 )有叭气 )夭 O
,

其积芬曲校族方程为

} , 一 lz
二
! 一天

,
I , 一几

二
}尤

2 一 〔
了

( 5
.

6 )

因

” 2一 “ (
· + ?一 ) + “ ,

{互舌
(“

’ 一心一“ “ ” < ”

, 2

一 ` ( J一 ) + “ ,

{
> 2 (

a d + 寸 一 a d b Z ) > 0

< 0

当 a况+ b , < 0

当 a汪+ b , > 0

当 a 〔 l + b , > 0

当 a d + 62 < 0

由 ( 1
.

3 )和 ( 1
.

4 )有

K
. _ _

一 J l
,

「
节歹宁 > U 和 户 “ 一币厂一一 弓

J 几 Z U 气

> O

a , l r
、 二

一
丁, 刀 1 ,2 =

—
, ,一 l 孟甲 2 日一

0 一 2 0 任 `

< 0

“ 不〕{
> O

刁 0

当 b ( a d + 乙2 ) < 0

当 b (
a d + 乙, ) > 0

当 b (
a 己+ b Z ) < 0

当 b (
a己+ b Z )> O

1) 若 b( 诫 + 醉 ) < O
,

glJ 当
二 > 0时 r H

在 l ,和几上方
,

且原点为叙 ( 111 )的稳定精点
,

因此通过正牢夕勒的粗 ( 111 )的运 Z]J 当艺增大时必与 r 礴目交
,

照 9 4作 优 曲 接 A B :君 : ,

趁里通刀
, c r (皿 ) , B : C , c r ( “ )

.

首先表明 I
’
( m )通过点 A ( 0

, 夕2
) 和 B :

(
` : ,夕1

)
,

这里

夕一 “ 一 了
劣 , , 二 :

> 0 , 由 ( 5
.

6 ) 和 尤 ,一万 2 “ 1 有

I N
,

一寸不 、 一万
.

r N
,

+ 心不 、尤
,

肠 = 夕
。 l

一
石

`
一 .

’

飞 一一 -一一二万犷万

- l
\ 一 乙。 a / \ 一乙o a ,

( 5
.

7、

其次表明 F ( 兀 、 通过
.

点B ,和尸 :
( O

, , o ( ’ ) )有 ( 5
.

3 )
,

从 ( 5
.

7 )和 ( 5
.

3 )牙肯去
二 .
得夕

。 ( ’ )与 , o

的关系式

, ,
。 ` : , , 一 , 。

了
二裂热 〔去

( 二 2一 、 才 ) 〕
一 ` : x

X

!去
( , 2 +

、
) 〕K

Z二 ,

〔斋
(
普

+ 一
` ,

决万 , 〕
2) 若 b( ad + 沪 )> O ,

lRJ 当
二 < 0时 r H

在 l :和几下方
,

且原点 为 粗 ( 班 )的不稳 定 枯

点
,

因此从 r n

`

产口 . 、

的 右 半 段 出 发 的 粗 ( 111 )的运动当亡培天时必截负半夕翰
,

照 且4作

A几几
,
这里 几 B Z c (r

皿 )
,

B Z
价 c r( 川

,

用同样 的方法得夕
。 ( 之)与夕

。

的关系式
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一一—

一
一一 _

~ ~
- - -

-
,

一 一一
一-

一 -
一~

-

一
一

一一
- 一

一
、

-

1 9 6 3 年

}夕
。 ( , ) ! =

, 。

了
b全

一 4 o d孙 l 〔会
( , 2一 、 不 ) 〕K : /

、 厂 1
, , , .

,

二 、 一兀: 。 , 。

八
L 了 、 工v Z十 V 口 2 ) J

专 ` 尸

N -产 一万
1 , 兀

,

N l

1 ee l

一
产 t ; 二~

一 a代呀 宁万一了
、 ` Z 一 J I ` 八铲 一 “ l

) 〕

根据定理 4
.

1得下定理
定理5

.

4 对于粗 ( I )殷己) o
, a < o

, a ( x )满足 ( 1
.

1 )
,

这里
,
’

:适合
:

o ( r Z
<

“ 1 ,

A <
护 l < B

.

1)如果 b (记 + b , ) ( 0且

了澳勇 [去
( ,

2一 、 。 〕
一 ` ,

〔青
( N Z+ “ ` , 〕K

’ ·

r 一 万
, , 兀

x e 劣尹 l 一7 一气了 L 二 + a ,
’
c艺夕

` 八了 一 “ 玉 `

N -

寸 一 J I

)

〕`
,

lIR粗 ( I )零解大范围稳定
,

2 )如果 b ( a d + b , ) > 0且

了哥爵〔扒 凡 一

顿
’

x 二 ,

〔
一 M t

寸 一 J :
竺

2

〕K
!

〔
一 。 ,

’

c 亡g

}
( 凡+

倾
) 】

一凡
.

、

N
l

心 一 J l

) 〕“ ,

lIH为不稳定
。

(戍 )
.

毅在 ( 1
.

1 )弓的暇适合 A <、 <刀
, r ,尸 B

.

因刁2 ( r Z
)刁 0

,

只U原点为粗 ( 班 )的焦点
,
对于叙 ( 11 )有 L , > 0

,
M :

`

> 0
,
N t研一

_

0,

由 ( 1
.

2 )一 ( 1
.

4) 有 0 <万 ,
/天

2 < 1
,

由此原
.

点为其枯点
。

其积分曲柱族除 12外都切 l ,刁
几

原点
, 当b夕 c时 p `

一 M
l

b
( 0

, Z : , : “ ( L ,
士了 J :

) /一 Zb d < 0
, Z , 一 z : < 0

,

一

会
一 “ : :

夕。 ,
而当“ < ”时

,

一切相反
。

1) 若b < 0 ,
lRJ 叙 ( 11 )的奇 点 为稳定钻点

,

且 l , , 2
在第 I

,

nI 象限
,

当 x
) 帅寸I’H

在 l : , 2下方
, l ,在几上方

,

于是从 r H
上出发的粗 ( 11 ) 的运动当云增大时必往下截负 牟夕

勒
,

照 9 4作优 曲接 A B
, C : ,

与 (
’

丁 )2 ) 相仿
,

得 y 。 ( ’ 》与 九的关系式

, ,
· ` , ,

, 一 , 。

了镖薪〔告̀
N

: 一 “ 了 ,

]
K I

[会
` N l + “ 、 )

]
一 ` 2 ·

X 。· ,

〔音号 (号一
` ;

子轶
一

)]

2 )若 b > O , 旦altJ ( n ) 有不稳定枯点
,
且 l : , 2

在第 n
,

扮象限
,

当 , > O时

r ,
在 l : , :

上方
,

11 在 几下厉
,

于是从正牛 , 翰出发的粗 ( 11 ) 的运动 当 亡增 大时
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一

一
~

~

一

一

一
一

~ . . .~ ~ ` ` . . . . . . .

.

尸口 . 、

必截 r H 。

照怪 4作 曲楼 A凡口
: ,

与 ( 丁 ) 1 ) 相仿
,
得 ?lo 川 与 夕。

的关系式

l ,
。 ( 2 ) 1=

, 。

了
;

粤吸号
( N , 一 心: ,

〕
一兀 1

〔
一

:
` N l+ 心瓦 )

〕
尤 2 /

r 一 M
, . 兀

X e劣户! 一一气井= 二于一 L 花二 十解c 名g
` 八了 一口 2 乙

一丛一
、 1

寸一 J Z ’
J

根据定理 4
.

1故得下定理

定理 5
。

5 对于粗 ( I ) 投 d > 0
, a

< 0
, a (二 )潇足 ( 1

.

1 )
,

这里 A < , 2

< B -

犷一> B
.

1 ) 如果 b < 0
.

且

了孺荞于〔誉
( N l 一 心不 ,〕K

’

〔誉
` N l+ “ ` ,

〕
一尤 ’ ·

、 。二 , 「一二些匕 ( 资一
。。 : , 一

,

丝兰 ) 1动
`

V 一 刁 2 z
V 一 刁 2 沪

月lJ粗 ( 工 ) 零解大范 围稳定
,

2 ) 如果
一

b ) 0 且

了
一 4 a 己2 r 2

b 2 l号
` N ,一心不 )〕

一万 1

〔结
( N l + “ 不 )〕

一了 Z x

/ 二 ,

〔
一 M

,

心艺不
(晋

+ 一
` ,

溉
,〕
> `

贝 lJ为不稳定
。

唇6
。

殷 d ) 0 ,

a (侣 ) > 0

于是粗 ( 工 ) 写为

d劣

d云

。己+ b Z== 0

当 二 `
( 0

, h )

a ( 二 )满足
:

a
(
二 ) < 0 当

二 `
( 一 h ,

0 )

一 “· + “ , 一

令
a
(
·
)

, d y _
_ . : ..

一写飞一 ~
(“ `
甲 U夕

a 乙

引入新变通 Y : Y = d夕一 b公 息p y
1

. ,

.

1
. 助

二二工

d

、 .矛
`、声,I,一.且了几了、了

叮、

那么粗 ( 工 ) 变为

d 劣

d云
= Y 一 鸟 (

二 ) ,

b
=
护

d Y

d云

价
, 、

—
a 气劣 j

肠

在肘脆中 引进曲技 Y == 立
a
(
二 ) ,

从 ( 1
,

) 得到

d Y

d劣 一

醉
,

—
a 气劣 )

a

b
工 一— 3 、劣 )

0
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y d !
二石 -

} Y= 0= 一 “ 少

容易看出
:

粗 (工
`

)定义如下的 方 向

场
:

所有的坛动按一定角交
二
翰

,

在曲

麟 Y 一
与 ( 二 )上一切运动横坐标

二 当
G

二 > O时达到极大
,

而当
二 < 0 时达到极

小
,
在 Y 勒上拟坐 标 r 当 r > O 时达

到极大
,
而当 r < 0 时达到极小

。

1 ) 若 b > 0
。

由 ( I
”

) 有

d r

—
)

d劣

少
“
(
二
)

(圈 4 )

当 r > 0
, 二 > 0 (本 图中鱿夕应是 i协

或当 r < 。 , · > 。 且在曲。 Y 一

令
a (· )下方

当 r < 0 , 二 > 0 且在曲拢 Y 二 立
。 (二 )上方

( 6
。

1 )

d l
’

-二一~

咬 U
a 劣

( 6
.

2 )

过点几 ( h
,
0 )向上作方程

bZ
, 、

d y 万叭叼
石丁 二 一下尸一 ( 6

.

3)

的积分曲枝
,

段它交正半 Y 朝于 月 ( 0
, y 。 )

,

又过 B : 向下作 Y 翰平行校
,

毅它交 曲

~
.

. ,

b
, 、

一
.

, 二 , .
_ _ _

_
. _

二
_

_
. _ _ _

_
_

_ _ _ 、 _ _

…
_ , _ _ _ _ .

_

_
裁 1

’

=
言

“

的于点几 .(l
,
Y Z
)

,

再从 B Z
顺时针弓! ( .6 3 ) 的积分 曲往交负牛 1

’

勒于点

打 z ( 0
,

}
” 。 ( 2 ) )

,

这里 Y
。 ( 2 ) < 0 0

根据不等式 ( 6
.

1)和 ( 6
.

2 ) 知粗 ( I
’

) 的从 A 往!发

巩积分曲麟当 t增大时被排出在城 A几几价 A 的外面 ( 如图 4 )
。

投它交负半 Y 翰

于 C ( 0
,
Y

o

)
,
故有

一 Y
。
> 一 l

’ 。 ( 2 ) ( 6
.

4 )

表明 ( 6
.

3 )的积分曲簇过点 A ( 0
, l

” 。
)和 B : ( h

,

0 )有

二 2
{军

一 2竺 {
h 。 (二 )己二 或 一 ,

· 。 2一 2里 {
h 。 (二 )、 .r

l上 0 G J O 6 J 0
( 6

.

5 )

表明它过点 B Z
( h

: 1
厂 2
)和仇 ( 0

, I
’ 。 ( 2 ) )有

/

}笋
)

t

一粼
“
(
` ’ “ `
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或 ( }
’ 。

川 )2 一 (令
· (“ ,

)
’ _ b Z f h

== 一 之一 } a 气3; )〔 I J ( 6
.

6 )
“ J o

由 ( 6
,

5 ) 和 ( 6
.

6 ) 有

,
, 。 2 二 ( ,

/ _ ( 2 ) 、 : 一 (三
。 ( 、 、丫

Y
o Z
< ( Y

。 ( 2 ) )
2

或 Y
o

< 一 Y
。 ( 2 )

由 ( 6
.

4 ) 有 一 Y
。

> Y
。
根据方程 ( I

’

)的对称性故得$jI ( 1
`
)零解不稳定

。

2 )若 b < 0 由 ( 11
`,

)有

当 r > 0

或当

_
, , . 二 _ _ ,

b
仍
) U

_

且不〔阳通吃上
一

= 一
a 气劣 )

.

七 万
,

r < 0 和 二
> 0 ( 6

.

1
`
)

男a

l)z一a

V
甲卜一劣

d犷
_ 。 _ , , _ _ ,

屯牙一 ) U 当 , 户 u
且在曲壮 Y 一 三

。
(
劣
)下方

( 6
.

2
’

)

、.t .I. ,声
、、.尹了

、 ,产

不
J

r、
a

孟曰a

一

产了.甩、

劣几补
毅

·

一 {二
(

;览(
一

令
·
(
·
,

)
,

二 `
( 一 h ,

0 )

从正半 Y勒土点 A ( 0
, Y 。

)
,

这里选 r 。
戈 , , 山发引 ( 6

.

3) 的积分曲耗
,

积据 ( 6
.

3) 的
, L . _

*
, .

~ ~
, . .

…
_ _ _ _

b
, 、 .

_ _ .

方向场
,

它必
`

在第工象限与曲筏 1
`

二
令

“
(
`
) 相交

,

敲其 交点 为 B ( , : , “ , )
,

自 B

引 l一 翰的平行艘交
二
翰于 B , (二 : ,

0 ) , 再从 B : 出发引 (6
.

3) 的积分 曲袂 交 负半 r 翰于

团团团目目

卜 (阿 5 ) (菌 8)
(本 图中的夕应是 Y )

带 E yP
r叨 在文章〔1 ) 怪28 中因为忽略了这一点

,

以致定理 28
.

1有错很〔7〕
。
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点口
:
( 0

,
Y

。 ( ’ ) )
,
廷里Y

。
( ’ ) < 0

。

( 如图 5 )
。

根据不等式 ( 6
.

1
’

) 和 ( 6
.

2
,

)

知粗 ( 工
’

) 的从 A出发的运动当 亡增大时在域 A B B , CI A 内通过后交负 半 r 勒
,
毅

其交 点 为 C ( 0
,
r

。
) ,
照情形 1 ) 的方法得一 Y < Y

。 ,
故粗 〔 I

`

) 零解大范圈稳定
。

粽合上越
,

并 回到粗 ( I )
,
得定理

定理 6
.

1 对于粗 ( I ) 投 d > 0
, a己 + b Z == 0 且

a (二 )痛足
a ( 二 ) > 0 当

二 ` ( 0 , h ) , a (二 ) < 0 当
二` (一 h ,

0 )

如果 b > O RIJ 粗 ( I ) 零解不稳定
,
如果 b < O IRJ 为大范围稳定

,

其稳定域为 口
。

口的作祛如下
:
在

二 , y 平面从直麟即一 旅 == 0 上点 A出发 ( 这里 10A I`
r
) 作方

程

卫生 =

d劣

a 劣 + b y一 a (劣 )
一 b劣 + d y

( 6
.

3
`
)自p ( 6

.

3 )

*
,

~ _
_

, , ` 、 一
` , , .I 、

,
_

,

b

俐秋 分四视父四四 一 。劣 十 a y 一 一
a 又劣 ) ,

` , . _ , ,

b
, 、 、

_ ~ ~ ~ ~
,

~ _一U 、 即 I = 万叭幻 ) 寸点 刀 , 目万 件半仃

于 甸 一 肠

交 甸一 b二 =

` 0 的 的 直 挑交
二
朝于点 B , ,

再从 刀 : 出发 作 ( 6
.

3
’
) 的 和分 曲麟

0 于 C , 。

类似地
,

在另一 半平 面中 作曲接 cl B BI A ( 如 图 6 )
,
于

是 城 」丑B : C ,云云,通刁即域 G
。
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