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大家知道
,

李雅普豁夫函数V是研究稳定性简题的重要工具
。

近年 它又被推广

应用于微分方程的定性研究
。

这是V函数方法的新发展
。

V画数方法是李雅普带夫发展 p io cn 盯 `在定性研究中所采用的地 形麟方 法得来

的
,

胜 子方法的实厦是根据两数 V 沿着积分曲效的 变 化情况 来判断积分曲接的性

态
。

因此
,

很 自然会想到它应当可似用来研究积 分 曲技分布的拓扑图形
。

B
·

B
·

H e M加工K“ 认阅跳
。

他早就有这种想法井且在他和他的学生等人的工作中得到题实
。

他最近写的短文哆〕是对这方而工作的概述
。

到目前为
_

止
,

这方面 的 工 作还做得很

少
。

本文将应用 V 面数来研究定义于一般度量寨简的动力系扶的轨修
。

根据V两数

沿着动 力系杭的轨修在
“ 雾导集

”

上各阶导数的符号来判断轨筱的性态
,

虽1

定义 1
.

LI 〕 殷抬定一度量空周凡

单参数变换群 f( 尹 , 云) ( 一 oo < 亡< 十 oo )
,

1
.

f ( p , o ) = 尹 ,

基本引理

在其上定义一 砚到 自身 (尹` 刀
,

f( 尹 , t ) ` R )的

具有性厦
:

, 二` (”
, ` ,对 ( , , ` ,` ” :对于任一 JJ交̀ 数列

{
。。

}
, l i m

怜
~

)
。 。

t。 二 云。 ,

及任一收

1im

”
译。

尹孔 二 尹。 ,
恒有

, ;

mooL
,〔 , , , ` , ,一 f ( , 。 ,

,
。

对任 一外刀和任意的云: , 亡2 0 1 二 ( 一 OO
, + oo )

,

有

f ( f ( p ; 云: )
, t Z ) 二 f (尹

, 亡1 + ￡2 ) ,
-

、̀之.几.

列I点欺

刻这种变换群了( p ,

约称为在空简五的动 力系就
,

参数￡称为时简
。

〔注〕 由性盾 I 可推出如下性厦
:

I
’ .

对任
一

点尹
。
人

,

任意大数少>
。和任意小数

。卜 。 ,

恒有这样一 个数咨> 。 ,

能
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使当 p 伽
, g ) < ` 和 !

t
l《 T时

,

p ( f (尹
, 云)

,
`

f ( g , 亡) ) < 。 。

征明见文 lL〕
,

这个性厦是以后樱常要用到助
。

、 在弓!入一些名称 `。二
·

号
,

对于固定的 ,
, .

点` , ( , , 丁) 一

{
` ( ,

, ` , :
’

一
< ` <

十一

}
称为过 ,

J

点的` “
多 ·

点集 f ( , , r ·
,一

{
.

` ( , , ` , : ·

“ < 十 一
}

,
称为过 , 点

、 正 , 轨。
, :

点集 , ( , ,

I
一

,一

{
, ( , , ` )

:

一
< “ 。

}
称为过 ,

山

, 的 负半、 。
。

在

区简
:

T , 《 云( T Z , 望 .
< ￡< T Z ,

甄 < 云咬 T Z , T :
< t < T Z

的轨校段分别韶为
:

了(几

T .喊云( T Z ) ,
f ( p ,

少 ,《 亡< T Z ) ,
f (尹

, T ,
< 艺《 T Z ) ,

了(尹: T , < 艺< T Z )
.

点尹称为奇点
,

如果对一切 坛 I = ( 一 oo
, + oQ )恒有 j’( 尹 ,

约“ p 。

在本文的 号 1 至 谷 4
,

研究只含一个奇点的域内轨筱以性态
。

被研究就奇点韶

为 O , 乒卜投包含 O的域 H为紧阴集
,

在 H上除了O以外没有其他奇点
,

H的边界为 r
H =

H n反又日
,

H的开核为 H
“ 二 日 \ r o

.

在 怪 5 研究全本简只有一个奇点的轨接全局性

态
。

段 V (尹 )为定义于 H ( 或 R ) 的莲植泛函
,

如果极限
:

一sm ( V ( f (尹
, 忿) ) 一 V (尹) ) l `

亡一》 0

存在
,
侧称它为泛函 V (川沿着轨按 j( 尹 , ￡)右八点的导数

,
豁为d V (川 /击

。
二阶 导数

是一阶导数的导数
,

以此类推更高阶的导数
, 万阶导数以沪 v/ d户表之

。

本文段泛函V (川在日 (或人 )莲被和具有适 当阶迎擅导数
,

祝每 个 命题 需要而

定
。

以后
,
每个命题所需要的各阶导数都假定它存在和连按

。

引理 0
.

敲
.

f (尹
, 云,

( t《 t Z ) c H (或刀 )
,

V ( f (尹
, t : ) -) <

,
< V ( f (尹

, 亡2 ) )
, lHJ 有亡。 , 亡,

< 亡
。

< t Z ,

使V ( f (尹
, 云。 ) ) = , 。

既
.

若硝不然
,
则区简 〔云: ,

几〕可以分为两部分
:

r , 一

{
` : V ( r ( , , 。) ) < 一 ` e 〔` , , ` 2〕

}
, 1 2 一

{
` : V ( f ( , , ` , , >

,一 `· 〔` ! , ` 2
一

“

显然
,

I ,
有上界云: ,

故有上确界沪
。

若 t气 I , ,

RIJ V ( J’( 尹 , 艺,) ) <
: ,

由V贪莲韧性
,

对月 8 二 ( ,

一 V ( f (尹
, 亡. ) ) ) 1

2 ,

可求舀>
o ,

使当 p ( 叮
,

f (尹
, 云. ) ) ( a时

t V (口)一 V ( f (尹
, ` . ) ) , < e

。

由 f (尸
, 六)的速校

·

{生
,

对于舀>
o ,

可 求 :
>

o ,

使 当【卜 云.

】< : : 时
, p ( f (尹

, 艺)
,

f (尹
, 云. ) )

长 乙 因而有

I V ( f (尹
, 忿) ) 一 V ( f ( p , 。带 ) ) I < e

,

. ’ .

V ( f ( 尹
, 亡) ) < V ( f (尹

, t .

) ) + e = (
,
·

+ V ( f (尹
, `.

) ) ) /2 <
, 。

这与 ` . 为 I
:

的上秘界

矛 盾
。

因此
,

只有 亡. `
1 2 ,

自iJV ( f (尹
, 亡.

) ) >
?
·

。

依同理可求
r > o ,

使 当 【t 一尹 】< r 时 -

V f( ( )I
, t ” ) ,

·
。

同样与户为 I
:

的上确界矛盾
。

这就征明了我们的断言
。
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〔注〕 对 固定的 p , V f( (尹
, ￡)) 是艺的连植函数

,

并且导数也是对云而 言
,

因此
,

不难麟惑微分学 中的洛尔定理
,

面数民递坛
,

逆减和极大极小值判别法对 V ( f ( p , 亡))

仍适用
。

引理 1
.

投阴集 G C H含有奇点 O
,

如果泛函 V (月沿在 G内任二队找 f ( 卯
,

曰

随 亡坛大单稠变化 ( 上升或下降 )
,

井且 f( p , T+) c G (
.

汉尹 ,

I 一 ) c G )
,

lllJ 当 艺今 + OO

( 一 oc ) J寸
,

.

f ( 尹
, 亡)趋于奇点 O , 当亡令 一 oc ( + oo )时

,

f ( 7, , 乙)离 7 ,
一

G
。

征
.

任取一点那 G \
、

O , 为秘定起兑毅 .{( 尹 , T+) C G
,

因G为紧集 --II 的阴子集
,

故 f( 尹 ,

)t 的 , 一极限点集忍 p笋户
,
我们要靓夕 p就是奇点 O

。

事实上
,

若习 ,
)

\ o 、 ,
,

只lJ有 : · 习 , \ 0
。

。 I田 一。 。
,

点的、 义
,

有数列
{

f。

}
忿、今 + oo

,

使 l i m f (尹
, t、 ) = 口

.

由V的莲箱性推得
,

111: I V (
.

f ( 7
, , ` ,

) ) = V (口)
,

?卜 ) + co n ~
) + 。 。

再 d玉V ( f (尸
, `) )的单稠性推得

,

l i n 1 V ( f ( 尹
, 忿) ) = V ( (] ) , 了气 f (尹

, 试)的 。 一 极限
t一 ) + 。 。

集习尹为阴的不变集 C l 〕 ,

故 f (叮
,
工 ) 亡习尸 C G ,

因而
,

V ( f ( 9 , ` ) ) 二 V ( 9 )
,

对一切 t o l
.

这与V ( f (口
, 忿) ) 的单稠性矛盾

,

故夕尹仅含奇点 O
,

即f( 尹 ,

约兮 O
,

当 t分 + ` 时
。

今往靓当 亡兮 一 oo 时
`

,

f (尹
,

O离刃
二G 。

若韶不然
,

则 f( 尹 , I 一 ) C O
。

因G为紧集
,

故 f( p ,

约的 a 一
极限点集 A尹沪 势

。

毅

胖 A 尹 ,

若 q为奇点 O ,

lHJ

l i m V ( f (刀
, 云) ) 二 V ( O ) = l i m V ( f (尹

,
t ) )

,

这与 V ( f ( 尸
, 诬 ) 的单 砌性矛

云~ ) 一 oo 亡一 > 十OO

盾 ,
若 g不是O

,

创因为
,

为阴的不变集 C l 〕 ,

故 f ( g ,

)I C沟
,

C ` ,

依照土 l盯同法可靓

V ( f ( (] : 亡) ) = V ( , )
,

对一切 云̀ I ,

同样与 V ( f ( 9 , 艺) ) 的单稠健卜矛后
。

因此
,

当 亡分

一 ` 时
,

.{( 尹 ,

)t 必离开 O 。

对于 (j 尸 , T一 ) C G的情形依同理可靓
。

靓毕
。

〔注〕 若 V (尹 )在仔 \ O 为正
,

V ( O ) = 。 ,
V ( f (尹

, 亡)陇 `增大单稠工
几
升 (下 降 ) ,

lnJ 当艺令 + oo ( 一 OQ )时
·

,

f (尸
,

约离开口
。

若韶不然
,

则 f (尹
,

+I ) ( f( p
,

I
一

) ) C G
.

由引理
,

当分 + oo ( 一 OO )时f( 尸 ,
的兮 O ,

由V的连擅性 V ( f ( 尸
, ` ) ) 今 V ( O ) = o ,

这与 V ( f (尹
, 乙) ) 随 艺增大单刹上升 (下降 )

矛盾
。

依同理
,

若议川在G \ O为负
。

V( 0 ) = 。 ,
V ( f( 尹 , 才) ) 随 `增大单稠上升 (下降 )

,

lllJ 当 `今一 OO ( 小 OO )时
·

,

f ( 尹
,

约离开召
。

引理2
.

役在 G C H满足
:

产v/ 爪 K
>

, > 。 ( d w /d声<
扩

<
口

)
,

兀兑正整 数
,

则

对任一 p `
G

,

轨壮 了( p ,

)t 当 艺分 士 oo 时
,

离刃
: G 。

红
.

段 ; F = 。 K
一

,
V / d 产

一 ’ ,

」I = 吕 `。 , , 乡厂( 尹 )
, ? ,`

= 艺? ;
.

f If
’

(尹 ) , 为确定起见段在 G潇
p
` G 尹 。 G

足产 V /d声>
厂

>
。 。

若引理不成立
,

则对某一 严 G
,

在 t ` T+

或住 I
一

恒有研厂 ( j( p ,

约 ) /击>
,

.

山积
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分求得
:

当亡)
o
时

, 才 ( f (尹
, 云) ) ) 『 ( p ) + , ` ,

当亡<
o
时

, W ( f (尹
, 云) ) < 甲 (尹 ) + , ` ,

因此
一

当 ` > ( ,1t 一 I犷 ( p ) ) /
,
时

, 『 ( f ( p 声 ) ) > M , 当 亡< ( , 一 W ( 户 ) ) l
,
时

,

平 ( f (尹
, 云) ) 叮二

,

这和
,二
鉴评 ( p )鉴卫矛盾

。

依同理可靓产V Zdt K
<

, < 。
的情形

。

靓毕
.

定义 2
·

点集 心
。
一

{
, :

d y ( p ) /“ `一
, ` H

}
称为 , 导集二点集 `一

{
, : “ v ( , ) l“ ` > 一 ; · ”

}
称为正导集

。

点集 心一 {
, :

Vd ( , ) /“ ` < 一 , · H

}
称为负导集

。

弓!理 3 毅集 r c 心
。 n H

。

含有奇点。
,

如果在 r , 。 r \ o 满足
:
萨 v j。严 = 。 ,

对一切 ` < 2
。 , .

砂“ v 阿价
”

>
。 ( < 。 )

, 忍 , 。 为正整数
,
则 r . 有一个不含 O的 邻域

U ( r勺
,

对任一点严 U ( r勺
,

卿L栽 j( 尹 ,

约具有下列性盾
:

1夕
.

f ( 尹
,

,
p `

< : < , p

) c 心
一 n u ( r , ) ( 喻

+ n v (厂
*

) )
,

2
0 .

f ( 尹
, 亡。 )

`
V

o n U ( r
.

) ,

3
0

.

f (尹
, , P

< : < , p , ,

) c 心
+ n v ( 。

`
) ( 寸

一 n u ( r , ) ) ,

4
0 .

f (尹
, 色拜 f 云p `

和朴
”

离开 ( F 介 )
。

能
.

在 r ` 任取一个子集子
:

其阴苞不含 o
,

则由尹W /d ` , “ 的连擅性
,

可求
, > 。 ,

使在 r 满足
:

毋W /击抓>
, .

由此可求 r的一个不含 O 的邻域 U l ( )r 在其内使小W Z山
2礼

>
,

/2
.

由 引理 2
,

对任一

点 介 u :
( r )

.

当 恋今 士 oo 时澎 L耗 f( 户 , 。
璃开 u : (云)

。

王仄作邻域 u ( r ) c u ,
(孙

,

使 其

内任一轨释 与 V
。
相交

,

作法如下
:

投烬 r
。

迭足够小的仑> 。 ,

使忍(户
,

创 C U :
( r )

。

因产 V ( 刀) / J tK = o ,

对一切 忍< 2
。 , d Z孔 V (尹 ) / d tZ叽> o ,

故 V ( f (尹
, 亡) ) 在 `二 o

取 得

极小值
,

因而可求 。 P

> 。 ,

使 f ( 尹
, 一。 p

` : < o ) C 心
一 n s (尹

,

e )
,

f (尹
, 。 < ,` * , ) C

V + n 叔 p ,

创
.

豁尹: = f( 尹 , 一` ,

) , 尹2二 f( 尹 , ` p

)
。

由打 / dt 的莲擅性
,

可 求 ” >
。 ,

使月( , , , 。 ) e 心
一

n 召 ( , , 。 )
,

s ( , 2 , , ) C 心
+ n ` (尹

, 。
)

。

由动力系扶的性质 I
’ ,

可求 a >
。 ,

使 f ( 忍 (尸
, 舀)

, 一云,

) C 只 ( 尹
, 刀 )

,

f ( 习 (尹
, 舀)

, 云,

) C S ( 尹
2 , 刀)

,

f ( 召 ( 户
, 舀 )

, 一 亡P

三 t兰艺
;

) C 月 ( 户
, 。 ) , 月IJ在 管 巾 ( 尹 ) “

.

f ( 习 ( 尹
, 占 )

,

一 , , < 。 < ,
p

) 的 任 一轨 拉 与 寸
。

有 唯 一交 点
.

事实上
,

对任一点 昨中 ( 川
,

有 云` ,

!忿
’

} < 亡
户 ,

使 f ( 。
, 亡` )

`
夕 ( p , 占)

,

f ( 。
, 艺’ 一 t 。 )

`
厚 (户 , , 刀 ) C V 一 ,

f (口
, 亡护+ 云。 )

` 凡

( , 2 , : ) c 喻
+ ,

故有 ,。 , , , 一 ,
;

< , , < ` , + f ; , 使 f ( 。
, , ,

)
。

心
。 ,

拜且 , ,是唯一的
,

否则
,

有 , , ’

笋 。, ,

使了(。
, , , `

) `

众
o , ` , 一:

P

< , , ’
< “ + ` , ,

于剔 ( , (。
, ` ) ) 在 : ,和 , , ’

廷到 极

卜
、

,

一

气
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小值
,

祖 v ( f( 。 , ` ) ) 在 (S 尹 , 。

) 没有极大值
, 不可就有两个极小值

,

故 气唯一
。

对

一切尹。
r ,
作这样的管中 (川则 U ( r ) 二 U 中 ( p )为我俏所求

。

它具有引理所列的四
P e

石

个性盾
。

事实上
,

任一 点奸 U ( )r RIJ 鲜中 (尹 ), 按中 (川的作法
,
有唯一的 协 !云,

! <

2`
, ,

使 f (叮
, ` , ) C V

O n 中 (尹 )
。

又因在 U ( F )
,

V ( f ( 叮
, 。) ) 没有极大值

,
故 f ( q , t , )

也是 f (口
: 艺)与 V

O n U ( r ) 的唯一女点
。

再因 U ( I
’

) C U . ( F )
,

按 U , ( r )的性盾
,

有二数` , ’
< 。q , , ,

使f ( 。
, ` )在 : , `

和 : , ,`

离开 v ( 6
。

因而 f (。
, ` , ,

< ` < : , ) c 访 n u (厂)
,

f ( g , 云, < ` < ` , ,,

) C V + n U ( r )
。

视弃来作引理所要求的邻城 U ( r 带 )
.

殷域 H的底径为己
,

令 r : =

薯
, : ` j Z

`+ 1
二 。 ( , ,

o ) 二` J2
. , , `

r .

} ; 。每个 r `

丈 ) ,

的阴苞不含O
。

据刚才征明
,

每个 r ￡有邻域 U ( r ` )
,

它具有引理所列的四个性盾
。

令 U ( r勺 = u U ( r : )
,

lllJ U ( r 勺 为所求
。

事卖上
,

任取一点严 U ( r勺
,

创拼正义 r K )

( 某一尤 )
,

按 u ( r K ) 的性厦
,

有 , P `
< : P

< , ; ”

澎 (尹
,
:
二

)
:

众
O

n u ( r K )
,

f ( ,
, , P `

< 云< t。 ) C V一 n U ( r
:

)
,

f (尹
, 艺, < 艺< 亡

; ”

) C V
+

n U ( r
二

) ,
f (尹

, 亡)在 亡二 ’

和 亡; ”

离开

U ( r
:

)
。

我们进一步要靓 f (尹
, 亡)在亡, `

才11云, `,

离开 U ( F . )
。

由于V ( f ( 尹
, ` ) ) 在 t = 亡P

取

得极小值
,

因此在 忿< 亡
’ P

及 亡> 亡, ” ,

f( p ,

约不会进入任一U ( ir ) ( 艺沪兀 )
。

否则
,

有亡. ,
产艺P ,

使f (尹
, t p 带 ) : V

O 门 U ( F ￡)
,

此时又得一极小值 V ( f (尹
, 艺P .

) )
,
但是

,

在 U ( r 勺
,

V ( f ( 户
, 亡) ) 没有极大值

,

不可能有两个极小值
。

这就靓明 j( 尹 ,

约在亡P r

和亡, ”
离开 U ( r .

)
。

因此
,

U ( r 勺为所求
,

对于尹W 了击
2札 < 。

的情形依同理可征
。

征毕
。

定义 3
.

点集 v
。 一

{
, : v ( , )

一
, · H

}
称为二值集 ; 点集 v + 一

{
, :

V (尹 ) > o ,

引理 4
.

, ·
H

}
称为正值集

, :

点集 v 一
气

{
, : v ( , ) < 。 , , ` H

}
称为。 值集

·

殷集 r C V
。

n H
“

含有奇点 O
一

如果在 r . 二 r \ O满足
,

d V /dt > 。
( < 。 )

:

lllJ r .
有一个不含奇点O 的邻域 U ( r 举 )

,

使对任一点 , U ( r
.

) ,

软接 f ( p ,

O 具有下

列性质
:

l
o .

f (尹
, : < t , `

< ` p ) C V 一 n U ( r . ) ( V + n U .( T带 ) )
,

20
.

f (尹 , t
P

)
`

V
。
门 U ( r 带 ) ,

.

3 o .

f (尹
, t , < ` < 亡

P ,`

) C V
十

n U ( I’ . ) ( V 一 n U ( r . ) )
,

a4
。

f (尹 , ` )在 t P ’

和` ,, P

离开U ( f . )
,

赶略
。

它与引理 3 的征明很类似
。

定义 4
.

软修 f( p ,

约称为抛物轨接
,

如果当 t 分 + oo ( 一 oo ) 时
,

f( 尹 , 亡)分 O ,

当 它减 (增 )至某一数 ` ,

时
,

f( 尹 , ` )离开 H
。

点尹称为抛物点
。
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帆接 .f( 户 ,

幼称为双曲轨释
,

如果当 云减少至某 ` , `

时和当 , 增大至某一 t p ”

时
,

f( 尸 , 忿 ) 离开 H
。

点 尹你约双曲点
。

救释f( 尹 ,

门称为椭园轨楼
,

如果 j( 户
,

1) C H且当 `兮 土 oo 时
,

(j p ,

约兮 O
。

点叮尔为椭园点
。

虽Z A 型 法 域

在这一节对泛函 V (川补充如下假投
:

o

咬 V (尹 ) ( 1
, 尹。

H
,

多霉中V ( O ) 二 o , V (尹 ) > o ,

对于 尹: H \ O , V (尹 ) == 1 ,
对

弓
几尹`

r H
。

定义 5
.

阴集 G C H称为 A型法域
,

如果满足
:

1 ) 翅界 r 。 = F
。

U r : ,

其中 r
。 == r c n r 。 产 势

,
r : 。 ( r 。

\ 厂
。

) C V
o ,

奇

点 o
o

r , 。

r
。

称为 G的底面
, r : 称为 G的侧面

。

2) G \ r 1 C V +
或 V一

定理 1
.

如果在 A 型汰域已的侧而 F ,

\ O 满足 :
办 V Z山

K = b
,

对一切沦 < 2 为

砂W /dt Z孔
>

。 , 无, 。为正弊数
,

则在 G至少有一条抛物轨接
,
凡非抛物救搜离开 G

,

其一端与 r ,

\ O 相交
,

另一端与` 的底而 I’ 。
相交

。

肛
.

不妨没 G \ 子
, c 众

+ 。

按引理 3作 lr
, = r ,

\ O的邻域 u ( r : . )
,

表 G 二 ( G 门 u

( r J. ) ) u ( ` \ ( G n U ( r 、 . ) ) )
。

若严 0 n U ( r l ,)
,

则按 U ( F , ,) 的性厦
,

当 亡减少时
,

f( 尹 , 亡 )与 r : .
相交

, 当 亡增

大时
,

f (尹
, 亡 )开离 o 门 U ( r , . )

,

进入口\ ( G n U ( T , . ) )
。

若尹`
G \ ( G n U ( I’ , . ) )

,

如果尹` r ,

\ r : ,
贝lJ显然 f ( 尹

, ` )立襄IJ离开 G
,

因为

V (川 = 1 ( V在H的最天值 )
,

同时 V ( f( 户 , 云 ) ) 在欲点廷到极小值
,
如果 声 r l ,

lHJ 山引理 1 〔注〕 ,

当 忿增大时
,

f ( 尹
, 亡 ) 离开此域

、

但它不能进入 G n U ( r ,勺
,

否

刻
,

会与 r : . 相交
,

V ( f( 尹 , 艺 ) ) 在此交点取得极小值
,

这与 V ( 了(尹
, 亡 ) ) 随 云份

大单凋上升矛盾
。

因此
,

它只能通过 G贪底面 r
。
离开 G

。

当 云减少时
,

它可能进入

召 n U ( r ,
,)

, 此时与 r l介相交
,

也可能不进入 G n U ( r :勺
,

因此
,

不离开 G \ ( G n U

( r :
,) )

,

由引理 1
,

它一定趋于奇点 O
。

此时得到抛物软接
。

总枯上面斯述可知
,

G跳任一轨枝或是抛物轨接
,

或是离开 G ,

其一端与 r :

\ O相交
,

另一端与 r
。
和交

。

今往汇抛物轨接存在
,

投
,为一定数

, 。 ` ,
,

了 1
。

令V , = 七尹
: V (川 = : ,

严 G
吸 夕 ,

r l r

一

{
, :

V ( , ) 、 ,一 , ·
r !

}
.

。。果 ,
·

r l·

\ O
,

” “了( ,
, ` )必与V

r

相交于唯一点。 ,

因为V ( 了(尹
,

O ) 随 云增大单稠上升
.

于是每一点外 r :

入 O对应于唯一点奸 V
: .

这个

对应以 T表之
.
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今靓 T为还箱
。

先征衅 r l ,

n V
,

的情形
。

此时它的对应点匹V
,

为 G的内点
。

住拾
,

e > o (足够小 )
。

作 9 的邻域月(叮
, 。 ) C G

。

在其内选取两点
, 。 : 二

.

f ( z
) , t : )

e
名 ( (] , 。 )

一

V

( g : ) <
?

·

, 叮: = f (尸
, t Z )

`
S (口

, 。 )
,

V (叮2 ) > ,
·

, 亡2
> t , ,

由V的理植性和动力系技的
J

l生质 11
’ ,

可求刀
, >

o , 刀2
>

o
使 召( (] 1 , 刀 , ) C 尽 ( , , 。 )

,

当叮“ 召伪 : , 刀 )时 , V ( ,
`

) <
r , S ( , 2 , 刀2 ) 亡 S

叮 , 。 )
,

当 (] ’ ` S (叮2 , 刀2 )时
,

V (叮
’

) >
, ,

j ( 召( , : , 刀 , )
, 云2一艺: ) C s ( , 2 , 刀2 )

,
`

f (尽 (夕 1 , 刀 , )
,

o簇 亡 ( t Z一 亡,
) C 习 ( (] 1 , 。 )

。

今确定 a > o ,

使 f ( 尽 (尹
, 口)

,
云, ) C S ( l( : ,

刀 1 )
,

只I烬 ( z
; ,

a )

n r , r

映入 s ( 9 , e ) n V
r 。

事实上
,

若尹
` 月 (尹

, a ) n r ,: ,

具JJf (尸气 t : ) “ (口, , ” : )
,

.

f ( ,
,

气 t Z )

`
召(口2 , 刀之)

。

因此
,

V (
.

f (尹气 未,
) ) <

?
,

,
V (

.

f ( 尹气才2 ) ) >
?
· 。

Il l V ( f (尹气 乙) ) 的迎植 咭
,
{和

单稠性
。

有唯一的 ` 0 , 亡,
< t

。

< 亡2 ,

使V (
.

厂( 了
,

气 *
。

) ) 二
,
· 。

自IJ
.

f (尹气 z
。

)
。 声

可( , , 。
) n V

r 。

再

征严 r : ,

门V
:

的情形
。

此时它的对应点 , = p 为 G的边界点
。
同土作 (S 口 , 。

)
,

则有 (] 。 。

f ( p , 忿。 )
` S (叮

, 。 )门G , 亡。 > o ,
V ( ,

。
) >

,
, 。

由V比速植但和动力系叙的性质 I
` ,

可求

刃> o ,

使召 (叮
。 , 刀 ) c s (口

, 。 )门口
,

当叮
’ ` 名 (口

。 , 刀 )时
,

V ( , ’ ) >
,
·
。

今选口> o ,

使召(刀
, 口 )

C 召( q , 。
)

,

f ( S (尹
, a )

,
亡o

) C 月 ( q
。 , 刀 )

,

f ( 月 (尹
, a ) , 。 《 ` < ` 。 ) C

,

夕( 9 , 。 )
。

只IJ「司

样可靓习 ( p , a ) n F l r

映入习 (口
, 。 )门V

r 。

因此
,

T为莲擅
。

依 1司理可征 T 一 ’
也建箱

。

如果对任一尸`
V r ,

机接了( p ,

约都不是抛物轨找
,

则 T 为 F l r

\ O到 V
r

以拓扑决

象
,
但 v

r

为阴 , F ; r

\ O 不阴
,

这是不可能的
。

因此
,

至少有一条抛物轨校存在
,

定理 2
.

如果在A型法域 G的侧而 r l

\ 0 满足
: 己叮 Z(tI “ = 。 ,

对一切 无 < 2
, 、 ,

矛W /击
2孔

<
。 , 无 , , ; 为正整数

,

则泊
二
G至少有一条抛物轨未b 凡非抛物软耗其一端与

r八 O相交
·

另一端趋于奇点O
。

蔽
。

不妨投 G \ 厂
: C 寸

+ 。

按引理 3 作 r l , 二 r ,

\ o 的邻域 u ( I’l ` )
。
表 G = ( G

·

n U ( r ;辛 ) ) U ( G \ ( G n U ( r ,帝 ) )
。

若 , ,

“ n U ( F , ’ )
,
员1J当 : 增大时

,
.

f (尹
, ` )与 r : 带

相交
; 当 t 办戈少时

,
.

f ( z , , t )离

开 ` n U ( F : 带 )进入 G \ ( G n U ( r ,带 ) )
。

若严 ` \ ( G n U ( r ,
,) )

,
则当 云增大时

,

由引理 1 〔生〕
, .

八 )I
,

)t 离开此域
,
它可

能进入 G n U ( r ,勺
,

此时与 r l .
相交

,

也可能通过底面 r
。

离开 G ; 当 t 减少时
,

`

八尹
,

O

不能与 r ,介
相交

,

否 alJ V ( f( 尹 , 乙) ) 在此交点取得极大植
,
这 与 V (

.

f (尹
, 沂) ) 随 亡减

少
一

单稠下降矛盾
,
也不能与底而 r

。

相交
, 因为 V在 I’o 达到最大值

。

因此
,

.

f ( 尸
, T一 )

C G
,

由弓l理 1 ,
f(L 尹 ,

灼今 O
_

当 艺分 一 ` 时 。

今往靓抛物轨按存在
。

考察由底而 r
。

的一点 尹荆
。
出发的轨褛

.

f (尹
, 亡)

。

因为

V (川 = 1
,

故此当 ` 增大时 f( 尹 ,

门离开 G ,
从而离 开 H ,

而当 艺减少时
,

由于V

( (j 尹 ,

O ) 随 艺减少单稠下降
,

因此
,

不会与 r
。

相交
,

也不会与 r : . 相 交 ( 否则
,

会达到极大值 )
。

故八 尸 ,

I 一 ) C G 。

由引理 1
,

j( 尹 ,

约今 O , 当 亡兮 一 oo 时
。

此即抛

物轨倏
。

定理 3
.

投 H = 口口 , :

其 中每一 G :

为 A 型法域
。

如果在 小 \ 。 满 足 :
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干V /己亡
k = 。 ,

对一切 无 < 2? 、 , d之W / d t Z孔 > o ( < o )
, 无, ,、为正整数

,

具lJ毛
,

H \ O有且只

有双 曲 ( 椭囿 ) 机校和抛物轨技
。

红
,

先靓在 V
o

\ O
,

d K V l d乙K 二 O
, 七< 2 , : , d Z俄 V /廿t Z礼

>
o的情形

,

投 p o
H \ O

。

它所在的法域为 氏
, 为确定起晃毅 负 \ r : ￡ C

`

+v
,

r , 、为矶 的侧面
。

由定理 1
,

(j 尹 ,

约 或是抛物轨接
,
或剥抛物 轨麟

,

则它离开 吼
, 当 亡增大时与 ia 的庆面 r

。 ￡

相交
,

当云减少时与侧面 r : 、
\ O 相交后

,

它或者遭接离开 H
,

或者进 入 另 一 祛 域

口 j
,

当 亡进一步减少时
,

它从 G了跳底面

今肛在 心
“

\ o
,

产四 d产 = 。 , 毛< 沙
,

r
。 , 离开 H

。

因此
,

得到双曲软麟
。

d Z孔V l d ` 2孔 < o 的情形
。

段尹` 11 \ O
。

它属

于某一法域伏
。

由定理 2
,

f( 尹 ,

O 或是抛物轨技
,
或引抛物软裁

,
此时其 一 端趋

于奇点 O
,

另一端与伏的侧面相交后进入另一法域
。

再由定理 2
,

它在 这 个 法域

内趋于奇
.

点O
。
因此得戮椭园轨舫

。

红毕
。

定理 4 如果轰心
。

\ o 痛足 : `w /己严= 。 ,

对 一 切 。 < : 2
, : + 1 , ` 2“ + , v /d `2“ + , >

。
( <

。 )
, 无, 。为正整数或髯

,

则在 H \ O的一切轨筱为抛物轨袂
。

红
.

为确定起兑
,
殷在 V

“

\ O
,

产 V / d产二 o , 无< 2
,、 + 1

,
d Z
叶

’ V l d `2
叶

’
>

o 。

由于下面的需要
,

我们往赶轨藏的有限弧至多 有 有 限个零导集v
o

的 点
。

若甫

不然
,

脱
某一弧段 ` ( , , ` 1、 `、 动含有点列

{
, ( , , ` : )

}
C

fo,
!̀ 、 “ 《 tZ,

.

`一 1
,

2
,

一
。

因
.

f (尹
`

t ,

咬 艺喊亡2 )为紧阴共 〔1 1
。

故币极限 点 q = f (尹
, ￡o ) ` V

o , ￡̀咬亡。咬 t : 。

为蔺单起见
,

双 f (尹
, 云: )峥 , , `

一
+ oo

,

因d Z叽+ ’ V ( , ) l d ` 2孔+ 1 >
o , 由导数此连植性

,

可 求 。 >
o ,

使在 S ( , , ` ) g’J , d Z忱 + ’ V / d云2孔+ ’
>

o 。

又 因 d Z

w ( g ) / d 2̀孔二 o ,

因此
,

当

, “ j ( z ) , t < 亡。 )门S ( q , 占)时
, d Z

w ( q ’ ) l d `2孔 < o , 当 q ` ;
f (夕

,
t

o

< t ) 门S ( , , ` ) 日寸
,

d Z孔V

( ? `
) /d `2孔

>
0 .

由J ( p ,
: : )今 9 ,

可求N
,

使当￡》 犷时
,

f (尹
,

t ￡)
`
泞 ( q , a )

,

如果 t ￡< t。 ,

则己
2孔V (尹￡ ) l d `2孔 ( o ,

如果 ` i ) t 。 ,

月叮己Z

W ( 尹 i ) /d ` 2礼> o ,

这和假段 d Z气V (尹` ) /己t Z孔二 o

矛后
,

因此
,

勒艘的有限弧至多能包含V
。
的有限个点

。

今往红沿任一轨彼f( 尹 , 亡)
,

V ( f( 尹 , 已) )随 亡绝大单稠上升
。

任取两点 f (尹
, ` : ) 和

f ( 2
, , 亡2 )

,

( t ,
·

( 亡2 )
。

据刚才红明在 f (尹
, : , 《 云̀ * 2 ) 至多含有 V

o

的有限个点
,

敲赵些点为

p `二 f (尹
, t ( ` ) )

, ` = 1
:

2
, … …

, 。 , 云;

“ 川 < ` ( 2 ) < … < 。 ( , )` 云2 。

因 d即 ( 尹 : ) /d声

= o ,

对一切论 < 公 ; + 1
, d Z礼+ ’ V ( p 、 ) l尽̀

2
叶

, >
。 ,

故此
,

沿每一轨按 段 f (尹
, 云: < t`

亡川 ) , … … ,

f (夕
, 亡( ` ) ` 云̀ 亡( `+ ’ ) )

,

… …
,

f (尹
, ￡( “ ) ` t《 云: )

,

泛函 V单稠上挤!
·

,

由

此推得 V ( f (尹
, ` : ) ) < V ( f ( p , `2 ) )

.

因此
,

对任一点尹`
V

o

\ O
,

V ( f ( p , ` ) ) 随 t 增大

单剥土升
。

由V的莲釉性和动力系扶的性厦 I
`

不难靓 明 有 a > 。
存 在

,
·

使 当 尹了

(尹
, ` )时 V ( f ( q , 亡) )单稠上升

。

若六 ,
,

)I 砂
。 一 , ,

lAJ 显然v ( j( , , `) )单稠上升
。

否别 企 沪 ,
。

因而 小 有敛

界点。`
V

“

\ O
。

据阿IJ才题明可求口>
o ,

使对任一点口
’ ;

s ( q , 。 )
,

V ( f ( 9 ` , t ) ) 单 稠上

刃
一

,

这 与 , 为 V
一

的边界点矛盾
。

粽 L所远
,

对任一点 l
, `

11 \ O
,

V ( f( 尹 ,

约 )陇 t沂大单稠 J :
升

。

而因 V 在 H 的
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拉界取得最大值
,

所似 f( 尹 , I 一 ) c ”
。

故 由 引理 了
,

当 它今 一 oo 时
,

`

仪 尹 ,

约分 O
,

当 云足够大时
,

f( p ,

约离开 H
,

因此 J (尹
,

约为抛物轨徒
.

靓毕
.

怪 3 B 型 法 域

在这一节假毅泛雨V (夕 )为变号
,

介 (川 /六 为定号
。

定义 6
.

阴集 G 亡 H称为 B型法域
,

如果满足
:

1 )边界 r 。 == r
。

U r Z ,

其中 r
。 == r 。 口 r 日产价

; r : 二 ( F。
\ [’ 。

) c V
。 ,

奇点 O ` F Z。

r
。

称为 G的底而
, r Z

称 为口跳侧而
。

2 ) G \ r : c V +
或V 一 。

定理 5
.

如果在 B型法域 G \ O满足
: d V /由 > 。 ( < 。 )

,

刻在 G 至少 有 一 条抛

物软携
;
凡非抛物轨楼属于下列两种类型之一

: ① 离开 G
,

其一端与` 的侧而 r入 o

二 r Z帝相交
,

另一端与。 的底而 r
。

相交
, ② 双曲轨裁

。

靓
。

为确定起冕没右 o \ 0
, 己v /击 >

。 ,

并 不 妨没 G \ 了
Z c v犷

.

按引理 4作 r 2 .

毅邻域 U ( F 2 . )
,

表 G 二 ( G 几U ( r 2 . ) ) U ( G \ ( G n U ( F 2 .
) )

。

若尹“ 门 U ( r 2 . )
,

只lJ按 U ( r 2 . )以健卜厦
,

当 亡减少时 f ( p , 云)与 I’ 2 .
相交

, 当 亡增

天时
,

f ( 尹
, 云) 离开 G门U ( r 2 . )

,

进入口\ ( G门U ( r Z* ) )
。

若 解 G \ ( G门U ( r Z ,) )
,

lHJ 由 引 理 , 〔注 〕
,

当 亡地大 时
,

f( 尹 ,

约 离 开 此

城
。

它不能进 入 G门U ( r Z ,)
,

否则
, 会与 r Z举相交

,

V (
.

厂(尹
, 亡)) 在此交点取得零值

,

这与V (
.

厂(尹
,

均 )随 `增大单稠上升矛盾
。

因此 ,
它只能她过 G 的底而 r

。
离开 G

。

当 `减少时
,

它可能进入 G n U ( r Z朴
,

此时与 r 2 . 相交 ,
也可能通过 r

。

离开 G
,

此时

得双曲轨传
,
最后可能 j( 尹 ,

I 一 ) c G
,

此时由引理 1
,

f( p ,

约今 O , 当 t今 一 oo 时
,

即 f (夕
,

的为抛物轨修
。

, 往“ 抛物 , 。 存在
,

。 r >
。

足 够刁
、 ,

、 v一 {
, :

v ( , ) 一 r , , · `

{
, :
了( ; ,

I ) n了
2一 ,

, , ·
V

小 子
2一

{
, :

, ( , ,
I ) n V

·

` ,
, , ·

瓦\ O

V
,

二

。

如果

)
ó

l)
产̀、

在 G 没有抛物轨窟
,

则 V
r ,

r Z为开集
,

事实上
,

若外 V , ,

则 p 为双曲点
。

因 此
,

有

止’ p < “
` , 使 如 三 f( 尹 , ` ’ , 《 `” ,

) C ` ,

f ( 夕
, ` ) 在 ` ’ p

和 ` ” p通过 r
。

离开 a ,
扑且

,

由

V r 的性质推得 (P r Z , l川 = 己>
。 。

由动力系杭的性厦 I
’ ,

可求舀>
。 ,

使当昨戳 尹 ,

刃

和 云` ,
< 云三 云

` , p
时

, 。 ( f ( g邢 )
,

f 伽
, 亡) ) < J /2

。

故 f ( g ,
T )门 r Z = 价

。

因 此
,
习伽

, 占)门

V , c V , ,

仓n V , 为开集
。

依同理可靓 r :
也是开集

。

故 V
r ’

= V ,
·

\ V : 和 F Z` = r Z

\ r Z

为阴集
,

因假定在 G 无抛物轨趁
,

依定理 ! 同法可靓V
, ’

与 r : 护

\ O为拓扑对应
, 仇

V , ’

为阴集
,

而 r Z ’

\ O 不是阴集
。

这是不可能的
。

因此
,

抛物轨旗必存在
.

·

定理 6
.

殷 H = 胃G : ,

其中每一` : 为 B型法域
。

如果在 H \ o 满足
:

刃 /击 >
。

`二 1
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( <
。 )

,

lHJ 在 H \ O有且只有双曲轨酱和抛物轨接
。

征略
。

山定理 5 依定理 3 同法可靓
。

〔注〕 由这个定理进一步知道
,

文〔6勺所湍的奇点之任一 邻域只有双曲轨换租

抛物软楼
,

因而
,

除 了奇点以外
,

不包含整条轨按
。

虽4 C 型 法 域

在这一节殷泛函V (力不是定号的 ( 常号
一

或变号 )
, 己V (川了山 也不是定号 的

.

定义 7
.

阴集 召 C H称为 C型法域
,

如果满足
:

1 ) 边界 r 。 == T
o

U r : U r Z ,

其中 T
。

= r e n F H笋 势 , r : = ( F e

\ r
。

) 门 V
o

沪 价 ,

r : = ( r 。
\ r

。

)门V
o

护价
,
奇点 O

`
r l门 r Z ,

r
。

称为 G的底而
, r ,和 r Z称为 口的侧而

。

2 ) “ \ ( r , U r : ) 亡 v + n V + ,

或V + n V 一 ,
或V一 r 1 V + ,

或 V 一 n V 一 。

注
:

若 r Z = 势
,

侧口为 A型法域
;
若 r , = 价

,

剔 G为 B型法域
.

定理 7
.

如果在 C型法域 G满足
: G \ r , C V + ( V一 ) ,

在侧面 r八 O
, d w /己产刊

。

对一 切 无 < 2二 多 碌2叽 V /六
2孔 > 。 , 无

, 。 为正整数
,

iflJ 在口至少有一条抛物救筱
,
凡非

抛物轨耗属 于下列三种类型之一
: ①离开 G

,

其一端与 C 的侧面 r :

\ O 相交
,

另一

端与尸的底而 r
。

相交
, ②离开 G

,

其一端与 G的侧面 r Z

\ O相交
, 另一端与口的底面

r
。

相交
,

③双曲轨接
。

题略
。

依定理 1 和定理 5 同法可靓
。

似下两定理描述泛两 V (川不是定号
, d V了击 也不是定号时

一

,

彰〔救的性态
。

定理8
.

投 H 二 胃 G ￡ ,

其中每刁
、为 A ,

B
,

哩法域之一
,

如果在小 \ o 满足
:

`= 1

d叮 / d少 , 。 ,

对一切 忍 < 沙
, 砂孔v /击、 >

。 , 无 , , 为正整数
,

lRJ 在 h \ O有 且 只有

双山轨接和抛物轨技
。

靓略
。

由笼理 了
,

笼理 5 和定理 7
,

依定理 3 同法可靓
。

定理 9
.

股H 一 胃G 、 ,

其中每一 G `为 A ,

B
,

恻扶域之一
。

如果在心
。

\ o 满足
:

`= 1

汉叮 /浮产“ 。 ,

对一切 忍 < 2
, + 1

, 己2吮+ , V /d `2俄+ ,汁 。 ( < 口

在日 \ O有且只韦双曲轨接和抛物月如窿
。

k , 。 为 正整 数
,

则

靓
。

为 确 定 起 兑 ,
毅 在 V

o

\ O , d k V l d产 二 。 ,
对 一 切 无 < 伽 + 1

,

砂
“ ` ’ V / 砰松

’ > 。 .

在定理 4 已袒靓明
,
对任一点 严 H \ O

,
v ( f (尹

,

心 ) 随 云增

* 单刹上升
。

若严 V
。

\ O ,
则 当 ` > 。

时
,

V ( j( 尹 , t ) ) >
。
单 刹土 升

, 当 亡 <
。
时

V (
、

t’( P ,

约 ) <
。
单稠下降

。
因此

,

由引理 1 〔注 〕当 t 令 士 co 时 ,
f( 尹 , ` )离 开尸

,

郎厂(尹
,

们为双曲软接
。
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若尸。
V

+

( V 一 )
,

由引理 1 〔注 J
,

当 云增大 (减少 )时
,

.

f ( p
, 艺 )离 开 H , 当 t 减少

( 增大 )时可桃吐接离开 H
,

也可能与 V
。

\ O 相交后离开 H
,

此时 f ( p ,

约为欺
.

曲按
;

还可能不离 J I“ H
,

只IJf 伽
,

I 一 ) (
.

)
’

(尹
,

I
+

) ) C H
。

此 时
,

以l 引 理 1
,

`

广(尹
, 亡 )

·

令 O
,

当 `兮一 、 ( + oo )时
,

即 f (尹
,

0 为抛物轨筱
。

依定理 1和 定 理 5 同扶可靓抛物机

簇存在
。

靓毕
。

( O

定理 10
.

毅 H 二 U G : ,

其中每一` 。

\ O 由双曲点和抛物点粗成
,

lRJ 在 11 的一
` = I

切双曲点集合 H P为 G日型集合
。

征
。

投抛物点集合为 H n ,
lllJ H \ H r 二 H n u O 二

(幻

u ( H n U O ) 门 G 、 一
教仁

, 3要孤

( H o u o ) n G : 为二二
, 奋一 1

,

2
,

、

…
。

若 : 。不然
,

员,;有
咨

。歹。
{

, 。

}
泣 ( H n U O ) 。 “ ` ,

其极眼点 尹。
为双曲点

,

仓n有艺’ 。 。

和艺
` , P 。

使 f (尹
。 , 云’ , 。

咬 亡
“

’ ` P 。
) C H

,

f ( 尹
。 , 亡)在 尤` 。

。

和亡}l ; 。

离开 H
。

由动力系技的性质 I
`

对任一
`

> 。 ,

( 足够小 ) 可求 a > 。 仙当 昨 S

( , , 。 , a )日J
一

, p ( f ( 。
, 亡)

,

f (尸
。 , 亡

’

) ) <
` , 艺’ 。 。

` 亡镇云, , , 。 。

因此 f ( 。
, 云)也必定离开 IJ

,

郎 S ( )] 。 ,

刃 C H P
。

这与 p 。

为抛物点列的极限点矛盾
。

因此 ( H订U O ) n G 、为 YIJ 集
。

故

H r 为 G口型集合 ( 1 0〕。

怪5 轨 楼 的 全 局 性 态

似 上四节
,

我们研究了轨耗在域 H的性态
,

轨技在全空同刀的性态
,

即全局性态
。

`

定理 1飞
.

毅全度量空同人只有一个奇点 0
。

1 ) V ( 0 ) 二
。 , V (尹 ) >

。 ,

对于尹 :
五 \ O ,

即局部性态
。

在达一节我们米 研究

如果泛函 V (川在刀满足
:

2 ) 对任一数
尹》 一 点 集 v

了

一 {
, :

v ( p ) 、 一 , ` “

}
为紧 ,

多

3 ) 己V ( p ) /汉 t> 。 ( < 。 )
,

对于尹` R \ O
,

jRJ 在丑 \ O的刻雌蔫可似拓扑映象到希尔伯特空简的平行吐麟族
。

敲
。

为矶定起兑毅 dV (尹 ) / dt >

为紧集
,

故它的边界 r
,

为紧阴集
。

.

取定
, > 。 ,

因 v r 二 }
, : v ( , ) 、

, , ,
, ` R
冬

L ) ’

今往敲对任一 p 。
五 \ O

,

有唯一的老P

使f( 户 , 。,
)

`
r

r

即 r r为 截 痕
。

若 严
’

J: 则因

汁V / d t > 。 ,

故V ( f (刀
, t ) ) 陇 才沦大身1砌上升

。

因此
,

由引理 1 (注〕 ,

当 t兮 + oo

时
,

f (尹
, 亡 )离开V

r 。

故有 老p
使 f (尹

, t p

)
`

F
r ,

井且亡p 是唯一 的
。

囚冷如果 还 有 t ` 。

笋亡P ,

不妨殷 t ` P

> 亡; ,

使 f ( 夕
, 云` P

)
` r r ,

月lJ由洛尔定理有活
。 , 忿。 < 艺。 < t ’ 。 ,

使 d V

( f (尹
, 老。 ) ) l d亡= 。 ,

趁与介 / d亡 >
。

矛盾
。 ’

若 严五 \ V r ,

lllJ 因V ( f( 尹 , 亡 ) ) 随 老减少单 稠 下降
,

如果 对 一 切 比 r一 ,
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V (
.

f (尹
, 亡 ) ) >

, ,

J乏叮有极限 11, n V ( f (尹
, 亡 ) ) = , `

> r 。

令
, ” = V (尹 )

,

员IJf (户
,

I 一 )
亡一 ) 一。

C 五 \ V r ’
n V r n 。

因 R \ V r `
n V r ”

为紧阴集
,

故 f( 尹 ,

灼的
a 一
极 限 点 集 A p 不鑫

〔 , ,
。

因此有数列
{
` ,

}
, `孔 < 一 ` ,

, - OO
, 牡* 一 使 , ( , , `竹 ) * 。.

显然
, 。不是

奇点
。

又因 A尸为阴不变集
,

故 f ( q ,

1) C A 尹
。

由V的建 擅性得
,

V ( f ( q ,

约 ) , : ` ,

对一切比 1
.

这与V的单稠性矛盾
。

因此
,

有幼
,

使 ( 尹
,

幼 )
` r

r

并且如是唯一的
。

以下我俩来定义空简 R \ O到希尔伯特空简 E co 的映象W
。

因 r
,

为紧阴集
,

故存在 r
r

到希尔伯特空简 E : 。 (右: ,
右2 ,

…
,

气
,

… )内的 拓 扑映

象W
:〔 1 1〕

.

W
, (户. ) = ( , . = 右: ,

右2 ,

二奋, ,

… )
, 尹 . ` r

, 6

境定义W如下
:

W ( p ) 二 (亡尹
,
右; ,

右2 ,

…
,
右, ,

… ) = g ` E 。 (亡
,
右: ,

份2 ,

…
,
右, ,

… )
, p `

R \ O
,

f ( p , 己尹 )
`

r
r ,

W ( R \ O) , 丑帝 C 石 co
.

于是在映象甲之下
,

任一轨麟 f( p ,
的

,

严 R \ O
,

变为直接右
, == C , ,

右: “ C Z…
,

右
。

. 氏
,

…
,

氏为常数
,

根据介的比盾
,

对应每一点那 R \ O
,

有唯一点 q `
石co ,

反

之
,

任两点 q : , 口2`五 . ,

若其坐标气不相合
,

则对应的点尹
: , 尹 2`五 \ O在不同软道上

,

若各坐标气相合
,

但幼
, ,

幼: 不相同
,

则对应同一轨道的不 hfJ 点
。

因此
,
刀\ O 与 R .

是

双方单值对应
。

今往孤牙双方篷艘
。

1
.

征 体为速植
。

。 , · “ \ 0
,

{
, ·

}
e “ \ o ,

八。 尹 , 二尹 , , . 二 (j 尹 , t p )
`

r r
.

任抬 e > 。 ,

作尹 .
的球

外
.

令 ( O

邻域习 (尹
. ,

e )
,

在 S (尹 . ,
8 )内选取两点

, 尹 ` == f ( , . , 忿` )
, 尹` , == f ( 尹

, 云
, ,

)
, 亡’ < “ , ,

使

V (尹
`

) (
, ,

V ( 尹
` ,

) >
, ,

由V尔 连植性
,

求刀 , , 刀2 > o ,

使 当 口` S (尹
` , 刀 , ) c s (尹 . ,

e ) 时
,

V (口) <
: , 当 g ` S (尹

” 刀 2 ) c s (尹 . ,
e )时

,

V ( g ) >
r

.

由动力系扶的性厦 I
’ ,

还可要求 刀:
选

得这样小
,

使 j ( 召 ( p ’ , 刀 , )
, `了

, 一 ` ,

) e s ( p ll , 刀2 )
,

f ( 召 ( 尹
` , 刃`

)
, o

“ ` t
` ,

一 ` ’ )

e s (尹
. ,

e )
.

最后
,

选定` >
o ,

使 f ( S 吃p , a )
, 亡` ) e 习 ( 尹

` 刀,

)
.

再确定万
,

使 当
? `

> N

时
, 尹。 `

S ( p , a )
,

只IJf (尹 , ,
t
’

)
: 忍( 尹

` , 刀 ,

)
,

f (尹 , , 亡” )
` S (尹

” , 刀2 )
.

因此
, V ( f (尹

, , 艺’ ) )

劝
· 、

V ( f (尹 , , 亡” ) ) > , ,

故有亡、 , 云护 < t , < 亡
”

使 V ( f (尹 , , 亡。 ) ) = r ,

并且￡,
是唯一 秘定 的

,

因此
, 尹 ,

在
_

rr 上的对应点 (J 尹们 t , ) ` S (尹气的
,

故 (J 尹 , , 亡动 分 尹气 我刹再 往征

` ,
* t。

.

若。。不然
,

; 。有·
>

·
,。

{
, ,

}
的一个子序歹。

{
t , 、

} 使 I t , k

二 T
.

于是

一之
P

{>
a ,

对一

切 t , 、 ;。
{

t , :

}
有界

,

故有收 , 子序列
,

不妨二 l艺仍 t孔 k l艺” 乙

k今 co k今
f ( 尹

, 、

` , 、
) “ f ( ”

, r ) 一 ” . `
r

· ,

故由 f ( ”
, r ) 一 f ( , , 艺p )

,

得
r == 亡,

·

这和 1气 一 云P

} > a
矛

压
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盾
。

这就征明味分年
.

命 卜̀
厂

(尹) == ( 亡
P ,
份, ,
右2 , …

,
曹, ,

… )
,

平 (尹
。 ) == (亡

, ,
右: (“ ) ,

右2 (
’

)
,

…
、

宁, (
”

) ,

… 、
.

由砰的迎被性得
:

l玄? n p ,
毛甲 (尹。 )

,
平 ( 尹) ) 二 l艺饥

,丢今 co ,乙分的
了

( , , 一 。· )
2 +

含
( `

! `

一
` ! ) 2

二 。
.

夕 1
表 示 希

尔伯特塞简召。 的距离
。

2
.

靓附
一 ’为速植

。

二
{
。 ,

}
C R一 l落。 q , == 9 ,

自p
性一 ) 。 。

一一一
~ . . . . . . , .

一
-

一
夕 ~ ~ , . ~ ~叫, . , . . . .

O〕
一 老p

) 2 + D (右` ( “ ) 一右￡) 2 = 。 .

故 l艺, n 亡, 二 ` , , l玄, n

” ~
) 。 。 ” ~ ) C。

宁￡(
n ) = 言̀

,

介
/时l艺饥

,卜 ) 。 `

刘一切 艺= 1
,

2
,

3
,

· ·

…
。

命砰
一 ’

( q们 = 尹护五 \ O
,

评一 ’ ( q) = 批 R \ 0
.

由映象砰
,
的双方莲擅性得

:
f( p , , 艺劝分 j( p , 仑P )

.

由动力系技的性厦 I 得
:

f ( f ( 尹 , 。亡。 ) 一 亡, ) 兮 f ( f (尹
, 亡P

) 一 亡,

)
,

自lJ尹 ,
峥尹

.

故 才
一 ’ ( g , )分评

一 ’ ( , )
.

靓毕
。

定理 1飞的推广
.

毅全度量空尚五只有一个奇点 0
.

如果泛函 V (力在人满足
:

飞) V ( O )二 o三V (尹 ) >
o ,

对于尹
`
五\ O ;

2 )对任一数
· > 。 ,

点集v
!

一

{
, : v ( , )` 一 , · “

}
为紧集

多

3 )在零导集 V
“

\ O滞足 , d K
V /己艺

K二 o 。

对一切 无 < 2
、 +

1 ; d ,叶` V / d`Zn + ’
>

o ( <
o )

无 , 。 为正整数
,

lllJ 在五 \ O的轨技可似拓扑映象到希尔伯特多简的平行道筱族
。

舰略
。

按定理的条件
,

由定理 4 已靓对任一夕
` 丑\ O , 励亡增夫

,
V ( j( 尹 , ` ) ) 单

朋上升 ( 下降 )
。

在定理 11 的靓明过程中也只是用到这一性厦
。

因此
,

依定理 11 同

法可红
。

最后
,

咸榭导师胡金昌教授的 指导
。
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