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卜宕s》 ` 、

> 0 t研 + , 时
卫

邻黔
趋于零

。

最 后
,

显然“ 介 器
一。

当 t 夕 T 时 ! us 。 ) !> K
s

) 0 K
s

为常数
,

(
s = 1 ,

2
,

…
, n )

,

于是定理 l 的条件均满足
,

故

零解为渐近稳定
。

例 1 考虑方程粗

一合
一 +

令
e lt Z

== t k + l e 一 ( l + 的t x r一 2 x 2 ( 6 )

丛
dt
丛
dt

其中` > 。 ,

k为任意常数
,

容易麟题
,

它满足定理 i 的所有条件
,

因此
,

我俏断言粗 ( 6 ) 的零解为渐近稳定
。

事

实上
,

若合 y , = 七x : ,

y Z = e , x : 具IJ方程 ( 6 ) 化为

乞 }

d y r

d t

1 1
、

L一百 + 丫 少y l + y Z

乙 兀 ( 6
’

)

鲁一
k一 “ ` ! 一 ”

容易对粗 ( 6 ’
) 的筒略方程

d yl l
_

石丁 = 一下丁y l 十 y Z

U ` 乙

d y Z

一

面丁 , 一 y ,
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道接作出具有无限小上界的定正二次型 V = 6y
1 2+ s y l y : + 7y

2 2它通过 ( 6 ’

) 对 t的桑导数

一
6 ( y: + y:卜

4

(寻
+ 2 t k

一
“ `

)
y : + 2

(牛
, 7 k

一
“ `

)
y

,
y Z

为定负
,

千是祖 ( 6 `
) 的零解为渐近稳定

,

从而方程祖 ( 6 ) 的零解

科一
dtd\r一
出

易见

x , = x : 二 0为渐近稳定
。

例 2 考虑方程祖 4)

d x l

一
= 一 x l

+ t x ,

d t

d x 2 1

—
二

一
X

l 一 一 X ,

d t (+ 二 1 、 l + d
’

\ . 1 1 1

( 丁 )

其中 a > o为任意常数
,

可以任意小
。

易见方程 ( 7 ) 浦足定理 l 推谕的条件
,

因此可以断定
,

雾解是渐近稳定的
。

这也

不难道接敲明
,

事卖上
,

引入变换

y 一= x 2 y Z二 t x Z

则方程化成
d y l

d t

d y Z

d t

= 一 y l + y Z

取 V 二

t

=
一

一一一
一一二一丁~ 屯y l +

( t + 1) 1 十 o

3

y t + y 一y Z +
.

又
~

y主
,

艺

(
一 1 +

令)
y Z

( 7
’

)

上勺̀.

易见它是定正的
,

且有无限小 L界
。

现通过方程 ( 7
`

)

求它对 t 的全导数得

d V
, 。 。 _ , _ _ 尸 t l ,

一万丁
,

= 一 2 〔y 贡+ y生) + 又y l + 3 y Z少 l 一一一一- 丁 , 飞 y l + 下
一

y Z I
U ` I f+ J

.

1 、 1 月~ u t l
` 、 ` 1 1 , “

d V
_ _ _ _ _ .

_ , . _

_ _ _
_ _ . _ ` _ _ _

_ 二

易见
, 一了厂为定具

。

于是粗 ( 7’ ) 的零解为潮近稳足
。

显然
,

这拮谕对于粗 ( 7 ) 也正
0 毛

确
,

即原方程粗的零解 x l = x : = 0 是渐近稳定的
。

号2 非淮性方程粗的稳定性

考虑非换性微分方程粗
d x

_

下趾 = P
. 1 ( t ) X , + 一 + P

,。

( t ) x 。
+ 入

。

( t
: x ! ,

…
,

凡 )
,

( s = ]
,

…
,

n )
U 毛

( 8 )

其中 l
’ ,

j( t ) 当 t > t
。

时为
t 的速擅实函数

,

X
旧

当 t 》 t
。

及 }
X ,

}( 6
`

( “ = I
,

…
,

n ) 时为 t
, x , ,

…
, x 。

的建擅实函 数
,

且关于 x : ,
x Z ,

…
, x 。

满足 I,i sP cll it : 条件
。

此外
,

当 t 》 :
> ot

及 !
x

.

!《 h ( 氏 ( , 二 1,

…
,

n )时满足条件 :

4) A
.

B
.

K o c T o H 在其工作 〔 6 】中所列的例为这里 咨二 1的特殊情形
,

而且他只断定零解为稳定
。
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l x
,

( t ; x : ,

…
, 二

。

) {《 }A
,

( t ) } { ix ,

卜 … + I凡 }} 1 + 舀 ( 。 一 z
,

… …
, 。 ) ( 9 )

其中人 ( t) 为 七的速筱实函数
,

舀> 0 为常数
。

.

我俩有如下定理 :

定理 2 假毅方程 ( 8 ) 中
,

出林 ..P ( 七) = .a < 0
。

如果能求得
n
个可微两数 .u ( t)

s( 二 1
,

…
, n

)满足条件 :

_
.

_ . _ _
_

_ _ . : _ u 伙协 :

1
“

对足够大的 T夕 ot 当 `夕 T 时 } ”
·

(幻 l夕 K
,

夕 M > ”
,

命 石而
一 氏

,

且
“ ·

十

+
.

b
.

< o( 分= l
,

2
,

…

2
0

q
.
j (七) =

一致趋于零 ;

, n ) ;

u
.()t p

.
j(t ) _ ,

丫
一一一气乙二一一 为 T

.

丁
.

u 了仁t夕

s < j
,

当 t》 T时一致有界 ; 而对于日> j
,

当 t” 十 OO 时

1

1 + d

3 0

当 七> m a x

{ T
, r

} 时
巨.( t) A沃圳

}u j ( t ) 1

( s = i
,

2
,

…
, n ) lRJ 粗 ( 8 ) 的零解 苏 , 二 x : = …

征 引入变换

y
.

== u ,

( t ) x
,

( s = l
,

2
.

…
,

n )
, lJ芳程 ( 8 )化成

` ,
.

对一切 j夕 1成立
,

其中叭> 0 为常数

= x 。
= 0 为渐近稳定

。

d y
,

一

下不丁
.

= 性
。 1又`夕y l 十

. ` .

L I `

+ q
. 。

( t ) y
。

+ Y
.

( t ; y ,
气…

,

y
。

)

十 q一 ( , ) y
:

一 +

(p
, ,

( t ) 十华华、
y

.

+ q
,

二 :
( t ) y , l十

u
.
又 L夕 /

( s = 1
, · ” ,

n) ( 10 )

其中 Y S
(`

; y l ,

…
,

y
。

) 一 X s

(
` ;

y -

二 ,
( t )

一
命 )

U S
( ` , s( 一 `

,

一
,

易见
,

在定理的假定条件之下
,

粗 ( 功 ) 的对应擞性方程祖浦足定理 1 的征明过程
.

中方程 ( 5 ) 的全部条件
。

因此
,

据定理 1的征明中峋同样理由
,

关于粗 ( 10 ) 的对应

裁性方程祖
,

存在写 七无关的
,

因而具有无限小上界的定正二次型 V ( y , ,

y Z ,

…
,

y
。

)
,

且它通过对应技性方程对
t 的蚕导数是定负二次型 U (t

;y , ,

…
,

y
。

)
。

现求这个二次型

V通挂非拔性方程 ( 10) 对
t 的全导数

,

我们有

d V
二了二

.

= U ( t ; y : ,

…
,

y
。

) + W ( t ; ,

y
,

…
,

y
。

)
,通 L

其中 W ( t : y : ,

…
,

y
D

) =

』
一

i可Y,(t
a \

了 n a V
; y l, …

,

y
。

) = 乏二二火
S = 1

(t) 可
一

X
,

(
` ;

u 一
( t )

因此
,
当 y :

l

o M 即
}命}

、
导

、 h时
按条件 ( 9 ) 有

W `《
`

艺二
日 = 1

一 `七,

日箫{卜
(七,

…{ }命 j
·

·

… {俞

,

一命)

}
“ “
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_

_
_ _ _ _ _ .

_
_

a V

注慧到二次塑 V与 t 无关
,

易知
一
及了为 y , , 二 、

U y
,

y
。

的筱性型
,

且有

} a V }

}
一

瓦丁
一

}簇 产 1 {y l {+ … + ! y
。

{ }毒召> 0 为常数
} 叮 J

,
l

而 { w {《 艺二 召 { {y
, ! 十 … +

,

y
。 」

}
S = 1 {

l
u

.

( t ) A
.

( t ) }

!
u l

(七) l

1

1 + 舀

{y l ! + … +

丛凶豁详生
{y

· `

{

l + a

再针及条件3
“ ,

推知当 乞> m ax { T
, :

}
,

}y
,

}《 h M时有

} w ,、亡
, 、 ’ 十 “ {。, :

,、 … + },
。

} } 2十 ` 、 n召 , ` + ` { ,,
:

r、 … + , y
.

! } 2 + ,

S = 1

其中 欢= m a x。 , ,

叭
,

…
,

叽 )

根据弓,
翻

的附注
,

可见
半

一 u 。 ; y , ,

…
,

,
n

)、 w 。 ; y , ,

…
,

y
汹定 ,

,

故按 , an ,一
, “ ` ’

一
一 ” ` ” `

一
, ` / “ dt

一 、 一 ’
J ” ’

却
了

”
’ 、 一 , 了 ” ’ J ” 产

~ 八~
’

一
j
熟 “ “ 川

’ `

~

关于渐近稳定的基本定理
,

祖 ( 10 ) 的零解y
。

= 0 ( s = l
,

…
, n ) 为渐近稳定

。

现在社我们回到方程 ( 8 ) 的稳定简跟上来
。

由于已征祖 ( 10 ) 的零解 为 渐 近 稳

定
,

故对于任意抬定的 e > O
,

总可找到 T . 》 m al { T
, :

}及不依辍于 e 的咨’

> 0
,

使当

一y
.

( T ,
) }一 {y

, ` , , ! ( 。 `
及 。夕 T ,

时有 ! y
,

(。) ! < M 。 且 路
y

.

( , )一 。
,

( , 一 ;
,

…
, n

乡

因此
,

当 { x .

( T 寮
) { = {

x
.
(引 } 《 尹 =

」u
,

( T .
)
时

,

有 {y
.

(介 ) 1= }
u沃T 每 ){ }x

.
( . ) {( 。 ,

从而 }x
。

(七)
{y

.

(协
一

!
_ ! y

.

( t ) !
_ M U

= 一下 - 二二二了一 <、

—
< 、

—
=

! u
.

Lt 夕{ M M

粼
x 、

( ` ) 二 :军
y

,

( t )
u

。

( t )
` O

,

( , = 1 , 2 ,

…
,

n )

这表示粗 ( 8 ) 的零解
x

一 0 s( = 1
,

…
, n )是渐近稳定的

。

例 3 考虑方程粗

d x -

d t

d x Z

d t

一立 x , + , x , + et x : + 七Zx ;

2 ( 1 1 )

此处 p 」: `

1

( t + 1分

3

工 ,一 2 X 2 + ( t + 1) X圣+ ( I n t )
x

圣

一 万
,

p 2 2 = 一 2
艺

P 2 2 = 七
,

P 2 1
=

1

又t + 1)
2

+ ( In t ) x盖
。

易见
,

当 t > l 时 p : 2 ,

P 2 1 ; X l ,

X :
均为 t

朴
,

二潇足iL 训 e h i tz 条件
。

; x l = e ,
x 子+ t , x

圣
,

X : 二 ( t + i ) x子

的速叔实两数
,

且 x : ,

X :
关于
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现取 u l
( t ) 二 e , ,

u :
( t ) = t 6t

,

员IJ有
u { ( t )
u :

( t )
= 1

u墨( t )

u z ( t )

1
二 1 + 一 q 1 2

(七) = i
,

q Z :
(七) ==

、

( t + i )
2

; 而 ’ X , ( et { { x , ,

+ { x Z {}
2 ,

JX
: < ( t + l ) { ! x : `

+
1

x Z

}
2 当 七》 1 。

即条件 ( 9 ) 成立
。

在此处 A ,
( t ) = e , ,

A Z
( t ) = t + i , 日= l

易见
,

定理 2 的条件 1o 及2
“

蚕满足
; 又当 t 》 2 时有

吕1
-

u 、
( t ) A :

( t ) { 么

t ( t + 1 )

—
戈 1

,

e
“

u 飞( t ) A ,
( t )

u Z
( t ) {

u Z
( t ) A Z

( t )
{ u Z

( t )
,

士

告

一

令
、
合

一

了令
、 ,

,

11对一一一一

即条件 3
“

也满足
。

因此
,

按定理 2
,

方程祖 ( n ) 的零解
: , = x : = 0 为渐近稳定

。

号3 附 能

最后
,

我们指出
,

如果对于方程 ( 1 ) 右端的系数矩障中位于主对角技不同侧的元

素所作的假敲互相对稠
,

lHJ 上述有关命题 ( 引理 3 ,

定理 l 及定理 2 ) 仍然正确
。

事实
_

L
,

若将方程 ( 1 ’

) 写成矩障形式

豁
一 A ( ` )x

( 1 2 )
X ,

X 2

X
。 )

P l :
(七)

P 2 1
( t )

P : `

(七)… … P , n

( t )

P Z̀
( t )… … P z n

( t )
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

… …
P

。 1
(七) R

Z
( t )…… P

o n

( t )

了刃
矛
..
,
`
.
.、
`

一一
、 1产去L了又A

口

了...,..̀、、

一一X

中其

弓l入变换

X = E . Z ( 13 )

其中二为
n 阶方障

(
, 1

二

一 ’

)
这时方程 ( 12 ) 将化成

d Z

d七

其中

B ( t ) Z

, P
。 。

(七) P
。 。 一 1

( t ) …… R ,
( t )

( 14 )

… …
, . . . . . . . . . . . .

… …
0 . . . .

… …B ( t ) =

P Zn

( t )

P : 。

( t )
’

P Z。 一 1 (七)
· ·

一 P Z、
( t )

P ,。 一 `
( t )… … P , ,

( t )
)

易见
,

矩障 A ( t) 中位于主对角袋上的元素仍然位于矩障 B (勺的主对角挑上
,

但位于

主对角麟右上 (左下 )侧的元素却均位于矩阵 B (勺的左下 (右上 )侧
。

因此
,

按新的假敲
,

这时方程 ( 14 )浦足有关引理或定理的条件
,

故零解 Z = O 为渐 近稳定
。

又变换 ( 1 3 )显

然不改变方程的稳定性
。

因此与 ( 12 ) 对应的有关方程的零解 X = 0 也是渐近稳定的
。

一九六三
、

三
、

十三
、
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