
关 于 聚 点 的 一 个 简 题

黄 炎 明

投 ( x
,

勺 ) 为 T , 赛周
,

对于龙 x
,

我仍规定

定义 1
.

若对任 A 二 X
,

当乡是 A之聚点时均能从 A中选出收赦于 户之叙列道
。 。

}
,

剧称 户为叙列可达 的
。

定义 2
.

若在 乡点之邻域系中存在昔可数个成员
, `

色俩的交集为 { 户 }
,

刚 称 户具

有可数拟基
。

R
.

V a i d y a n a t h a s w a m y 在他的书中 [ 1
.

2 6 7直 ] 提出如下周题 : 户点具有可数拟基是

不是它叙列可达的充分条件
,

必要条件或者既充分 又必要 ?

本文目的在于抬这个周题以否定的答复
。

’

的

以下 (见) 表示使 艺
}

裁 l 收歇的一叨 (
才 : ,

才2 ,

… ) 所成的钱性有模本简
,

其模 数为

i 二 ]

才

ù叫艺二

一一才

其中才 = ( 才
l

声之 ,

… )
·

( 见 [ 2
,

褚磕
,

谷 8 〕 )

定理 1
.

( 又 ) 察尚在它的弱拓扑下存在着非叙列可达的点
。

〔扯明 〕 因为 ( 又) 是无穷雄的
,

由 J
.

h w e

lla
o s c n

〔 3 〕的一 个拮果 : 核性有禅空

简的弱拓扑也能有模的充分必要条件是空尚雄数有限
。
可得知 ( 又 ) 之弱拓 扑

一

与模拓扑是
、

不相等的
。

而我仍知道弱拓扑总是比模拓扑粗糙的
,

故知有 A C x
’

色阴于模拓扑 但却不是弱阴

的
。

投 乡为不属于 A 而属于 A 的弱阴包的点
,

刚显然 户为 A 的一个弱聚点
。

我俩再去蔽明在 A 中不存在着弱收赦于 户之叙列
。

用 反赶 法
,

若 存在
、

a .、

}
二 A

丑
.

。 。

兰
,

。

由 M
.

,
.

” h u r的一 个粘果
: 对 (又)中之元素叙列而言

,

弱收欲与模 胶欲等价〔3 :

第 9 章
,

怪幻
,

矛盾
。

定理 2
.

〔征明 〕

系
,

lRJ 对每花 (

便够了
。

推知
a 。

色
,

。

由 A在模拓扑下的封阴性知龙 A
。

这
一

份致 了与 乡的抹择相

( 又 ) 空简在弱拓扑下梅一个点都具有可数拟基
。 吃

由于 (又 )在弱拓扑下的邻域系具有如下性质 : 若 { U }为 o 点的弱邻域
,

) 其弱邻域系恰为 { U 十才 }
。

所以只需趾明 ( 又) 在 O 点其有可 数 拟基
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我仍知道 ( 又) 的共抚空阴是有界实数列岌固 ( m )
I

且其换性泛两的一般表达式为

爹 ( 才 ) ==
的

艺 新于
= l

( l )

其中考二 ( 考
, ,

灸
, · ` ·

) e ( 又) ; 爹二 ( 了
: ,

爹
2 ,

… ) e ( m ) (见 〔 2
,

第 4章
,

务 4 〕 )
。

我

俩先来征明 ( 又) 的共板空简 ( 。 ) 具有可数的完整子集
,

即存在着 { f 。 } 〔 ( m ) 使当

才 e ( 业)
,

且 f ; (
x

) == 0 1 == z ,

2
,

…
时值有才 = O

,

事实上
,

取

f . == ( 万1。 ,

石
2 . , 一 ` ·

) i == z
,

2
,

一
`

其中引
= ” 当 i

祠 ; 诊{
· l

。

{ f ;

}便构成了一个完整子集
,

因为当

祀 (又)且 f
;

(才 ) = 0 五“ l
,
2

, …

时由表达式 ( l ) 知有

书 = 0 1 = l ,

2
,

二
’

那令二 0 。

现在来考虑具有如下形式的邻域 :

u ( * , k ) 。 { : : I f
; .
:劝 一<

十 }

由定义知 { U ( i , k ) }是。点的可数的弱粼沐尾族
。

我佣来征明

k == 1
5
2

, 二
’

{ 。 } 一 门
U ( i , k )

i , k

_ 。 。
n

U ( ; , 、 ) 是显然的
。

* 。 右端只含。 。

事实上
,

任二 ( ; ) 若

i , k

。 门
u ( i , k )

i , k

} f · ( 二 , ! <

是
一 ` , k一 〕 , 2 ,

…

固定 i ,

令 k一 。 侄得
f ;

( 才 ) 二 0 1 二
·

l ,
2

, …

由 { f : } 的完整性
,

·

便得

才 。 0

于是由定义 2 知 { u ( i , k ) } 是。点的可数拟基
。

上绝定理 l
,

2 的枯果表明周翅中之条件不是充分的

下面我们转到条件的非必要性的衬睑
。

毅 x 。

为一不可数集
,

勺
。 ` { x

。 ,

宝集
,

余集为有限集的子集 } 目̀l ( X
。 ,

匀
。

) 为
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一T t空简
,

而
一

民大家知道这是 lT 拓扑 中的最粗糙者
`

我们有 :

定理 3
。

( x 。 ,

口
。

) 中每一点都不具有可数拟基
,

然而侮一点都是 叙列可达的
。

〔征明 〕 先征明第一部分
,

投祀 x 。

不妨取含有 : 之一切 斤集作为 ` 之邻域 系 来

时揣
。

显然 才之令田或系中任何可数个成 昌之交集的余集至多可数
,

从而这 个交集不能 只

含 才 一个点 (
`

它应孩有不可数多 个点 )
,

即 才不含有可 数拟基
:

再看叙列可达性
。

敲 才C x
。 。

lIR 任一以 才 为聚点的集合 A 将一定是无穷
一

集 ( 因 为空

简是 T :
的 ) 从而可选出叙列 {

。 。

} 〔 A ,
_

且

.

a ;

今
a j 当 ; 今 j

易知 aj 今才
,

( 事实上
,

{
a

.

} 以空简任何点为极限 ) 即 宋叙列可达
。

这定理表 明了尚题中条件不是必要的
:

每 帝 带 奋

二在定理 1 的征明中我们曾引用了 J
.

V
.

W he o
us

e n 的精果
。

而事实上
,

在我们这个特

殊的例子中能以另一个初等一些的征明抬出如下命愚 :

命瞿 : ( 又) 空简的弱拓扑不等于模拓扑
。

〔征明 〕我们只需对于 S = { 川 11川 l < l }来赶明 ..o 气的任一个弱邻域 u ( f : , f :
,

… f
:

;

e ) 均不能含于 s
。

对拾定 U ( f , , f Z , … f
n

; e ) 令

H = { : : r
.

(方 ) = 0
, i = l ,

2
,

…
, n

}

显然 H 是一个子空 简而且
,

H 巴 u { f
, , r Z , … , f

。
; 它}

。

我们来征明 H含有非零元素
。

由 (劝空简上擞性泛函的一般表达式
,

知可令 f ` = { f
。’ ,

朴
,

… } 以 m )
。

去考虑方程粗 :

f一l x l + f 一, x Z+ … + f一K x K == o

f 21二 1 + f 2 2 : : + … + f产
: K = o

r
o l x 一+ r

, 2 x 2 +

其中 K > n ,

这时以
x , ,

… + f
n K x K = o

x Z ,

… , x K
为未知数的方程粗为一个齐次方程祖而方程 个数

比末知数 个数少
,

从而必有非零解
,

取其 中一非雾解为
x 一o , x Zo 乡 …

,

令

x2xo

易知

: o = ( : , 0 ,

x o

e l l , 且
.

}l

x 饭心,

o , … , :

护
, o , o , o ,

… )

认今 0 ,

!u[ H含有非零元素
。

因为 H为子察固故

P x o e H P = j , 2 ,

…

风而有那样的 p o
使 一 I, o x o }l ) 1 InJ I, o x ` ,

e l l
,

故知 U ( f , ,

f Z ,

… r
。
; 日 ) 下念

:

j
二 s



洲 山中 夭 学 学 报 1 住 5 9年

参 考 文 献

〔l 〕 双
.

V a
i d y a n a t l l a o w a m y

.

T r c a t i s e ( , r l s e t t o P o
l
o g y

M
a d r a S 19 4 7

、

〔2〕 5
.

B a n a c h
·

T h亡o r i e d e s O P亡r a t i o n s L i n 论: a i r e s

W a r s a w 19 3 2

〔3 〕 J
.

v
.

W , h a u s e n
·

T r a n s f o r m a t i
o n s

i n l i n e a r t o P o l o g i e l、 1 s P a e e `

D n k。 h l a t h
.

J
.

“ ( 19 3 8 ) 1 5 7一 16 9
.

O N A P R O B L EM O F A C〔{U M U L A T IO N P O I N T S

H u a n g Y e u一 m i n g

ABsT R Z扰T

花

A p o i n t P i n T 厂一 s P a e e
i
, s a i d t o h a 、 e t h e ], r o P e r t y ( ` ) i f t h e r e e x i

s t s

a e o u n t a b l e

e x a m P l e
s a r e

f a m i l y o f i t o n e
i g h b o r h o o d s w ]飞

u s e i n t o r 、 e e t i o n 15 { p } I n t l, 15 n o t e

e o n o t r u e t e d t o s h o w t h a t t h e P r o P e r t y ( 万 ) n e
i t h

e r i m P l i e s n o r
1
5

i m P l i e d b y t h e P r o p e r t y t h a t e v e r y s e t h a 、 i n g P a s a n a e c u m 一 l a t i o n p o
i n t e o n 一 `

t a i n 、 a o e q u e n e e e o n v e r g i l、 9 t o 1)
.


