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木文批拔以〕的工作
,

应用乘积空简稳定性理流抬山眺毖方程叙第二临界情形及

周期系数方程祖第一
、

第二临界情形的 IJ 只 n y H O B 笼理一个 新 征 明
。

由此 表明
,

月只n yH oB 运用深迷的 v
一

函数理谕 2L 〕朔解决的稳定性周题
,

均可用筒捷的乘 积空简

方祛道接靓明它
。

与此同时
,
我们还可似进一步运用所得的粘果政接组断具多重雾

根及多对种虚根以临界情形的稳定性
,
得到包含 〔 4 〕一 〔 10 〕的一系列 精 果

。

本

文还改进推广了八从 x M a H 定理夕
2〕 。

1
.

首先
,

将月只 fT y H o B 棘助定理 ( 〔2〕cT
P

.

, 08 ) 及乘积空周稳定性笼理 ( 〔l 、 定

理 2 ) 推广到变系数的情形
。
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p (的
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,
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12 ) ( 1
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、
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。

由数学归钠法
、

知解 ( 1
.

6) 展式的系

数均是 O的有界速粮函数
。

再由月只 n y H o B变换的性质
,

便题明了正 lnJ 积 分 ( 1
.

3 )的

展式项的系数为 a的有界速植画数
。

引理得征
。

推编
.

若。 、
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, x 尹稚矩陆
,
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。

事实上
,
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.
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,
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.
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,
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。
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有估值
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。

2
.

现在
,
在方程粗右端正别但弈乱定的条件下

,

求出乘积塞阴稳龙性理湍的

更精致的桔果
,

利用这些桔果便可似直接钊断塔!:定方程粗和周期系数方程粗的各种

飨界情形
。

首先
,

改进
、

推广仄从 X M a H定理

定理 2
.

对右端正则微分方程粗

厂
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叮阶

(
〔̀

)

( 2
.

1 )

( b )

其
`!

, F 、 r 、

f子:

沱口

牙对夕
、 。
的展式系数及石到牵吼 0) 均为 夕的有界处拨函 数
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、
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、

条件稳定
、

条件 渐 近 稳 定 或 不 稳

定
2 ) ,

lHJ 对方程粗 (2
.

la )
,

O y有相应的拟稳定性态
.

因而
,

依据定理 ! 对全方程粗

( 2
.

1 )
, O有相应的稳定 性 态

。

胜里

N < 无 , +

征
.

作正 lllJ 变换

? 72乞 7乞
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” `
》

, , ` 。

t
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.
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z

一
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。
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当
s
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二 0 时尚须加投粗 ( 2
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2) 约首次近似钱性方程祖是特征 指数等于 0 的正

规祖
.

参觅〔10 c1 T。
.

3 7 4 .

虽孩书中浚有
“

零解称为不依相于高于 N 次的项是渐近 稳 定
、

条件

稳定戒条件渐近稳定
”

的定义
,

但它们的意义异常明显
。
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七

一 , 二万一~ = 工 、 ’ ` , 声

气名 , 口 ) L乙
.

匕 )
` :

_
弓 U多 1 J U口

J 一 l

而 ( 2
.

8 ) 跳解
, 。 (饥 ) == ,。 (爪 ) (

“ , 0 ) 存在且
,。 ( 讯 ) , 〔” 〕 T, ,

其展式厦 系数 为 6 的有界

迫值两数

这样
,

艇过
” 乙= 哪 。 , 。 。 十 飞, …

,
N 的正 lHJ 变换 ( 2

.

4 ) 可使方程粗 ( 2
。

1 ) 中

。 。

> N
,

其余性厦不变
。

于是
, 方程粗 ( 2

.

1。 ) 变为

书答一
F ( , , ,卜念

二 r ` , , (一 “ , , 〔叼 ( 2
·

,· ,
’

显然
,

若方 程 粗
斋

一二为 。 的零解 为不。 , 于高于 ` 次` 的稳危 , 近稳

定
、

条件稳定
、

条件澎边稳定或不稳定
,

刻方程粗 ( 2
.

la ) 有相应的 o y 拟稳 元性

态
,
于是全方程粗 ( 2

.

1 ) 亦有同样的 O 稳定性态
。

尚需靓明
,

趣正 fllJ 变换 ( 2
.

4) 后
,

并不改变 ( 2
.

al ) 中 F (夕, 们的对 夕不高于万

次的项
。

事实上
,

对变换 ( 2
.

4 )
,
有解

、

“ (讯 ) = 〔” 〕 T, ,

当 T ,
> 1时

,

由 ( 2
.

5 ) 可

_
_

_ _

二
_ _ _

_

二
_

_ _ _ ` . _
.

_

_
_ ` _ _

_
_

.

_
J .

_ 幽 (L 讯 ,

看出
,

新变换完全不改变 ( 2
.

l a) 右端 尸 (夕
, 0) 的各项

, 当 T , 二 1时
,

因 上蔫丁一中
喇 囚

了

~ ~
`大八土

一

” ~ ~
、

~
’ 一’ 产

厂曰 月
1“ 一 、 “ ’ 一 了 ” 刁 只

一

爪
,

司
一 lrI

’
” “ `

一 决 j

存在不含
:

的项
, 由 ( 2

,

5 ) 知
,

此时变换仅影响到 , 的不低于 万
, + ” 乙

次的项
。

于

是
,

只要 (2
.

3) 式戊立
.

刻变换
” ` = ,

on
, 。 。 + 1

,

…
,

万不会影响到 y 的不高 于 N

次的项
。

定理得解
。

我们再考虑特殊形状的方程粗

d夕 。 , 二

l ee 习 刃we = 声 、 y 多 ` 多 U 夕

{
0 0

飞李
一 。 ( 。 )· + Z ( , , · , “ ,

d口

尹 阶 ( a )

( 2
.

9 )

g 阶 ( b )

其中声
、 Z 、

在域 习 ( A ) x l
。
对 ,

、 :
正 lRJ

,

展式幂次 》 之且其系数为 o 的有 界 建

栽西数
, 同时

Y ( y , 0 , 口 ) = 0 2 ( y , 0 , 6 ) = 0

而方程粗

己名 _
_

一万石一 , 叼 (口 )
`

毛毛廿

是特征指数均大于 0的正规粗
。
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定理3
.

在上越的假定下
,

方 程 粗 ( 2
.

9 ) 对 O 稳定
,

且当 a

一
+ OO 时

,

解叭口 )
、 :
沙 ) 趋弓带汇( 2

.

9 ) 既某特解 夕 二 。 、 么 二 O (
。
为 尹帷常 向 量

、
O为 q椎

零向量
。

.

_ _

_
_ _

.

~
, _ ,

_
.

~
, _ d 公 ~

, _ 、

…
,

二_ _
_ _ , _ 、

一 _
,

_
, ,

一
事实

.

上
,

在所假毅的条件下
,

方程粗井;于二 Q ( o )
2

的基解阵 x ( 0) 有如下估值
个 尹、

’

`
,

~ ,’ ,

~ ~ 尸 “
.

” 二
于

~ 一
,I

~ d口
“ 、 一

”
J

一
,’ ` .

~ 一
、 一 产 ’ j 产

’
”

” 曰
’

一

: . , , , . 、 ” , 。 一 下口 。 , , 一 , , . 、 : . 一 。 下口 ,
~

,
~ ` ~ 八 、

1}X ( a ) U< B : 。 ` “

nX
一 , ( o川 < B : “ ` ’

( 任何 e 》 0 )

这里 B ` 、
凡

、 下为正实数
.

于是
,
可同样盔将以〕的不等式 ( 7 )

.

3
.

现考虑驻定运动的第二临界情形
.

若扰动运动方程粗的首次近似找性方

程粗中仅有一对耗虚机
、

其余特征根均具负实部
。

lRJ 如所周知
,
可忽正 JllJ变换化为

两类型方程粗 ( LZ〕e T。
.

, 2。
)

{命
七要

二 ,
·

刀 (
,
·

, 勺 a )

二 Q
: + Z (

,
·

, : , 口)

1 阶

,乙 阶

(
。
)

( 3
。

1)

( b )

其中 Q为具负实部特征根的
, ` 阶常阵

,

系数为 口的 ( 2 哟周期两数
.

( 一 )
“

一般情形
”

,刀
、

Z 对 犷 、 :
正 lIR

,

其展式次数 夕 2
,

且

( , , 0 ; 8 ) 。 夕, 饥 + 〔r〕 , + : 夕二 。 o , ; 。 t今 0

( 3
.

2 )

( 二 )

( Z (
,
·

, O , 0 ) = 〔, 〕,

“

特殊情形
”

,
·

刀 (

Z ( ,

夕
·

, O , 8 )三三 0

0 )任三 0
( 3

.

3 )

容易石 1IJ
,
其

“ 一般情形
,’
及

“

特殊情形
”
刚好分别为 ( 2

.

1 ) 及 ( 2
.

9 ) 型的

努程粗
。

于是
,

应用定理 2 及定理 3 立即得到第二临界情形的 IJ H n y H o B 的 甜;
果

。

4
.

在周期运动情龙
, 依据 月只 n y H o B 的研乳碑〕

, 可似利用周期系数的非奇

异桃性变换将扰动运动方程粗的赴性部分化为常系数
,

其高次镇 系数 仍为几期面

数
。

而对特征方程中有一个模等习
1
了或两个模为 I 良根而其余权的模均小于 1 日第

:
成第二临界情形

,

可再耙适当的正 lRJ 变换化为 ( 2
.

1 ) 或 ( 2
.

9 ) 型的方程叙 ( 此

时 Q 为常数炬障 )
。

于是
,
应用定理 2 及定理 3

,
立郎可以得到相应的 月 H n y H o B 定

理
。

为避免积分首次近似方程叙的困难
,

山
.

C
.

H y r M a H o
aB 曾用取 周 期 平 均 值

的方法代餐几兄n y o o B方汀
。

K a 兀 H H“ ;: 更用此方扒研究周期坛过临界情形拼〕 , 〔 7〕 ,
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但他所 用的基本工具仍然是月研 ly 刃 B 的 V
一

函数理湍
。

其实
,
他通过繁杂的益盯所

得到氏一切桔编完全可只直接应 用定理 2得到
。

如他在 〔引【匀 所研究既一零根情形

的周期坛动

/ 讨劣
- 一

’

-

{丽
一 ` “ ` “ “ ,

` ” `
+ ` ( `

·

, ’

} 比劣 。 _ _ , _

又硕了 = 共内 + ”
’

“
’

+ 跳
。气 + J s t 召 = 几

’ `
·

声 )

其中 ,是不为 。 的常数 ; ,
. ,

一 .c
,

+ ·

娜
, ) 、

v

一

夕:
八

,

( ` ) * , 。 ,

.f
,

均是 , 的、 期

面数 ;且特征方程 1}气
,

一凡
,

aI[ = 0 的根均具负实部
,
而 万

、

J
.

是 二 , 二 , ,

…
, 犷。

的正 lllJ

面数
,

展式镇系数为 亡的 。 周期两数
, _

且其展式中仅含
不 的项的幂次 > *

、

其余蔺

幕次 ) 2
。

他应用 V 一
面数方汰

,

得到未被扰动 运动当
? 。 为偶数时 为 不稳定二

” ;

为奇数而

夕 < O时稳定
、 夕> O时不稳定

。

实际上
,

由 cs v 的条件易知
、

只要取
。
足够小

,

fllJ 周期障 ( sP v) 的特征指数均大于

O 〔1 1〕。

再因周期叙必为正规机
,

应 用定理 2 立即得到方程粗 ( 4
.

1 )的稳定性态由方程

豁
一 ( “ + 、 ’ 佑 “

的稳定性态所决定
,

而 G 有界
,

只要取
e
适当小

,

便极易地得到所孺要既拮果 ” 。

K aI] 川
,川 、在 6L 〕〔7〕进一步研究的特征方程有一对碗虚根及 两个零权的给 界情形

亦可同样处理
。

5
.

由文 〔月 及前面豺谕的桔果可似看出
,

对于 IJ 分n iy lo B 所研究过以驻定及周

期坛动的各种临界情形
,
我俏可似不利用 V 一 函数而政接得到同样既桔果

。

而 且还

可似直接制断具多重雾极及多 重扼虚根的临 界 情 形
。

在这里我们再考察 M
`

、 }1 K琢 ,

邝〕~ lL。〕曾群初研究效的各种监界情形
。

驻定运动方程粗中
, 首次沂似特征方程有两个筋单初叙因子的零很及

?` 个负实

部根的监界情形
,
可化 为下列形状 的方程粗

。

二 x ( , ) (
劣 , , ) + X (

二 , , , 。
) 1阶 (

“
)

= i
尸

(讯 ) (
二 , 夕) + 1

尸

(
二 : 夕 , 。

) 1阶 ( b ) ( 5
.

1 )

二 Q
。 + Z (

二 , 夕, 么

)
,`
阶 (

。
)

劣一云U
é一亡名

l
云d一dd一dddl/、、IIJ

.、 、、J了了l\

l) 依据我哟的桔果
,

当 m为偶数时
,

未被扰动廷动应是条州渐近稳定
, 而用 V _

函数仅能得

到不稳定
。
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其中 Q为 , `阶常障
,

特征根具负实部
,

x (讯 ) 、 i
尸

( 饥 )为
二 、 y 跳。 次型 (

, , `
》 2 ) , X

、 1
’

及 Z对 叭叭 :
正 lAJ

,

其展式次数 ) 2
,
且

X ( 二 ,夕; : ) “ 〔二 , ,〕, + :
`

Y ( 二 , y三, ) 二 〔二
,

y 〕, + :

Z (
二 , , ; 0 ) == 〔x , , 〕二

我们首先研究方程粗

{
奈

一 X `。 , (
· , , ) + ,

二+ :
(
· , , )

斋
一 Y `二 , (二

, ,卜 ` 二+ : (劣
, , )

( a )

( 5
.

2 )

( b )

其中 沪二+ , 、 价二+l’ 是 二 、
y 的正 jHJ 函数

,

展式项幂次不低于
, n
次

。

考察两个
” ` + , 次型

夕p (
, , “ ) 一

` X ` ” (
` , “ ) + “ , “ ” (`

, , )

乏Q(二
, , )二 二 i

r 。二 , (二
, , )一 ,二 “ , (

二 , , )
( 5

.

3 )

会 , + , 次齐次方程

Q (二
,夕) = 0 ( 5

.

4 )

的实根为 (沪
,

沪 ) ( 其个数必不超过
” : + 万 )

。

依据定性理箫的研究口 21 ,
我俏知道

:

当 ( 5
.

4 )的实根 (沪
,

尹 ) 存在时必有且仅有有限多或无限多轨筱趋于或离开原点

( 视 p (沪
,

尹 ) < 或 > O而定 )
:

当 ( 二
。 ,

尹 )不存在且

, =

李 f
乙兀 J

P ( e o s口
, :玄” 6 )

奄仆砚了舀赢盯
~

a 口 于 U ( 5
。

5 )

时
,

轨枝螺旋趋于或离开原点 ( 砚 孟G < 或 > 0 而定 )
,

其余情况剧须考察高于” 次以项才能决定
。

于是我们在方程 ( 5
.

al )
、

( 5
.

lb ) 中只要令 U
名

U< 右适当小
,

便可化为方程

叙 ( 5
.

2 ) 而得到与上述相应的不依袒高于叭次的稳定性态及拟稳定性态 的 拮 流
。

依据定理 2 有

1
。
当 ( 沪

,

尹 ) 存在且恒有尸 ( 沪
,

尹 ) < O 时未被扰动运动为渐近稳定
。

a2 当 (
二。 ,

尹 ) 存在且恒有 P ( 俨
、
尹 ) < 0 时未被扰动坛动为不稳定

。

3
0

当 (
二 o ,

,
O

) 存在且既有 p (
二 o , , o

) < 0 ,
亦有 p ( 二

a ,夕。

) > 0 时未 被扰

动坛动为条件渐近稳定
。

4o 当 犷二。 ,尹 ) 不存在且 ( 5
.

5 ) 式成立时
,

若 之G < O IHJ 来被扰动运动为渐

近稳定
,
若 之G> O 刻为不稳定

。
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5o 其余的情形须考虑高于 , 次的琪才能决定其稳定性态
。

继样
, 便 重新得到了M a 兀 K任献 8〕 〔10 〕用 V 一函数理需才能得到的拮希

。

因具两对种虚根及一零根一对碗虚根的驻定坛动或周期运动临界情形均可趣适

当变换 化为 ( 5
.

1) 型的方程粗口〕 1L 0〕 ,

故可同样处理
。

对具两零根仅对应的初粗因子非筒单的临界情形
,

K a M e H K O B 〔13 〕曾作了 释 尽

的研究
,
可惜无法找到原文

,

未能予似对比
。

勺
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