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关于张弛振动的普遍方程式

分 j (X
,

劣)方
+

9( 刃 )
二 o 的周期解

之唯一性定理

李 少丙 熙

数学力学系 )

号1 序 言

远在廿一年前
,

N o r m a n L e v i n s o n
与 O l i v e r K

.

S m i t h (〔1〕)首有jJ地研究 了张弛振

动的普沮方程式

( I ) 二 + f (二
, 劣

)
二 + 夕(二 ) == o

的周期解
,

抬出了 ( ” 的周期解之存在与唯一性定理
。

可是
,

不扭唯一刊丝上定理民条件

应用起来不大方便
,

而且 195 了年 2
.

M ik 时 a js ka (哟 ) 列举反例靛明欲笼理少沙昔敲的

( 但她没有加么修正
,

本文 9 4 将陈述其修正形式 )
。

遭到 195 4年
,

A nt on io D e

ca
s t

,

()r (闭 )公布了一 个存在与 唯一性定理
,

虽然其条件较便于掌握
,

担 定 理仍是

鳍殷的
。

19 59年
,

张芷芬 ( 3 〕 )举出反例 又其 方程是
二 + f (劝 二 + 夕(约 = 0 型 ) 祝明

nA ot in O D e
aC

s tr 。定理 ( 唯一牲部分 ) 当 g (习举
x
时是不正确的

,

并加似修正
。

现把 A n t o n i o D e C a s t r o 与张芷芬的桔果商介如下
:

定理 I ( A n t o n i o D e C a s t r o )

投微分方程式 ( 1 ) 的 f (二
,

心 及 g (
z ) 痛足 下列条件 1 )一 4)

,

则 ( 1 ) 存在唯

一 ;aJ 稳定周翔解
:

1 ) 夕(
二
)

` C ( 一 oo
,
+ OO )

, 夕(
二 )满足 李 氏 条 件

,

当 二
产 0

, 二夕(二 ) > 0
,

“ ( 士一 , 一 十
一 ” 里 “ (

·
, 一

{:
g (
吕 ) d吕 1 9 ( / )是

·
的增 , 数 ,

2 ) f (
二 , 。 ) ` C ( !

劣
} < + oo

,

}
?

! < + oc )
,

f (二
, 。 )在 ( 二

, 。
) 平 otI’ 的任何有

限区域满足李氏条件
,

f ( 0
,

0) < 0 ,
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3 ) 存在常数
a
> 0

,
歹> 0及

a
> 0

,

了吏当 {
二

1 > a 时
一

,
`

厂( 二
, , ) > 0 , 又 当

引 >
。 ,
对每个满足 !

。
恤 ) } > 了的巡擅面数

。 (今
,

有

「劣
_ , 、 、 . -

I J ( s : 公 (
“
) 少以

吕

异 a 卜 U l

J 一劣

4 ) 当 卜 }
,

!
?

1增加时
,

f ( 二
, 。 )不下降

。

定理 2 ( 张芷芬 )

毅 ( ! )的 f ( : , 。
)及 夕 (

: 。
)满足笼理 1 的条件

,

并且 夕, ,

(
: )存在和 划

’`

(二 )成 0 ( 只

要 “ 饥 侧习存在和 当 !引 增加时
一

矶习不下降便够
,

这里叭习
劣一 争 O

lRJ ( 1) 存在唯一的稳定周期解
。

住意到 ( 1) 等价于方程粗

口砰币
,。 ,

)

, 一 戒 多 )

( 2 )
d男 砚。

顶了 = , ,

几瓦 = 一 g 、男 ) 一 J 又男 , ” ) ” ,

lR] 定理 了和定理 2 的桔谕都可改用另一形式表达
,

即 :
在相应的 条件下

,

( 2 ) 存

在唯一既稳定极限环
。

木文的 目的是
:

列举反例歌明下列事情
r 甲 ) 当夕 (

不

) “ x
时

,

定理 ! 也是皓餐的 ( A n t o n i o D e C a s t r o
先 后在 1954年

( 〔3〕 )和 1958年 ( LS〕)提到定理 1 的证明时
,

都是先假段 f (
二 , 。

) 当 1
劣

!
,

!
” 【增加时

严格巧加
,

然后筒略地挽
,

去掉严格单稠的条件
,

定现仍真
。

其结睽在于
:

仅假投

f (
二 , 。

) 当 }
男

!
,

l
”

! 增加时不下降是不足么保靓唯一性伪
,

这时 还 应 对集合

Z 一

{
(

;· , · ) ! , (
· , ·

)一 o

}
作适 当限 ,。 ,

·

( 乙 ) 定理 2关于 f(
二 , ” ) 的条件应作适当修改 ( r 4〕的征明

,

实际上是用到

f (二
, 。 ) 当 }

二
}

,

!
?

J增加时严格墉加这假定 ) 并可以减弱
。

只下
,

号 2 列举反例
,

号 3 在阵〕的基础上研究定理 1的修正
,

怪4陈述 eL vi lls on 及

S m i t h唯一难胜定理的修正形式
, 护{

:

举出例子 (不能用 L e v i n s o n 一 S rn i t h的
`
I
全
J别法 ,

但

可用 怪 3 的定理判别周期解的唯一

牲 )
。

号2

考虑微分方程粗 ( 2 )
,
其中

反 例

夕( 二 ) 及 f (二
, 。 )定义如次

:

夕( 二 ) ` a 尹“ t夕 二

因此
,

它满足下列条件
:

1) g ( x )
` ( ” ( 一 oo

,
+ OO ) ,
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二夕( x
) =

二 a , e t夕 二
> 0

,

当 x
产 0 ,

夕( 二 )是

G ( x )

z
的增函数

,

r劣

J
a T c乙夕s a 吕 二 x a r 己` g 劣 一 含 ` ?乙 L l + 劣 , ,

成
0

`、少、 .产、 、声,白Qé八
.

G ( 土 oo ) = + OO ,

夕
’`

(
x ) == 一 2

二
八1+

二 2
) 2 , 二夕”

(
。
) 二 一 2

二 ,
/ ( 1 + 二 2 ) “ 簇 0 ,

曲裁奋俨 + G (幻 = 。 ,

(其中
。
> 0是常数 ) 是简单阴曲接

。

、、产、 .了找é内匕

在定义 .f(
二 ,

哟之前
,

先把 ( 二
, ” )平面划分为下列区域

:

D l 一

{
(二

, · ) ! 。、 * 一 + G (· ) < 一

}
,

D
Z 一

{
(
一

)

!
。 。
、 *

觉, 2 + “ (
·
)

, , · ! 、
· 。 ,

一 }月卜 G ( , )
一

> 一
}

,

D 3 一

{
(一 )

}}
·

} > 一

}
,

趁里
c 。 , 。 :

潇足条件
:

0 < 。 o

< 。
一

且曲麟 香俨 + G (哟 = 。 。 ,

奋价 十 G (习 = 。 ,
都是筒单阴曲接

。

然后
,
规定

, , 、

厂
一 〔蚤” ` 十

粤
` ,一 “ 。 〕` ,

(
` , ’ ) `

夕
: ,

, 、 劣 ” , 一
}

, ,

U
, 、 ,

卜
` ”

{
`

艺
, ,

、 、 劣
`

一 x o )
` , 气劣 , ” )

`
刀 3

。

可只看出
,

`

f (二 , ” )潇足下列条件
:
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1
“

f ( 二
, 。 ) ` C ’

( !
二
1< + oo , I。 ! < + oo )

,

从而在 ( 二
, 。 )平面上任何有限区域满

足李氏条件
,

Z
O

f ( 0
,

0 ) = 一 e o Z < 0
,

a3 存在N 二 2甲
.

万刃
,

画数
, (。汀 }

。 (。 ) ! > N )有

存在
a == 2

二。
> 0

,

使当 !
二

}>
。 ,

f ( :
, , ) > 0 ,

。 一 Z J资直
。
(劣 “

一
, 2“一 使当 }

·

I> 一 对任意” 校

f (
s , ,

(
。 ) ) d s夕 a > 0 ,

o4 当 卜 !
,

}
。
! 增加时

,
了(

二 , , )不下降
。

因此
,
方程粗 ( 2 )

— 其中的 f(
二 , 。 )及 g (幻定义如上— 满足定理 , 或定 理 2 的条

件
,
可是它却有无穷个 ( 莲擅就个 ) 周期轨耪

。

事实土
,

当 (
: , 。

)
: 刀:

时 ( 2) 变为

d劣 d ”

( 3 )
-一

哀了 = , ,
屯云一 = 一 g ( ` )

,

它等价于方程式

` + g (二 ) = o

方程粗 ( 3) 以

香
。 2 + G (

二 ) = 。 ,

。 。
` 。咬。 , ,

为其阴轨麟
.

此例羡明定理 1 及定理 2 关于 f (二
, 。 )的不下降性的假投是不充分的

。

因为
,

当

! 引
,
!

。

}增加时
,
f(

二 , 。 )不下降这条件容辞了(
二 ,对在 ( 二 , 。 )平面上某区域保持常

值
,

特别可以为零
,
因此

, 集合

Z 一

1
(一 ) .了 (一 ) 一 。

}

是值得注意的
。

定理 2 的靓明 (〔们 ) 实际上是暗中假殷了 f(
二 , 。 ) 是严格增两数

,
故胶定理关于

、

f (
二 , , )当 I二 1

,

!
。

}增加时不下降的假殷改为
:

f (
二 , 。 )当 1

二
1

,

!
?
! 增加时恒琳

,

. .

…
刻定理其确

。

但是
,

我们可以把此条件减弱 (晃 势 3 )
.

( 禅〕的 注 意力主要集斗于
g ( 二 )身 L

。

)
·

又若在上越反例中
,

取 g (哟 二 二 ,

勉时

奋沪 + G (二 ) 二 香
。 2 + 奋二 2 ,

其余不变
,

lRJ 得到反例
,
脱明当 夕(幻 “ 二

时
,

A n ton io D e C as tor 唯一性定理也是不

对的
。
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县3 A n t o n i 。 D e C a s t r o唯一性定理的修正

在上越反例的后发下
,
在 4[ 〕的基础上

,
我们对 A n七o in o D e C as tor 唯

~

刊生定理

修正如次
。

首先题明下列引理
:

引 理

考虑方程式

( 4 )

或其等价方程粗

( 5 )

二 + f (
二 , 二 )二 + 二 = 0

,

碌劣 d”

豆了 = 妙 ’
.

一

蕊王一 。 一 劣 一 J 、 劣 , ” ) ” ,

如果了(
二 ,

岭 满足下列条件 )I 一一 )
,

则 ( 5 ) 存在唯一的稳定极限环
:

I ) f (
二 , ” ) ` C ( 卜 1< OO

,

!
”

1< + OO )
,

f ( 二
, , 二在 ( 劣

, , )平面上任何有限区域满

足李氏条件
,

I ) f ( o
。 o ) < O ;

F 存在常数
。

> 0
,

万 > 。 及
a

> Q
,
使当 1

二

! >
。 ,

f ( 二
,

幻 > 。 ; 义当

1川 > 。 ,

对每个满足 1
,
s( )I > 了 的建覆函数

” s( )
,

有

.

厂(
。 , , ( : ) ) d s > a > 0 ,

丁 ) 当 1
二

!
,

1
,
l增加时 f (二

, , ) 不下降
,

V ) 最多存在一个
。 。

> O
,

使得

万任 Z
,

这里` ·

{
(… ) 一; 一 + *

一
。

}
, Z 一

{
(一 ) !了(

· , · ) 一 0

}
·

征明
:

1
.

周期解的存在性
,
参兑 〔3〕

。

2
.

周期解的稳定性与唯一性
:

参照〔31进行靓明如次
。

由条件 正 ) 推出 ( 5 ) 的任一阴轨彼都是星形的 ( 郎自原点 O ( o 。

o) 出发的任一

牛射修与此阴轨麟只交于一点 )
.

( 兑〔3 1或 〔们 )

现来既明 ( 5 ) 的任一阴轨楼都是孤立的并有救道稳定性 (〔6〕)
,

从而盯明了极

限环是稳定的和唯 一的 ( 〔1〕 )
。

役 r 是 ( 5) 的任一即轨接 ( 由上远知
, r 是星形的 )

, 显然 r 包含 (5 )既唯一的

奇点 O ( o ,

o) 于其内部
,
作相似变换



气

第 4 期 二 + f(
二 ,
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气
: A 二 ( `

,

幻分人 = (庇
。
加 )’

其中k > 0, 于是 r的象 从 = T cl( r ) 是筒单阴曲接 (且是星形的 )
,

此外

I ,`忿 r o C l “ t r
,

(无< 1 )
,

I ,`云 r C l , `亡 r 、
,

( 忍> 1 )
,

r , 二 r

曲麟 r 。在点 A 、的切校斜率为 (当 ,
笋 O ),

男 户 , 、

一 一 一 J 气朴 叼
,

朴

而 ( 5) 所定义的向量 场 在 A 、 的方向角的正切是

d ,
1 无劣

, , , , 、

么

一 J王一 i 通
二 ` 一飞了 一 J 挤 劣 , “ ” ) = 一万一 J 又左劣

, ` ” ) o

佰

由条件 正 ) 有 ( 。
沪 0 )

劣 户 , 、
一

一一 一 J 火$
, 妙 ) 、妙

( . ,)
劣 户 / 、 ~

一— 一 J、 $ , ” ) 梦 ,

妙

一

豆妥一 }气

一

鱼匕 I
d劣 IA

I

份

无< 1 ,

无> 1

但是
,

由条件 v ) 知
, ( . )或 (

辛带 )对任何 一 无 > 0 而言
,

等号不能对一切 A。 ( ,
产。 )

成立 (其理由见下段 )
。

因此
,
在 r 的任 一 邻 域

,
我们有一 族 与 r 相似的阴曲

接 r补无> 0) , ( 5) 的轨钱 当 `增加时跑不出 五“ r 补k > 1)
,

也跑不进介云
l’& (无< 1)

,

故 r 是稳定的极限环
。

现来陈述上段桔尾的箫断的理由
。

假投此希断不对
, e[J 存在某 无 > O使得

一三 一 f (
二 , 。

) =
d o

1
.

一
, 。

.

兀更牙一 {五
二 , ` 。“ 、 , , 芳 U

佑

自p得

f (
二 , 。 ) = f (无

二 , 无。 ) , ( 二
, , ) : r

。

由条件 万 ) 有

f (`
1 , ) = f ( 无̀

,无, ) ,
(
, , , ) ` 石 , ,
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其中 L a

( 兀
,
2 二 )

o

`

{
( 一小一

`。“

}
n R

, R是 r与 r 。 所围脑
域

,
而 “ ·

( 。 , ·
, U

再因 r及 r。为星形的
,

加上条件 W ) 与 f (
, , ’ ) 的速擅性

,

得

f (二
, 。 ) = e o , 、 : 亡

. ,

( 二
, ,

)
`
刀

,

故不妨令

f (
二 , 。 ) == b , b

可似靓明 b = 0
。

事实上
,

若 b笋 0
`

,

己劣 d ”

一

豆了 二 ” ,

飞斤
~

== e o , 、 , `
. ,

( 二
, ” ) ` R

。

glJ 技性方程粗

二 一 b。一 二 , b护 0 ,

有阴帆耪 r
,

矛盾
。

因此
,

当 (
二 ,

叻 ` R
,

( 5) 呈形状

d劣 d ”

—
二 二 公 ,

—
二二 一 劣

d t
一

d 云

故 r
,

_

r *替为园 奋
, , + 奋

` , = c , c 二 c : (￡== ,
,
2 )

, ` :
笋

c Z ,
从而与条件 V )矛盾

·

引理得征
.

定理 3 ( A n t o n i o D e C a s t r o 唯一定理的修正 )

当了(
二 , , )及 抓幻满足定理 2 的条件 (抓幻是

` 的增函数这假投除外 ) ,
且满足 下

面条件 ( ★ ) :

最多存在 一 艺 > 0
,

使得

E 三 Z ,

这 ,
, “ 一

{
(
一

)

1
* 一 + “ (· ) 一 。

}
,

Z 一

{
`
一

)

}
, (一卜 。

}
,

( “ 是 ,

单即曲技 ) , 具lJ方程粗 ( 2 )存在唯一的稳定极限环
。

征明大意
:

关于存在性
, 兑〔幻 , 关于唯一牲及稳定性兑〔41 , 只要注意到这件事实

:

利用变换

肠 == 创 艺 G ( x )
s夕“ ,

把 ( 2) 变成

李
一 ” ,

李
- - t 。 一 尸 (“

, ” ) , ,

芝里 F (。
, 。

) 二 f 〔
二
(
, 。 )

, , 〕 , ` 19 〔二
(

, 。
) 〕 , 而且满足引理的条件

,
再利用引理自p可

。
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`

厂(二
,

司 二 + 叹叼 二 。
的周沟摘竿之

{

一性定理

〔附注 〕

1
0

.

八鸽
。
)是恒姻函数 ( 当 1川

,

}
。
}增加时 )

,

则条个拭★ )满足
, 反之

, 不然
。

o2 条件 咬★ )等价于
:

( 2) 最多似 一条阴曲修 告价 + 敬 幼 二
、

; 为积分 lI$lJ 鸯
, 又

若条件 (★ )的
二

良确存在
,

则 ( 2) 的唯一稳定极限环就是香沪 + 自幼 二 亡
。

3o 日勺的定理 1也可类似上方式加似修改
。

9 4 例

在举例之前
,
先陈述 L ve i sn o n 与 lS ill ht 唯一 性定理的 悠正形式 ( I

J

ve i n o
on 及

S m i山在〔1〕中实际土是陪中假段满足了条件 (★ )然后进石证明的
,

若加上 条件 (★ )

后
,

他们的靓明是对的— 除却关于周期解稳定性荆据的蔽明那部分外 )
:

役 ( 2 )的 f ( x ,

川及抓川 涌足条件 ( ★ )及下面的条件
,

l1JJ ( 2) 至多有在一个极阻

环
,
如存在

,

则是倦定的
:

对每实数
。

( 使下而之饥 2 ( 。 )及 M : (
。
)有定义的 ) 有

, , , 2 ( e ) > 0 ,

J r l (
e

) <
。 , 2 ( e ) ,

范里
_
、

.

, _ 、 _
_

`
气

:
,

` 1
,

1 仪八二 ,

岭 1
_ .

二
n , / _

_ . 、

二
八

了,` 2气U j 一
, , ` 逆了` 、 二了 , 一了下下, 丁尸吮下 ,

—
。

—
〔 , 朴 7 ~ U , J 、 沂 , 活 ,少 7一 v ,

R之 ( C 】 t U一 ” J 气 劣 , ” 少 “ 秒 ,

J f l (。 ) = , I么(乙口,

R一 ( c )

f 1
` 币

一

十
t 补 “

1
”

f (
x , ”

)

a f (
二 , , ,

)

}
, 。
产 O ,

f (一 ,
·̀

” ,

,O

、.、r,J、.、
`
矛

刀 , ( e
)

刀 2 (。 ) =

{
( 一 )

}
{
(一 )

}

昏
: 2 + G (二 ) = 。 ,

.

f ( 二
, ? ) < 0

奋
: 2 + G (二 ) 二 。 ,

f (
。 , 。 ) > 0

现举一例
,
土述 L e v l sn o n 一 S m iht 判

据 不能用
,

而用定理 3 则可荆定存在唯一

的私定极限环
。

考虑方程粗 ( 2)
,

其中取 试幻 二 沁 ,

j ( x , , ,

) j土以定义如次
:

n l 一

{
( ·

川
一 + 一 < `

}
,

D Z 一

{
(·

川
一 + 一 》 `

卜

f ( 二
, , ,

) =

一 (
。 : 2 + , , 2一 4 ) 2

,

( 二
, 。

)
`
D : ,

( x Z + 。 2一 透) 2 ,

(二
, 。 ) ` D 2

.
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可似墩盔
,

勉时定理 3 的全部条件满足
,
故 ( 2) — 其中 f ( 二

, 。 )定义如上
, 夕(幻 二 二

— 存在唯一的稳解极限环
,

它显然就是 护 + 价 = 4
。

但是
,
五 1 (` ) 二凡 (

“ ) = 势 ,

从而 L ve in so n 一 S m iht 判据不能下什么枯希
。

最后
,

作者对胡金昌教授的热情鼓励与审阴指导
,
表示衷心感翻

。

.
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