
近十年简李雅普诺夫函数V的推广
-

胡
`

金 昌

d V

李雅普裕 ` 第二方法用两数 ” 及沿着动 力系就轨楼取 俞
,

从它俩的符号来判定运

动的稳定性
,

已耙众所周知
。

随着生产上技术革命的推进和自动稠 节的需要
,

李推普诺

夫函数
、

或泛两 v 的理谕得到进一步的发展
,

它的应用被推广到 全局稳定
,

时滞微分方

程粗
,

偏微分方程祖
,

最佳方程
,

随机函数及共也泛函室尚里
,

成为研咒这些新倾域中

稳定性周越的重要工具
。

本文专谕近十年周关于李雅普诺夫雨数 v 的推广
。

至于粗典的

李雅普带夫第二方法的推演
,

敲叽
,

和运用
,

已担有了很好的流行 书本 ; 本 文 不 作 谊

复
。

又与函数 v 的应用无关的稳定性文献
,

虽然多得很
,

也作为本文题外
。

为着避免引

用文献及作者名称的托冗
,

本文将筒略地表为文卜
·

〕引用的文献 (从 19 5] 至 19 6 01 卜)附
。论

在篇后
。

一
、

普通理翁

关于研究李雅普甜夫第二方法中的稳定性
,

渐近稳定性
,

不稳定性各定理的可逆尚

理
,

人们引入了静多定义和概念
,

如文 〔刃〕 把各种稳定抽分为九种定 义
,

极为庞什
。

本

节所稠普通理确
,
只略举与下文各节有联系的几种 :

封确微分方程祖 :

( l )
d x

— , f ( x ; t )
d t

其简 f 属于在域 G内所定义的建擅 矢 面 数 类 C
,

f( 仇
t
) = o ,

_

巨 满 足 L IP
.

条 件
,

此

后一般的以此假毅条件为基础
,

个别情形则另行声明补充荣件
,

下文常用 韶 号
x ; f 等

表示
n
推矢盈

,

有下标的字表示敲矢量的分量例如 :
、 = (

: : , 、 2 ,

… … 、 。

)
’

先没
t o l =

[ 0
, + ao )或

t 0 1
。
= 〔t

。 , + oo )

l一致稳定
,

已抬任何数 e>
。及任何 ot “ ,

若可指出 口〔的使对于一切 l
x 。

}< a当 t
之 ot

时有 }x( xo
,
t
。 ,
O }<

。剧称 ( 1 )的零解为 (关千 t
。

)一致稳定
。

〔这里及此后均 引用韶号 : !
、

} 一 + 汀反不
、
(

、 。 , t。 , t
)表示华轨楼

,

(
、 , y )表内积 1

李雅普豁夫稳定性定理 工 (按照池的原集所用号砺 ) 的 可逆尚越
,

要这定理 I 为可

逆
,

在文〔35 艰 lJ把条件补充作
“

零解为一致稳定
,

而且要求
v

( : ; t )容卉无穷小上限
。

但

更弱的条件只在文〔3 7〕里只要求 f (
: ; t ) 属于可微函数类 C ’ ; 而在文〔叻〕 里 lHJ 要求零解为
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一致稳定
。

文〔3 8〕将 n 印。叮 c
朋

。
工作及此两文的条件作出联系

,

表明对子这 一 类 方 程

有锗开
·

集 G、
存在

,

祖成递降趋零序列
,

而在 G 、
外轨拢具有某种特性

。

比对在文〔30 〕所

稠
“

非临界而均匀
”
的性质

,

亦即文〔3 2〕称为轨袋在域 r 内满足条件 ( A )如下 :

条件 ( A ) :
“

对于每个拾定有界域 oH (百
。
=c r )及整数 k ,

可指出 T 、 ,

只要
, 。

全 T : ,
、

xo 〔 r

\ G . ,

当 t ( I t
。

一 T 、 ,
t
。
+ T、 ]时这一段轨俊

x
(
: “ ,

t。
,
t )不会完全包含在”

。

之内
” 。

( G、
表点集 : 卜{< r

, : ,

当 k今 oo 时、 、
今。 )

2
。

一致渐近稳定
。

〔40 〕 定 义 : 若零解除已握适合渐近稳定定义之外
,

_

且 当 任 何

ot “ ,

及任河初 值xo 在吸引域 G舀之内
,

对于已抬任何数刀
,

若可指出 T (钓
,

使当 t之 t
。
十 T

(钓时有 }、 (
、 0 , t。 ,

)t }< 刀则零解称为一致渐近意定 (关于 ot 及关于 xo ) 由此定义
,

若在李雅

普甜失定理 I推谕中 (即所韬渐近稳定定理 )
,

引入一致渐近惫定这概念
,

剧得可逆定理

如下 :

若零解在域 H
。

内一致渐近稳定
,

共固百
。
。 G ,

则在 oH存在有正定号函数
v (

x ; t
)

,

容

静无穷小上限
,

共全导数 f竺、 在 H
。

为负定号 ; 而且
,
(

: ; , ) 具有建痕
_

二对于
, 。 l

_
_

_ -

一
、 dt / ( l)

一致有界的各一阶偏导数
。

若再假投 f (
: ; t )在域 H l二 百

。

关于
, “ 为一致速值

,

则
v

(
、 ; t )

、

在H
。

x l内有 一 致有界的各阶各偏导数
。

故可以挽 : 李雅普带夫渐近稳定定理中
V

函数的条件
,

是零解为一致渐近稳定的充

要条件
。

关于此款的封谕
,

前人文献很丰
。

老早在文 〔40 〕 已解决了充分且必要条件
,

但孩文

假毅阳二’而 v(
x , t

)亦属于 C ’ ,

文〔31 〕〔33 〕指出一致稳定的条件 ( A )与一致渐近稳定的联系
,

其中列举各种定 义
一

F的稳定性
。

文 〔57〕也开列出一套
,

其中
’

包括文古典的 桔 果 较 多
。

文 〔5 8〕 利用核积分算子
,

趾明在欧氏空阂存在有
,

“ oo
,

〔但在无穷推 空 周
,

只 能 征
v 眨C

。

〕
。

由上远各枯果
,

可以推谕 : 在渐近稳定的定义下
,

而不要求
“ 一致

” ,

划在李雅普

带夫的定理中的
一

条件是过强的
,

还可能有蛟弱的条件
,

文 〔2 4〕指出某一类型的非一致渐

近稳定即要求有 :

睿
·

{ ( 一
,。

, t
, < L 〔 ” ` · ’ , ·

, 。 ,
·

( ’ 一 ’ 。 ”
,

其固 B 〔 扩
. t 。

) > o , L在 ( 一 oo
,

oo )为严格递降面数
,

于是得充要条件为 : 有 定负面数

v

(
、 ; t )

,

浮在
,

且有某
r

> o ,

使当乙
x

了<
r
时

,

有一 1<
v
(

x ; t ) < 0
。

3
.:

对于初值
、 。

一致渐近稳定
。

若零解已翘适合渐近稳定的定 义之外
,

且对于已抬
t 。及刀,

若可指出 T ( 刀
. t 。

)使当 t之
, 。 + T (刀

. t 。

)时有卜(
、 o . t。 .

t ) {< 万,

共尚
x o

为在域 11。 内任何

点
。

如
.

比 R[J 特别称这雳解为对于初值 xo 的一致渐近稳定
。

在此定 义下
,

可刻画出稳定 域

较明确 !约粘果〔3习 :

若在域 H内存在有正定号面数
v

(
x ; O容豁无穷少上限

,

/ d y 、
_ _ _ _ _

_
`

而 (下 1 二 0
,

且
。 u P t

v
(

x
; t 夕在域 无10 , t “ I ) ( i n f [

V

(
x ; t

) 在域 H \ 11:
,

t o l )
、 Q t ,

( 1 )

/
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目
`

对干任何小 几> O 有
` . / d y \

}
3 u p又; 了 ) d , = 一 OO

,

这里
s u P 在域 {

x “ H ,

}!
二

!1全 八} 内取值
.

J 、 u L ,
( I )

L这里及此后用豁号 : }1
、

!1=
s u P { .

x ,
!

,

}
: 2 }

, … …
,

{ x
。

}} 1如此划零解为对于 、 的一致渐近

稳定
,

且对于
t 的一致稳定

。

其逆定理亦真
,

耳当卜1!< H l , t o l时
,

v(
x ; t )有一阶各述擅偏导数

。

`
。

指数律渐近稳定
。

已抬任何 e> o ,

若存在有 只> 0及试的 > o 使 }
: ( 犷

,
u1

, t ) !`
-

e
o x P之一 完(

t 一 t。 ) )
,

共阎 1
、 。

{< 吞
, t
之

t 。。 oI IHJ 零解称为指数律的渐近稳定
。

在此定 i’- 下
,

_ _ _ .
、

…
_

_
. _ .

d y

就段性粗而渝函数
,

一

与二二适合如下估值 :

a T

}2
_ , 、 _ _

一 }
Z dy

_

} 】2
_

! a v
J

_

} }

{ s
v
仁

x ; t ) 5 C 2 l
x

} 二 ,
,

5 一 C 3 1x l 各卜二
一

一 !二C ; ! x } 这里 C l ,

C Z ,

C 3 ,

C 4
为 正数

,

} } 】
, d t .,

1 !
,

! 口 x r 】 1 }
,

…
表 ” 刘

·

值
,

逆定理“ “ :

此类稳定也有称之为
“ 对千初步近似的渐近稳定

” ,

因为若方程卒叮 l )有这样的指

x>

l|11 1八U

数律渐近稳定
,

而附加余项 R (
x , , ) =

。

(卜{)
,

lHJ 所 得的新方程祖仍是稳定
。

这样 一
二

}冬
,

凭初步近似而决定共全部 f ( 、 ; t
) + R〔

x ; t
)的性质

,

通常挽做
“

粗略
”

性质
。

例如文 [ 17〕取 }R I` 1!
、

1}甲 ( t )
,

其时 尹 ( t )为中值有界
,

即对于一切
t。

之 0有
’

r > o ,

花吏

1 f ot 竹
.

; ,

~
.

, , 冰
, .

。 _
.

_ ~
, , _

一
, 1 1 、 , 、 。 、

一 _ _ ~
. , ,

_ 二 ,. ,

_ ~
二

~
, . 、 , ` J _

亩
一

!
,

:
一

`

护(5)
d带< 常数 , ` 又例如文 〔, ` lJ[ 幻 若取足够小的 “ ,

“吐更能够保持一致拟沂近稳

定的性
.

质
。

5
.

周期系数及触定方程粗
。

若 f (鲜 O 为具有同一周期的
t 的周期函数或例

二

定情形
,

ljR 以上各桔果有相当的筒化或得到更深刻的桔果
。

这都可以作为特种推谕
,

附此提及
,

此后常有这种情形
,

再不必樱述
。

若 f 为不同周期的
t 的函数

,

甚至为概周 生叭匆数
,

1111

因只 用一条概周期轨楼
,

常有可能稠密地谴充某些有限区域
,

故留待下节个 局 稳 定 封

渝
。

6
.

不稳定性
。

其次
,

投已知零解为不稳定
,

求两数
V

存在的充分条件
。

在文〔 , 〕 已

解答眺定祖的情形
。

文〔30 〕引 入条件 ( A ) [见款 l] 的概念
,

只U得枯果如下 :

若零解在适合于条件 ( A )的域 r 内为不稳定
,

划在侮个有界域 H。

内 (瓦
,

c r )
,

李雅

普带夫不稳定性的定理 n 的逆定理成立
,

且
.

v
有速擅的一阶各偏导数

,

当 t 0 1在 H 。

一

致有界
。

又若 f x( ; t
) 在

x

出
。
内关于 t “ 为一致篷擅

,

lRJ 当 t 0 1时
V

有任何阶各偏导数在

H 。

内一致有界
。

李雅普豁夫定理 111 及 生呢 eB关于不稳定性的定理是可逆的
,

即是挽
,

孩两定理所开

列条件
,

为不稳定性的充要条件
,

且
、

的光滑度
一

与 f (
x , `

) 的迎檀性关系
,

仍如上述
。

征明见文〔1 6〕 ,
( 34 )

。 :

7
·

在临界情形
,

.

夺在的尚题
。

在第一临界情形
,

李雅普裕夫原著在驻定情形 已趣具
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体写出各种
, 。

这尚题在
一

卜年前已粗有很多探豺
,

总桔在流行书本
,

近年对于时滞方程

祖
,

文〔4〕也写出
、 。

又文〔9〕把第一临界情形推广到 k个 0 特征根
,

共桔果显然反 映 着
、 , + 、 : 的两部分趋势

-
-

一对应于零根这一部分的祖要求为稳定
,

_

且其方程的右边不受对

应于负实部根这一部分的各变元的影响
。

& 函数
V

的构成
。

关于函数
\

的一般作法
,

在文〔30 〕
,

t3 4) 弓l用积分曲管 ( 即域 { f (
u

( P
,

甸
, t
片 的定 义 〔例如见徨梅茨基定性渝〕,

所作出
v

作法在奇点的很小邻域才成立
。

文〔2叮
,

举出在渐近稳定域 A 内
, v , 为偏微分方程 :

OC

D 入、 : 的形式
.

但这种

a
v ,

U 二 七 f f 、 ;
,

…
, 、 。

) “ 尹 (
、
) ( ] 十 万f釜) ( 1十

v : )
(I X i

的解
。

这里基本函数 尹(
x

)可取为定号函数
,

目

i丁
`

、

(
·
(
· ,

一 ) )
( ,? <二k (一 ) < 十 OO (一〔 A ,

。

然后“ = nI (I 十 , ,
)

,

此 法只 当能预先估舒

趋、 的解的递降、 :时
,

作法才有效
,

文里举两例 ( 1 ) 若一 (一 )` 杀
,

在充分大的
·

> S
·

〔: > o ,

; 11取 尹(
x

) 一 (
x , )

` ,

其简 k。 > i , d 3

/应
, 一 i + ( f

,

; )
。

例 ( 2 )

若 一 (:
S ,

一 ) <
盖

; 。取 尹(
·

)

一
P

(
一

拳)其
简
会

> ,
,

文 c6〕用 H u r w i t
:

的 J来表示出
V

使

d t _ _ _ _

_ _ _

_
_

_ _ . _
_ _

`
_

…
_

二 _ …一

厂 = 一 Z J . J Z…氏艺对
。

此表示公式如文内所靛可用来作各种佑值
,

例如时滞万程的盯
d t

i带界限
。

鼓为筒易的例子可举文〔4 1〕
。

若在 f ,

为技性的情形
,

已知零解为指数律渐近稳定
,

敲已知墓解祖 {
x ` j ( t

.

t 。 ) }
, x , j ( ,

。 , t。

) = 口, j , 具1J取任何正定号的齐 m 次式
w (

x l ,

, y , = :

二一 j (
· , t

)
· j , 可作出 一 {犷

W (y
: ,

… ,
.

;
·
) d

·

。。若 f ;

为常数系数 p: , , 。lJ取 y一艺
二 , ; (

:
)

: j 代入 尸
w ( y

, ,

… y
。

) d : 。

.

1 0

二
、

全局稳定

1
.

全局一致渐近稳定
。

投 G 为某抬定阴域或全个空简
,

若要求对于
t 。 及

渐近稳定
,

先 引进无穷大下限的概念 :

若在域 G 上存在有速擅函数 w (
:

)
,

适合下条件 :

v
(:

: , t
)全 w (

x

)
, 、 。 G :

. ` .
X

丫 o 〔

。 , :
)

G 一致

又当 m二
(
, (。

, ·
)

,

价二

华一 、
P ( G \ G

, x
) /
今 oo 时w (幻兮 ao

,

R[J 羡
、

在 G ( 的界上 ) 容静无穷大下
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若 G为奈空周
,

fllj
v

伽
,

O 为无穷大两数
。

A
.

由此定义
,

文〔1 2〕 , 〔1 3〕
,

吵叹征明下列定理在全个本简成立
。

文〔3 6〕征明它在任何

成立
。

/ d y \

若有两数
V

(
、 .

t )在 G 上为正定号
,

容静无穷小止
: 限

,

义穷许无穷大下限
,

月
_

《 二 ),

- -
· -

-

- 一
’

一

”
一

`
一

\d t/ (l)

芽
O

G

限域

为负定号
,

4[J 零解在 G 上为全局 一 致渐近稳定
。

其逆定理亦鬓 :

B
.

文〔5 8〕征明 : 若在全空尚内有正定
一

号函数
v

( 、 t )使当 !卜!1今 0 及 + oo 日寸对于 t全 O

一致地有 v( 川 O 分 0 及 + OO
,

逆定理亦具
。

且
v
扰 OO

。

c
.

文〔1 2〕在驻定情形靓明 :

而`些
\ d f )

《 ! )为 ” 定号
,

只IJ̀ 解为蚕局一致` 近稳定
。

其

若存在有无穷大的正函数
v

(
、

)及某集 M 使

d v

l d
t < o 在 M外 ;

d v

了 ( o 在 M
.

上
。

敲集 M 与 v = 。
(
。
笋 0) 的任何交集不含有半正轨拔

,

uj[ 零解在全空简为令局渐近稳定
。

此定理在实例上很好使用
。

2
.

ftA 3e paM
n 周题

。

由于自动稠节系杭在技术
_

上的需要
,

提出 肪、 p呱
11 阴翘

,

推动

李雅普豁夫两数 v 的理谕
。

向前发展
。

文〔39 〕解决了两个方程的尚题
,

开始把
V

表作一

个二次齐式及非拔性部分的积分式的和
。

此后在自动稠节工作中
,

常常应用此方法
。

概

括来歌
,

敲方程祖

d
x

_
_ _

_
_

_

_
_ _ _ _ _ _ _

, . _

〔1
’

〕 二- = A x 十 B 中 (
x

)
, x

表矢量
, A ,

B
, 中 (

x

) 表方陌
。

因为从提出的初值 f 可祖
d t

很大
,

故初步近似的研究方法无效
,

但可以预没一个二次齐式艺 ctj
: ,二 i 及矩阵 a[

`

(j B ) l 使

v

(
x , * ,

B
,

中 ) 二吕
e ` j x i x j斗

i j二 1 鬓
;一
!;

’ 尹
; j ( “ ’ d若

/ d y \

按照各翘对千
v

及 (于 )
,

的符
一

号要求
,

分别选择各样适宜的
。 ; i

,

alj
。

此方法大可 以灵’ 一

” ”
’一

一
- - 一

、 dt 人 1’ )
’

一
’

- - -
一

`

一
’

一
`

一 ” 一 ”

一
’

-

二二二
二 ,

* r 。、 。 f
l

{y 。 , * r 7 、 二 }
’ .

f f 飞
,

活居用
。

如文 8t 〕用 } 一 1 又各文〔7] 用 】十 } ! 一
·

}
2

,只 。 用
· , , `

人
、 `

frJ J
。 “。

,

人习
一

人
、 ’

用
.

{
’

〔l
一

」

这简题的二阶祖早已耗解决了
,

桔果歌 明这类型二阶祖不容许有周期运动
,
民与在

有界实轴上非技性部分的性态无关
。

近年文 〔45 〕 , 〔46 〕, 〔48 〕一速串解决此尚题的三阶祖

且敲明容补有周期解
,

其总拮在文 〔49〕
。

在其中所划分的二 十 二类当中
,

首先用上列的
、

(
: ; O分别提取 出大多数的全局稳定情形

,

腾下来的几 种
,

划用定性方法和不动点萧

甜谕其有界解
,

周期解及不稳定性
。

基本 已解决了这三阶尚题
。

在自动稠节工作中早 已解决的为 p * 尚题所用方法和 A益3印丫
aR 简题有些类似

。

文〔55) ,

晰〕时谕
”
阶粗

d x

— , A
x
+ c(尸(口 )

,

d t

其固丝
一

d t

= ( b
, x

) 一 p尹( a )
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其简 p >
o ,

尹(
o
) = o ,

6 尹 ( 6 )>
o , a , b为已知矢量

, d e t
( A 一 又E ) = o 的各根实部告为负

,

解此周题用如下形式的

== ( H x , 二

) + } 尸 ( a ) d a ( H . = H )
e

3一般桑局稳定简题
,

定性流起主导作用
。

这是文〔6 2〕很强稠的见解
。

文里队 为 当

要征明没有周期解时
,

象在文〔39 〕偶尔用
V

函数 ; 拟使如此
,

只能起配合作用而 已
。

文

〔印〕更郭箫文 l[ 2〕能 : “
解

:
( t )在 一 oo <

t
< + oo 一般是不可开拓的

,

光
一

是靠 用
、
> o ,

v ’

< 0 , v

一
OO 当护一 oo 来保征蚕局稳定性

,

其周
、
的存在

,

实成尚题
。 ”
文 l4[ 〕对

此砰篇作了答复
。

在 t之 ot 时
,

所考虑的蚕局稳定
,

应用〔40 〕的桔果来敲明 共极大函 数
v

’

的 存在
。

文〔14 〕末段举出时滞方程的全局稳定
,

显然暗示不应孩把 t 向左开拓的
。

4
.

概周期软技的蚕局渐近稳定
。

这里不打算叙述在定性益中常见的泊瓦松稳定
,

因

为涅梅茨甚定性流一书中第五
、

六章已作了很好的甫明
。

本文只举最近文 〔2 6〕的另一套

意义 : 毅 f (
、 ; t

)为 t 的概周期函数
,

巨敲在每个有限域内
,

f ( 、 ; t
)对干

t
一致速很

。 ,

若

方程祖 ( I )具有如下性原的唯一概周期解
: = , (t ): lo对于每 g >

。
可指出 口 (

。
) > o ,

使当

}
x ` ’

一 , 〔 t
。

) I < a (
。
)

, t全 t
。

有 !
x
(

x o ,
,
。 , :

) 一尹 ( t ) J <
。 ,

2
0

在相空周每一个有限域内
,

当

t 一 t
。

一
+ oo 时

,

对千 t
。

> 一 oo 一致地有 lx (
x o , t。 , t

) 一 , 〔 t ) {一
。 。

贝lJ系且( l ) 称 为具有

收 :救性
。

由于这收歇性
,

便是靓明这唯一解
x = , ( t )为蚕局浙近稳定

,

见文 〔6 1〕
。

祖 ( l) 具有收徽性的充分且必要条件为 : 存在有两个而数
v l

(
、 ; t )

,

v( : ; ;y z : ` )其

有下列的性 质 ( 这里
、 ,

y
, :

都表
n
椎矢量 ) :

1
“

当
、 , t取有限值

, v ,

(
x ; t )为座植实函数 ; 在有限区域 {

、

}内
, v ,对于 t < 十 oo 一致

_ _
-

、 - 一

d/ ~有界; 当
、

一 , 十 oo 时
,

对月“ t
> 一 oo 一致地有

v , 一 * 十 oo ; 近 创
一

斗二 ) 在 城
-

-

一 一 d\ t/ l()
、

之 y 内为乡卜正号两数
。

o2 在有限域
2

< p内两数 《
x
; ;y

: ; t )为对千
Z

的正定号两数
,

对于
Z

容 冷无穷小

上限 ; 在室简砂
x
nR x 砂的有界域内

v

(仁 y ; z ; O 的各偏导数迪擅且对干 t 一致有界 ;

且有

w (
x
: y ;

2 : t ) “ ` 一
云

口 t 气= 1

厂 a v
_

口v _

! 万万
一 f

。
(

x ; t ) +
~

又 ~ ~ 一 f .
( g ;生) +

匕 口丫 ` a y i

刁v _ , _ _ 、

下

+
一

; 下~ 〔 f 。 ( g +
2 : t ) 一 f

`
( g ; t ) i

口 2 1 习

在侮个有限域 { z < p内
,

函数 w 对于
Z

为负定号
。

5
.

蚕局有界解
。

毅方程祖 ( 1 )如前
,

但不规定 f (
。 , t

) = 。 ,

若任拾仑> O及 t
。 、 工可指出

` ( 。 , t。

) > o使凡
` x 。

<
。 当 t > t o

有 !二 (
x o ,

t
。 , t

)
;

< a
,

则称祖 ( t )的一切解有界 ; 若 a
一

与t 。无

关
,

(即所指出的灭
。
) > 0 )

,

lHJ 称系叹 1 )的一切解一致有界 ; 又若已抬
。 > 。 ’

>
。 可指出

舀(
。 ’
) ) o ,

心
. 。 ’

) ) o ,

使凡 t
o
o l

,

}
x 。

(
。 当 t之 t

。
+ :
时有 }

x

(
x ` , t 。 ,

t )
,

< ` ,

具11称粗( 1 )

的一切解毕竟有界
。

文〔59 〕的桔果如下 :
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毅 N 为原点某一邻域
,

以 N ’
表示 N的补集砂 \ N ,

没在 N ’ x 工存在有正定号西数 试 :

;)t

适合局部 iL p条件
,

且 : 1
。

若 xj {一 co 时对于
t
一致地有

w
(
、 ; O一 oo

,

而在 N ’ x 工有

竺 < 0

d t 一
fllJ ( 1 )的一切解有界

。

扩此外若更对于原点的任一开球邻域 S二 N使w( ;x O

_
_。 , _

_ _
. 。 .

_
_ _ _ _ . , _

_
_ 二

_

_
_ _

二 _ _
_

d w
_ _

_

在坂 ( 入
’
n s

’

夕火 1 内有界
,

划这丫切解一教有界
。
3

“

若适合条件 1
“ ,

2 “

但二
~

为负定号
,

划
O t

这一切解毕章有界
。

三
、

时滞微分方程粗的稳定性

1
.

引流
。

近来由千自动擦制与无浅电学科的发展
,

时滞微分方程祖成为现代的尖端

学科
,

书〔4? 〕把 19 5 1年以前这学科的发展作了出色的总精
,

其中专谕一阶二阶横性 方 程

的解折理谕
。

数
、
及泛两 v 。

( 2 )

在这理谕的基础上
,

本文只叙述时滞方程祖零解的稳定性
,

李雅普带夫面

先谕时滞为 t 的函数 t贰 t )的情沦
,

毅时滞微分方程祖 :

d x :

二- = f .

t
x j ( t 一 T k j (

t ) )
, t }

,

( i
,

j = 1
,

…
, n ; k = 1 ,

…
,
m )

a 兀

这里 f 、为其变元的连彼两 数
。

毅初始集 E ( t
。

)由 t。点茂小于
, 。的各差值

t
一

: k j( t )所祖成
。

(这里 t互 t
。

)
。

在 E〔 ,。

) 上投

初始两数叮= 朽( t ) ( j = l
,

…
, n

) 当 t ( E l(
。

)为速擅函数
。

又毅各 f :适合解唯一性条件
,

所得

的解为 {
x j( , j , t。 , t

) }
。

文 c5 3〕亦即 [ 5`〕咋稳定的定 义如下 :

若对于每一个
。
>

。
及一切 王

。

全
: 。 ,

可求得` ( 王
。 , 。

)使在初始集 E ( t
。

)内
,

任何初 始 两

数 , j ( t )
,

适合 }丫 j(
t
) 一

x s( 尹 s
, , 。 , t

) < a (王
。 , 。

)的
,

随着有

j
x j (护j , 王。

,
t ) 一

x j (甲j
,

t
。 ,

t ) <
。 ,

( j =
、

l
,

·

一
, n

)
,

当 t之毛
。

具1J解 {
x j。 i

,
t
。 , t ) }称 为稳 定

,

若更有

1i m

t .

叶 CO

· j (。
,

i
。 ,

: ,一
j ( 尹 j

。 ,
,
。 , ` ,

{
一 o

lRJ 解 x{ (j 自
, t。 , t

)} 称 为渐近稳定

文 6[ 3〕更推广之
,

作出时滞方程的全局稳定及拟渐近稳定的定义
。

2
.

微分差分方程相
.

的稳定性
。

当 ( 2) 式的各
: 目为常数

,

lRJ 得微分差分程粗 :

d l :

( 2
,

) 勺书 == f : [
x j〔t 一 r k j )

, t l ( i
,

j = 1
,

…
, n ; k = 1… , m )

d t

fllJ 李雅普甜夫原著定理
,

立即可照搬进来
。

/ d y \

1o 稳定性定理 : 若能找出正定号函数
v
(

: ; t )使 (于 )
.

为负常号或 0 ,

刻 ( 2
’

) 的
-

·

一 , 一 一
产

一
-

一
·

一 · - , ,

一
,

一
’

一 -

一
- - - 一 ’ 一

’

一 、 dt 人2 ,
)

- - -
- .

- -

一

零解为稳定
。

2o 渐近稳定性定理 : 若能找出正定号两数
v

( 鲜 t )
,

且容薛 无 穷 小 上 限
,

又使
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`业 、
\ d t / ( 2 )

:注一

为负定号
,

lRJ ( 2
’

)的零解为渐近稳定
。

` _
_

_
_

_
_ _

.

, _ . 、 . _ _

_ / d y 、 ~
. , . ` , ~

以上两定理
,

困数 v 在域 I
t
夕 t

。 ,

l x
,

l< h 十定义
,

血【— l
,

则在域 妞户 t
。 ,

! 丫
, . 叮

` d t , ( 2
’

)

h ,

}
x j ( t 一 : j

,

) ! < 1
1

} 内老虑
。

注二
。

以上两定渔为不可逆
,

在上远文献中写出一个例子

d x

d t

d x

= a x

(
t
) + b x

( t一 r ) 与
一丁 , = k卜

x

( t夕+ b x ( t 一 r ) ]
d t

在参数平面 a(
, b ) 上的稳定域图形

,

两者不相同
。

3
“

不稳定性定理 : 若找出面数
v

(
二 ; t )在原点某个 h 邹域内适合 1 )

v

(
。 ; t ) 二

。 ; 2) 无箫

h 如何小
,

可求得与 t 无关的区域甘
,

使在 u 内有
、
>

。
; 3) 在 从 内

V

有界 ; 4 )在 “ 内

(宁)
` 2

(佘
一

)
` 2

> 山 5 )在另一华域 H、 = 仆 vl 》 试 > O } 内
,

》 l > 0
。

lH] ( 2
’

)的零解为不稳定
。

3
.

具有常数系数的摸性部分的微分差分方程祖
。

首先举出常系数栈性微分差分方裸

祖

d x . ln

丽
一
署著

a , ,
· x ,〔` 一 r ,

·

)
,

( `一 ` , ”
’

, n
)

以 k伟 、 ’

代入
、 ;

立即得特征方程 :

` · t

(馨一
“ r ’

一
`

{
`

)
一 “

殷有 P个根的实部为负
, q 个实部为正

, “

个实部为零
,

即 ( P
,

q , 。
) 可作如下分类 : ( OO

,

。 , 。 〕为广义稳定拮点或焦点 ; (
。 ,

OO
, 。

)为广义不稳定拮点或焦点 ; ( P , q , 。

)
, P产

。 ,

q产
。

为 P 极鞍点
。

但比拟于心点的 (
。 , 。 ,

oo )不会存在
。

老早已知一切 eR ( 又
,
)《 一试 <

。
为渐近稳定情形

。
一

文〔5 2〕赶明若有限多个单根的实部

为素:而其余一切的 eR ( 瘫
。

) ( 一试 <
。 ,

lHJ 亦得稳定
。

但若有一根实部为正
,

文〔19] 在附加

条件之下
,

得征不稳定性
。

其次
,

在上列方程祖的右边再可加上变系数的极性项或非模性顶
,

十奈年前已有题

明当所附加的项在某些条件之下
,

且一切 eR (之
,

)` 一试 <
。
的情形

,

仍是渐近稳定
。

但 与

常微分方程祖的稳定性尚题
,

有某些区别
,

文〔3〕所举的一阶方程
d x

一丁 , ` a x
( t )一

a x ( t 一 r
) + F Z

d t -

虽然当在时滞界限内
。
<

:
< △时

,

技性部分方程为稳定
,

但也可选取 F Z使在任何
r
>

。 ,

非擞性方程不稳定
。

因此
,

利用
V

函数作初步近似
,

是否具有共粗略性 ?

4
.

时滞方程与微分方程的等价
。

虽然二者之固有上述的区别
,

但在时滞界限
。

<

<
: 之内

,

时滞方程与其对应的微分方程具有密切的等价性关系
,

文〔3〕
,

〔1〕祥初 斤列出

非裁性方程等价性九条定理
。

从此李雅普带夫稳定性理扁有各样的推广
。 ,

呀列如文〔4〕把李
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雅普帮夫第一临界情形推广到时滞方程祖
,

即是挽把原来的 m
,

g 推广为 m
,

g + 1 ,

这

里时滞部分 oY (
。 ,

… “ , x
) 二 1俨

,

非滞部分依然取 g俨
, 〔比较下文第 8 款照原用一 个 g 的

桔果 〕又文〔2〕征明当特征根实部为负且 }a
. ; + .b i e ` , 一凡j i( y ) !产

。 ,

(
w 为实数

, y产
。
) 的 情

形为
“

无条件稳定
” 。

至于中型方程的等价性
,

文〔习 只湍一 阶而已
。

5
.

李雅普诺夫泛函 Vl y ( 一口)
,
t ]

。

我佣还可以把时滞函数推广到依躺于别一变元 口,

。《 a《 h
,

在此区简内定义
n
个片段建擅函数 y : ( 一 0)

,

…
,

y n( 一 0 )
,

或筒写为矢函数
.

y ( 一 a ) = ( y
:

( 一 o )
,

… , y
n

( 一 o ) )
。

在这矢函数空周

(R “ , : { y ( 一 o ) ;旅 〔。 , h ] }之内
,

定义泛函数 F ( g ( 一 0 ) )
,

这一个抽象概念很早 已 耗 有 提

出了(例如在文〔4 7〕3 9 1真及以后各真指出这概念在自动稠节应用及朝技 图 解 )
。

现 封 谕

如下的时滞微分方程祖 :

( 3 ) d x : _ r ,

了
一 F 。

[ x ( `一 “ ) , ,
) ( ` = 1

,

… n
)

这里各 F 。
为在空固 (R “ )所定义的泛两

。

在空固(R “ 》内取范数豁号 :

}}y ( 一 o ) !1
“̀ , = 3 u P { ! y

,

( 一 a ) ! ; a 。〔o , h〕
, i = l

,

…
, n

}
,

以区别于在 n ”

内矢量
!
所取的范数 Ii

x

,l=
s u p { }

x ,

1}
, : 。 G

。

i二 ! … , n

殷在此两种尺度U
·

!!`
h , ,

}}
·

!} 意 义之下
,

各泛面 F .

在 (R “ ,为片段速擅且适合 I,i p条

件
。

同样
,

在此两种尺度之下
,

可以仿照第一节写出各稳定性的定义
,

正定号泛函的定 义
,

容爵无穷小上限定义等
,

·

见〔2 7〕
。

但在建立零解为稳定这一定义
,

须要补充如下假础 :

若在初始集 E ( `
·

)内所拾
卿

始面数《 ’
)是在 ’ < ’ ·

定义的
,

当然对应于某一个
“ ’

( `
·

一 a )
。

但若《 t
)在

t
>

t。 + h定义的
,
只有很少数的这样扰动能够在 E o o) 内有共对应的 l4]

始两数
。

然而不谕如何
,

下文只考虑在 E ( t o) 内有其对应初始函数的情形
。

一不兮一 / △
V 、

再者
,

我俐沿 ( 3) 式的献摸
x 卜

”

( t。 一 a o)
,

t1 取右上导数
_ `

’ `

甲
.

( 下 ) 这里
△ v 涵意

。 t . . , 十 。 、 。 t , ( 3 )
,

为以
: [

x

o(
t。 一 口

。

)
, t

,

刃代入 v 内的 y 所产生的变差
。

若存在有速筱函数 w :
(

:

) )
。 ,

当
r

笋
。 ;

一

且在区域 { 1卜[ x
o

(
t。 一 0

0

)
, t 一 a l l}

` “ ’ < H
,

t>
。

}内有

1im

△ t
. ~ 卜+ o (锐)

( 3 》< 一`卜〔一 ( !
。

一 `
。

,
, t 一 , ,! , (

、 ) }

lRJ此右上蚕导数称为负定
一

号函数
。

由此
,

文 〔2 7〕
,

〔3 2〕推得如下各桔果 :

(甲 ) 可逆的定理
。

若从方程祖 ( 3 ) 可找出泛西岁〔y ( 一 o )
, t l在域 { {! y ( 一 口川

“ <

H
, t

>
。

} 内为正定号泛两
,

容静无穷小上限
,

的零解为渐近稳定
。

:

二呱 (劲
( 3 )为“ 定号函 “ ,

旦fJ ( 3 )

若更适合下条件 (文〔28) ) :

11, f ( V ,

当 ny ( 一 a ) }}
`“ , = I{ ,

) )

且IJ初始两数的域 : { {卜
“

( t
. ,

一 o
。

) {

及对千
t 。 )一致渐近稳定

。

。 u p ( v ,

当 11y ( 一 a ) .}`
” ’ 。 H。

)
,

( H
。
< H

,

< H )

}`
“ ) < H

O

}在
x

=
。
的吸引域内

,

而零解 (对干初始两 数
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_

_

_
_

_

_
土 _

_
_ _

_
一

逆定理亦其
。

而且在域 ( H。

)内存在正定号汛两 v 容辞无穷小上限 ;对于 y ( 一 e) 适合

_ , d V 、
` _ . _

_

IL P 条件 ; 又有右导数【舟一 )存在
,

在域 ( oH )内为负定号泛两
。

一 ` 一 ’ -

一 一
「

一 、 d t /
’ -

一
`

’

-

一
’ 、

“
-

一
、 `

一 - -

一
’ -

( 乙 ) 若只硫渐近稳定的充分条件
,

lRJ 有下列 两桔果 :

1
“

若有泛函 V (
x

( t 一 o )
, t )容爵无穷小上限

,

且可找出篷值两数 r (
r )

, 护(
r

)
,

当 r
笋。

时取正值
,

又有数 o 丛 h : 二 h及 O二 h Z兰卜3二 h使

v [ : ( t 一 a )
,
t l 之 f [ 11

:
( t 一

r

) 11( h
,
) ]

,
o夕` b ,

票
、 。

(登
一

)
` 3》、 一 , : 。

·
(卜

· ) .! (“
3 ,

h Z’ 〕
,

b Z` :
兰 、 : ’

直lJ( 3 )的零解为渐近

稳定
。

2
“

若有泛函 v [ : (
t 一 o )

,
t l且可找出篷擅函数 w (

r
)

, w :
(

r

)
, w Z

(
r
)

,

尹(
r
)

,

其简 w (
r

) 与

尹 (
1

,

) 当
r

产。时取正值
, w , (

r

)
, w Z

(
r

)当
r

之。时为革稠
,

且 w :
( o ) = w Z

( o ) = o
,

w [11
:
( t ) !}]三 V [ x (卜 a )

, t ]兰

` ’ 】〔”“ ( t” ,, + 一

({!
、 气

{ [’ ( ,一口)
, ’ ] }

’ d口
全)

l i nt

J t - 呼 + 0
r兰兰
\ J f )

( 3 》` 一 尹` }}
·

(
七’ 11’

lRJ 零解为渐近稳定
。

( 丙 ) 最后
,

若零解为指数律渐近稳定
,

即轨钱适合千 :

},
x

[、 , ( t。一。。 )
, t 。 , t 11]`

“ ,兰 BU
: 。
(卜 a。 ) 11`

“ , x 。二 p [二 a
(卜

t。 ) 1
,

,之 t。

日
x o
(卜 a。 ) !}(

h , < H。 = HB一 ’ `

qlj 可作出泛西 V ( y( 一 a )
,

)t 适合 LI P条件且
C ,

}Iy ( 一口) 11`
“ ,兰 v [ y (一 e )

, t l弓 C Z

Iiy ( 一 a ) n
`五 ,

二戳
十。

(子)
` 3 ,` 一 C 3

,,, (一 ” n
`“ ’

·

由此可封渝非技性方程祖

一 = F [x ( t一 6 ) 1+ R [ x ( t一口)
, t l

d t

的初步近似法
。

若取其换性部分 F (
x
(

t 一 e ) )
,

lRJ 得特征方程

d e t [ ( F , j ) 一 Z E I = 0
,

共简 F l j = ,

( O… e几o… … 0 )

J

若一切根 eR 礼<
一 r

< o ,

lHJ 可作 v ( x
(t 一刃

, t )
,

由此可指出乒> 0 ,

若非裁性部分
`

R .

(
x

(
t 一 o )

, t ) !二口!卜(
t 一 a川(” ’ ,

具IJ非齐次祖为渐近稳定
。

文 ( 1 7〕更推广为

! R
.

: · (卜 , )
, t , .̀ , ( t川

·
(卜 , ) 1.`

“ ,· 其简
于{

的稳定
,

其处理
一

方法时相联系
。

t + r

少 ( 〔 ) d 〔 < 口
.

初步近似与握常扰动系
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文 ( 3 1〕,

( 1 8〕, 〔5 1 ] , 〔l ( ,J求得这些处理的类似精果
。

6
.

李雅普豁夫两数 v(
、 , t )

。

正如款 1 的微分差分方程祖一样
,

我侧 可以把 李雅普

豁夫原来定理照搬进去
,

其文上虽然成立
,

但效用很微
,

甚至于无 用 : 例如一个
二

一

阶时

滞方程具有振动性态且适合李雅普豁失的渐近稳定条件的情形
,

不会存在
。

因此要从另

一方面考虑李雏普豁夫泛两 V
。

文〔50 〕与第 6 款观点相类似
,

但所作川的是函数
v

(
、 , t )

,

对流下方程 :

( 3
,

)
器

一 F ·
〔一 ( t , ;一 ( ,一 , ; , ,

, ` · `
,

一
,

j , 1 , …
, n ,

k = 1 , …
,

m

其简泛 函 F ,
在域 G { !{

x
( 一

: ) n
k
< H , t

全 t。
} 建 擅 有 界

, F ,

( o ; o ; , ) =
o ,

而 m
n

个 函 数

x s: (卜
:

)在区 固
。
二: 二 h ,k (

t
)内定义

, o三 h s、 ( t )丛常数 h 。

毅面数
v
(

x , t )在域G内有建擅各阶偏导数
,

又由 ( 3
’

)得

(竺
、 d f

、
一 u 〔

、 j〔 t ) ;
: j、 ( t 一 :

) ; : ]

,

( 3
`

)

毅矢两数集 { y (
6 ) }适合下列条件 : 当每

t
>

, 。

时有

y ( t ) = x
( t )

, x
( t )为 ( 3

, )的解
v 〔y ( 6 ) ; 。 1兰

v [ x ( t
) : , ] }

,
口兰

t

J̀,
、

、
.

护A
了̀、

则有如下的定理 : 若有正定号西数
, v

( ;x t )
,

由 ( 3
’

)求得 U
,

若 { y (的 } 适 合 条件

( A )
,

而泛两 U ( y j ( a ) ; y jk ( 6 一
:
) ;口 )为负或恒等于 0 ,

具吐( 3
’

)的零解 为稳定
。

此外
,

若
、
(
、 , t )容群无穷小上限

,

而 U ( y
J

( a ) ; y jk ( a 一 :
) ; a ) 为负定

一

号
,

妓}j工比术解 为

渐近稳定
。

在上远条件 ( A ) 中集 { y ( ` ) }的任意程度很大
,

因而定理的应用功效遂微
。

我 们 可用

如下条件 ( B七)
, k 二 l

,

2
,

… …
,

把 { y ( a ) }的性质
,

逐步深刻化 :

y ( t ) , x
( t ) ; v

[ y (。 ) ; 6 1兰
v
卜 (

t
) ; t l

, `兰
t

y .

( a
Z
) 一 y .

(口
1
) }二 s {

“ ’ }̀ 2一 a , {
,

( i = i , … n
)

,
a , , 。 2。 [ t 。

, t ]

了、才.气
、产̀kB

了.、

其 简 s {
“ ’ 二 , u p F ,

[ y j ( t ) ; y j: ( t 一 : ) : t l
,

而
s u p号内的 y 适合于共前

一

个关系 ( B卜 ’
) ; 其最

前一个

s {” =
s u p F .

[
x j (

t
) ; x s、 ( `一 r

) ; , 1
’ 。

敌文〔50 〕列举各种具有稠节参数的方程祖
,

通过 ( B “
) 的逐步迫近

,

补睁这些稠 省参

数的稳定域
,

逐步扩充之
。

7
.

不稳定条件

在最普通形式 ( 3 ) 的时滞方程粗
,

其右边以 R h
空简的泛函 X ,

表示者
,

只U文小习 已料

成功靓明了从嫂旧 e B的不稳定性定理及李雅普带夫的不稳定性定理工
,

n
,

在泛两空 !制R“

照样地成立
。

在此文第二部分诬有初步近似定理
。

孩文把方程祖写成最普湿形式 ( 4 )
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〔见下面第 8 款 〕
。

若拔性泛函部分适于于局部 LI P 条件 ( 系数 L 足够小 )
,

则零解为

不稳定
。

8
.

第一始;界情形的推广
一

— 一— — —
- - -

一
- - - -

一 津

文〔叭 〕作出时滞方程的第一临界情形
,

考虑一般形式 :

O
·

云同
一一( 4 )

d 、 ,

(
t
)

d t

x j(
t + 沙 ) d刀

; j( 吞 ) + x 、
[ x ,

( t + 口 )
,

…
, x n

( t + 乎 ) 1

(

这里各X ;

(
: ,

( 口 )
,

识 二 ]
一

,

… n

)

…
,

、 ( 口 ) ) 为在两数空简x{
,

( 口 ) ; 一 r丛 夕 ( 心的非换性泛函
。

其初

步近似祖的特征方程

;

,
`

工

t

卜
。 1 1, +

.

{
o

龚“ d , :止( 。 )卜 。

的根 滋一 o
,

R以 j《 一 少
。
< O

,

j 巴 2 ,

3
, ……

。

在这两数空简华
,

仍可仿拟李雅普诺 夫的

方法
,

作出一个变换
,

把方程右边化成为 gx “ + … …之形
。

所得的桔益与李氏的第一临

界情形的精果相同
。

}

四
、

在刚性空简动力系枕的稳定

]
.

单卷数逮植群
。

模仿微分方程祖所定的动力系就在欧氏空尚内R
”

内所祖成的 单参

数运 动群
,

可以把这概念推广到抽象的尺度空固 R
。

殷在 R 内有尺度 p ( 二 )
,

用这尺度
,

按照下列 几个性质守巴动 力系杭作为算子
x

( p
,

O 的定义 :

l ) 空尚 R 自身映象
,

即 : 若 p o R ,

员lI x ( p
, t ) 。 n , t 。 ( 一 ao

,
+ oo )

0

2 ) 算子 X ( I,
, t
) 对于 ( p , t ) 速擅

,

即 : 已拾 e > 0
,

可指出 ` , ,

` 2
> 伍 使当 “

( p
,

q ) <

` l ,

卜
t飞

一 t Z
}< 口: l丁士有。 ( x ( p

,
t ,
) 一 X ( q

,
t Z
) ) < e

。

3 ) 群性 :

x ( X ( P , t ,
)

, t Z
) = X ( P , t , , + t Z

)
, X ( p

, o

) = P
。

由此可见 { X (o
, t ) } 为参数

t
的速擅群

,

因而有不变集 M
,

用这集 M 代替未扰动运动的地

位
,

用这尺度 p .(
·

) 作出与第一节各种稳定性相模似的定义
。

在眺定情形的假敲下
,

文

〔25 〕
,

口 3等靓明如
一

「桔果 :

2
.

旦丝鱼宝里卜
。

投在不变阴集 M 的微小邻域 s( M , r )可作为泛两 V :

( A ) M 为稳足的充要条件为 : 1
“

已拾任意小
。 1
>

。 ,

可指出
c Z
>

。

使 当 P “
,

叹 P,

M ) )
> e ;
有 v ( p ) >

。 2 ; 2 0

已拾任意小
r Z
>

o

可指出 r .
>

o ,

使当。 ( p
,

M ) <
r l 有 V ( p )二

r Z ;

3
0

对于 P o s
,
t>

o 或对千凡 合 x ( P
,
t ) ` S 所有的 t ,

( 在任指定 p )
,

v ( X ( P
,
t ) ) 作为 t

的函数
,

不随 t 而递升
。

〔附注〕 这里所取的 v 是根据文〔印〕的假毅 :
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v ( P ) 一 t

戳
p t x ( P , , )

,

M l

以此为开端
。

下面各款所用的 v ,

有些与此相关
,

飞以不尽是
。

( B ) M 为渐近稳定的充要条件为 : 有泛函 V 涌足 ( A )的 尸
, 2 “ ,

o3
,

此外对于任

可略 ( p
, t
) C S

, t 。 〔o
,

+ co 〕有 V ( X ( p
,
t ) ) 今 0 当 `今 + OO

。

( C ) M 为一致渐近稳定的充要条件为 : 条件 ( B )此外有 d !

> 0 ,

使当 t令 + oo 时
,

对于 P , S ( M
,

口 , ) 一致地有 v ( x ( p
, t
) ) 今 o

。

( D ) M 为不稳定的充要条件为: 在 M 的某一个 邻域 s 内有泛函 v 浦足 下列条件 :

1 ”

泛函 v ( P ) 在 S 内有界 ; o2 在 M 的任何小邻域最少有一点 P 使 v( P ) > ;0 3
“

对于任何

P贬 S有

d V

丽
= 只
+V W, 共中风> 0, 而 W为在 S内的非负泛函

。

3
.

大范围稳定性
。

作不变 斤集 A包含上述阴集 M在内
,

即 M C A C R
。

创 M 为一致

渐近稳定 且一致吸引
,

而以 A 为共浙近稳定域的充要条件为具备下列性质的泛 l缅v( P )及

中 ( P )存在 : 1
“ V ( p )定 义并建植于 A

,

中 ( P )定 义并速擅千 ;R 2
“

当 P o A
,

一 1< v( p ) < ;o

当 p` M 有 中 ( p ) > o ; 当 p “ M有 中 ( p ) 二 0 ; 3
“

对于充分小
r Z> 0 可指出 r , , a 、 ,

使当 p ( P
-

M )>
r : l司时有 V ( p ) < 一

r , ,

中 ( p )>
a : ; 4 “

当 p ( p
,

M )分 o 时
,

泛函 V 与 中 智趋于 0 ; 5 。

若有点 q` M
,

q `入\
、

A沮 IJ当夕( p
,

q ) * 0时 l sm V ( P ) == 一 l ;

)
. 二 。
一 , ( P’ ( ` + v ( P”

·

若兀 \ A为典本集
,

则 M 在本周 R 令局稳走
。

4
.

戟箱 X 〔P
, t )与 M 的距离的估值

。

没在集 M 之外抬定具有如下性质的泛函 v ( p )

尹: ( p ( X
,

M ) 〕 二 V ( p )二尹
:
( p ( x

, M ) )

这 甲两数 尹l
(
、

)
,

尹2 (
x

) 在
x 〔 [ o

,

+ ao ) 定义
,

且严格地由 。 递升范 + oo
,

具IJ p ( X
,

M )的估

值为 :

,于
’
( V ( P ) ) 二 p ( X

, M ) 兰甲丁
’
( V 、 , 》 )

.

敲在 M 的邻域 s 内有两个泛两 v , ,

w
,

具有下列四条件 : o] 当 Po s 时 。 ,

v 兄
,

` v . `

a v 兄
, ,

共中
a : , 。 2 ,

兄
, ,

兄
2为正数 ; 2 。

当 P o s时
, 一 b y “ ,二 w 且

一 b 、 “ ,
其中 b l ,

b Z ,

k , ,

k Z为正数 ;

d
y ,

k
: _

3
0

当 x ( P
, , ,

) 。 S
,

V 〔X ( P
, t ) ] 速擅可微

,
_

且
一

畏井 = w : 4 “ 之:
= 令

一

> ] ( i = l
,

2 )
,

只IJ M 为
一

、 `

”
`

一

’ `
一 、 ` ’

“ 一 ~
` ’ ,

一
, 一 ` “

dt
” ’ ` ” ` 一

见
。 2 ` “ -

渐近稳定
。

且 V [ X ( p
, t
) 1的估位如下 :

当之:
> l

, 孟皇> 1 ,

只dg
辛

( f
, , t )兰 v 〔X ( P , t ) 1丛 g ( p , t )

当泥, == l
, ’

之2
> z ,

只IJg ,
( p , t

)兰 V [ X 〔p
, t ) ]兰 g ( p

, t )

当又: = 之2 = i ,

具IJg
,

〔p
, t )二 V [ x ( p

, t ) 1二 g :带
( p , t

)

这里
1 1

g ( P
,
t ) 一 [ z + ( , 2一 i ) (

a . v兄
,
) 孟

, 一 1 b Z 。 2 一 只; , z 之2一 ’
(
。 Za :一 ’ v 兄

2
) 兄

:
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1

g ,〔P I t ) 一 (
· 1· 2一 ` v 兄

!
: 一 b 】a l一 ”

)̀
·

表示 ,巴下标 〕
.

2对 , 写
。

此估值可以应用于多方面
。

如文 〔 23 〕用此得出渐近稳定一系列条件
C

又如在书〔 2 2 )用

这估值方法可于有限时
,

区固的技术稳定
。

导
.

抽象模型的作用 以上的单参数运动群算子
,

是从常微方程粗姚楼的实质抽象出

来
,

作为其零解稳定条件的模型
。

即是挽
,

若以轨摸 x( xo
, ` , t

)代替算子 X ( P
,

t )
,

以

两数
v
( x( xo

,
ot

, t
) O代替泛函v( P , t

)
,

零解代替 M
,

便得一套常微方程零解的稳 定条

件
,

也可得一套眺定系数偏微分方程粗的稳定条件
。

对于非眺定 的常微祖 ( l )
,

可 引入新 自变数
S

合 d ; = 〔] 十 ( f
,

f ) 〕圣 dt 原祖 ( l ) 化为

在塞简护 x T ,

( T 二 ( 一 oo
,

ao )
,

的眺定祖 :

d x
/ d

s
= ( 1 + ( f

,

f )
一蚤 f

,

a t / d
s 二 〔1 + ( f

,

f ) 1
一丢

此时取 t 一翰作为不变集 M ,

故仍可得祖 ( 1 )的解
x = 。

为稳定的另一套条件
。

但此方法不

可施用于非驻定 的偏微分方程
。

6
.

两卷数运动族 循此抽象空固的概念
,

再行推广
,

作为 (非乱定 )偏微分方程祖零

解的稳定条件的模型
。

在尺度空简。 作含两参数
t , t 。的算子族 { U (护

, t 。 ,
t ) } 的定义如下 :

i )对于 ,
。

之
。 ,

尹。中
,

、

当 t之 t o时有 U ( 尹
,
t o

,
, ) =c 蚕

2 )当
t分 t。 + 。 ,

有 t ,
( 尹

,
t。 , t )令 尹

·

3 )若尹。 u (下
, t 。 , t : )具Uu u ( 下

, t l , t ) = U ( 尹
,
t o ,

毛)
, t之 t ,

戮这两参数运动族有不变集M ,

利用空周中的尺度
,

可以作出各种稳定性的定义
。

然

后仿前 1
.

2
,

3 款写出一系列的稳定条件
。

为避免一路抽象下去
,

留待下节在偏微分方程

祖零解的稳定性时篇
,

把这样抽象模型用偏微分方程祖具体表现出来
。

而对千偏微分方
.

程粗来规
,

条件 2 )可作为
t今 ot

。

五
、

偏微分方程粗的稳定性

1
.

靓明 一 般所浅的适定性 (有时也很流行用稳定性这名称 )
-

- -

一即特解
u 或其偏导

数速核依翰于孩方程祖的系数
,

或初值条件
,

或边界条件
,

或数者兼有一一这方面的衬
篇

,

超出本文范围之外
。

本文所指的稳定性意义
,

即在有些偏微分方程 文 献 中称之 为

`
特解

u

当 t分 ` 时的渐近性态
” 。

例如 oC 6o , B选集 oN
s , 5 1一 51 封毓双 曲型方程的稳定

性 ; 又例如 eB ll m
a n

在 T R A M S
,

V
.

64 甜盖抛物型方程的稳定性
,

都 ;吕尔今 ` 日
.

戈特解的渐近

性这一意义
。

木文只列举那些利用李雅普甜夫泛函 V
:

可得到的更 J一泛的粘果
。

衬流偏微

分方程粗 :

......)
( 5 )

口u . ,

口
u ;

几。 t 一 f
。

〔 ’ ,

”
, `’ !

一丽
」

口Z u :

a
x j口

x j

s ,

i “ l
, · ’

一
, n ,

= l
, …… , k
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’

弱

毅柯西尚蓬 : 初值条件为
t = ot

, u = 尸
,

这里
u ,

尹表
n
推矢函数

,

例如 户 = ( 沪
: ,

…

尹
。

)而 尹
,
= 尹

:

(
x 【,

… … , 、 )
。

毅对千任一个元 尹。中及 ot 之
。
可以构造 ( 5 ) 的一个

解 : U = U ( 甲
, t 。 , t

)当
t 《 一 oo

,

十 oo )
,

lllJ U 。中
,

于是形成了上节的两参数变换族 { u ( 尹
,

石
。 , t ) }

。

又因通常不要求唯一解
,

故不变集M 所对应的零解 u兰 。定义如下 :

“ 当一切
`全 `。电 尹 = o 推得 U ( 尹

, , 。 , t
) = 0 ”

共余稳定性的各种定义
,

可按照抽象空

简中所有的尺度 p .(
·

)模拟地逐
一 写出〔21 〕

。

2
.

定胜偏微分方程祖

......)
口

u
。 _

刁
u

万二 == f
.

口 t

x 夕
, tl i ,

a
x 萝

a Z u :

,

。 x j ,

日x j ’

“ ,
i = 1

, ’

二 ,

;n j = 卜 二
,

k
.

封谕此祖零解的稳定性
,

只需用单参数运动群 { U ( 尹
, t ) }亦即如前节第 1

.

2
,

3款的 { X ( P
,

t ) }
,

故可把前节的局部稳定性条件
,

大范围稳定性条件的模型
,

照样套进便得
。

3
.

非定感偏微分方程祖的柯西 尚阻

兹取方程粗 ( 5 )及其初位条件 t = t。 , u 二 尹
。

又 2[ 1耳 J用两参数运动族的理翁
,

得如

下桔果 :

( A )使 ( 5 )的解 U = o 为稳定的充要条件为存在有单叁数族的泛函 vt 具有下列条件 :

1
“

对于任何指定元素 护。 S (
。 , r )

,

当 t

之o 当
, t的函数 V ,

有定 义
,

这里磷域 S (
。 ,

r) = { 尹 {0

< p ( 护
, 。

) <
r

}
,

2
“

对于充分小 C ,> O可指出 C Z
> 0使当叹

「

尹
, 。

) > C ,及一切
t
之 0时有 v ,

( 尹)

> C Z ; 3
“

当 p ( 户
, o

)今 O ,

对于
t
互 o 一致地有 V飞( 尹 )今 0 ; 4

“

对千 t的函数 V 、

( U ( 尹
, t

。 , t ) )

有定义的一切
t全 t。 ,

此两数不随
t 而递增

。

( B )使 ( 5 )的解 U = o 为渐近稳定 的充要条件为 ( A ) 的 1 “ , 2
“ ,

3
“ , 4

“ ,

此外
,

当

t今 + OO 时
,

对千一切
t o

全 0及。 ( 尹
, o

) <
s , ,

有 〔 V
:

( U ( 尹
, t 。 ,

t ) 〕分 o ,

这里
5 1为足够小的

正数
。

( c )若 ( 5 ) 的柯西简题有唯一解
,

lllJ 解 U “ O 为一致渐近稳定且一致吸引的充要条

件为存在有两个单参数族的泛函 V ,

与 w
:

具有如下性质 : l “

对于任何指定的 尹〔 S ( 0
, r
)

,

( r
> 0足够小 )

,

当 t
互 0函数 v ,

( 尹 )
,

W
,

( 尹 )有定义 ; 2
“

对千任抬定足够小 C ,> O ,

可指

出正数 e Z , e 3使当 t互 o , p ( 护
,

0 ) > C ;有 V
,

( 尹 ) < 一 e Z ,

W
:

( 尹 ) > C 3 : 3
“

当 p ( 尹
, o ) 分 o

尹
一 _

d
对午 :之 o一致地有 V

t

( 尹 )分 o ,
W

:

( 甲 )今 o : 4 。

一升V :

( U ( 尹
,
t

, t o

) ) = w
.

( U ( 尹
,
t , t

。

) )
。

_
- -

一
·

- · 、 - ·

一
’ 一

’

d t

( D )零解为不稳定的充要条件为有两个单参数族的泛画 v :

与W
t

存在
,

具有如下性盾 :

1 0

对于任何指定的 甲。 S ( 0
, r

)
, r

> o ,

当 t
之 0 ,

函数 V ,

( 甲)
,

W
:

( 尹 ) 有 定 义 ; 2 “

在 t“

( O
, + ao )

,

甲( s (
o , r

)
,

函数 V
`

( 尹)有界 ; 3
“

对于任何 。> 0可指出 沪
。 , t

。

使 v : 。

( 尹
。

) > 0 ,

d
p ( 尹

。 , M ) < ` ; 4
0

于 v t

( 一 〔U ( 甲
, t , t 。 ) 〕二 孟

v t

( U ( 尹
,
t 。

,
t ) ) + W

t

( U ( 尹
, t 。 , t ) )

,

d t

其周( w
.

尹) > O
,

常数完> O
。

4
.

混合条件尚题

关于柯西尚题与边界尚题一起混合的某几种
一

方程
,

也可应用如上各定理
。

但由于偏
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微分方程边界简题本身的
,

个别性
,

使到定解谕及存在确占主要探衬方 向
,

而对于 t ” + aO

时特解的渐近性态
,

查料不丰
。

举文〔15 〕抛物型方程祖为例
。

日u

— + L ( t ) u = 0
刁丈

共固 L (
,
)u 为强椭型算子

。

毅
u

及其对于
、 .

的偏导数 (至 m一 1阶 )在域 忍的边界取
。

俏
,

初

{ r 。 , 2 d y

始条件 为
·
(
· ; t ) l

一 , (
·
)。 L Z。 此时取 V 一 (

U , ·
) 一 }

_

旦
·

:
` “ ,

佘一
2 ( L · , ·

)
,

故差
’

一
”

’
一

”
一

}
t = 0

-

一
“ 忍

l= l :

( L · , U
.

) ,
a
(
· , ·

)
,

常数
a
> 0

,

lHJ 当 t

一
时

。

此特解
·
( 。趋“

,

因为此时有

子
、 -

Z a V o

5
.

基业遍鲤理丝卫
,

文〔66 〕所列举的稳定性与不稳定性定理大致与上文相类似
,

略为筒些
。

孩文解 决 一

个弹性系杭的稳定性尚题
。

已抬偏微分方程 :

口4 w a ZN 日Z w a Zw

二一二一
~ 几二一

一
十

-

一
= O

a
x 4 D a x Z

’

a t 之

已抬边界条件 :

w (
x , t

) =全馨共卫
当

x 二 0 及当 、 一 1

U X -

这里假敲
w 及共偏导数对

x , t 至二阶
,

对 x
至四阶止在域 O弓

`
兰 1 , t

>
t 。

> O定 义

且速披
。

兹取泛两空尚 R ( w ,

的
,

其简元素为

w 二 〔w (
x ,

t )
, w

.

(
x , t

)〕

去、气、
`

X

,

d

、、12/,̀ǐ lee卫习

尺度 。 (w : ,

w Z) 一 } {
’

(亡「
气

.

J O \ 七 二 0`

a k w l (
x , t :

)

日x k

口
盆w ,

(
x , t Z

)

刁
x k

a w l (
x , t : ) a w Z

(
x ,

t Z )

a t , a t Z

尸les
.

lú

十

,一ǐ lesl一

若取泛两 v (
·
) 一

!;
lHJ 确正明若当

N > N ,
二 一

a ZN

D

w

:
+ w

: )
d x

`

兀 ZD

a 2

时
,

v ( w )在边界尚题之下为定正号
,

容许无穷小上限
,

全

导数、 ; `三。 ,

故 当 N > N ,
时 ,

又若取泛两 V (们 `

零解为稳定
。

一 V ( w )必(
w
)

,

当 v ( w ) < O
,

O
,

当 V ( w )> O
,

, ( , ) 一

!;
W W! ` ·

lRJ 可征明在域万 ( w ) > 。内万 (
w
)肴界且万

,

为定正
。

当 N < N :时在域万 (
w
) >0 内实际可找

出孰接
,

故零解为不稳定
。

当 N = N 、
ljR 由其物性本身决定零解为不稳定

。
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六
、

在两种尺度下的稳定性

1
.

条件稳定

关于条件稳定与不稳定这古典尚题
,

早在 19 3 8年 H
.

r
.

M a服朋已翘在其工作的附注里

开列出来
,

大致如下 : 若在
、 1 , … … x n

之中只求考虑 介千
、 l ,

……
, x k

( k二 n) 的稳定
J

胜 }川

题
,

lHJ 取 v(
t ; x , , · ·

一
, x 。

)
,

只要依照李雅普诺夫的稳定性定理
,

渐近稳定性推 渝
,

及

不稳定性定理工
,

专就部分变元
x ; , … … 、 k

(
x

+k ! , … …
, x n

为任意 )来检麟
v , v ’

的正负

性质等
。

至于这些附注的征明
,

glJ 见于近年文〔67 〕征之
。

孩文且举了很多例子
。

2
.

在两种尺度下的稳定性

由此可见
,

对于初始位置 (
x

?
,

… … , x

盆)及对于过程 中部分变元 (
、 : ,

…… 、 k

) 在两个

不相同尺度之下考虑
,

现在分别以 0P
, p表之

。

文〔6 8〕揣此简越
。

议 T 。 为初始集
,

初始时

尚 t。。 T。 ; T为全个过程的时尚
,

0T 三 T
。

若 T有限
,

lRJ 这尚题相当于适定性周超 ;若 T 为

《
不截止的

》 ,

lRJ 它相 当于在
,

一 aO 时的渐近性态尚题
。

孩文把帆枝
x

( x0
,

t0
,

O 在某

些条件之下称之为过程
,

以 x0 (
t
)表未扰动过程

,

而其他 x(
x 。 ,

t 。 , ,
)为扰动过程

。

在所没

这两种尺度之下
,

对于侮一偶 {
x , t

}定 义出两种
《 距离 》 p ( 、 ,

O
, p 。 (

、 , ` )
。

在某 R >

o ,

若在全个过程内恒有叹
x

(
: 。 ,

t0 ,

O
,

O < R ,

划称之为 R 一过程
。

一切 R 一过 程 的

偶 {
: ,

}t 的集合以 R z T表之
。

未扰动过程
1 “

( O称为在 T 上对于任何
t 。 “ T

。

按尺度 p
。 ,

p 为稳定 〔或一致稳定 〕若适合

下条件 : 对于任何
。
> 0

,

可找出舀(
。 , ,。

) < O〔或云(
。
) < 0〕使凡 j]J 下直在 p。 (

x 。 , t
) < ` 时

,

扰动过程
x
(

x 。 , t 。 , t )在它的全个定 义域内总有 p (
x
(

x 。 , t。 , t
)

, t ) <
e 。

投在 T。内叹
: , :

)关于 p 。 (
、 ,

t) 为建值〔一致速值〕
,

剧
、 “
(
:
)为稳定 〔一致稳定 〕的充

要条件为 : 在集R z T上存在有泛函 v ( : ,
t )

,

按尺度 p 为定正且不升
,

按尺度 p 。 在 T 。
上为

速镇 〔一致速植 〕
。

更若 当 t

一
+ OO 时

, x
(

x 。 , t。 , t )按尺度 p 趋于
x o
( t )

,
具lJ得渐近稳定

。

相仿地
,

未扰动过程
: ”
( O在 T 上对于任何 t叭 T 。 三 T按 尺度 p。

,
p 为不稳定 〔一致小稳

定〕的充要条件为 : 在集 R z T上存在有泛函 v(
x , ,

)在域 ( V > 0) 内有界且具有定正导泛 l匆

v , ,

使在最低限度对于任何舀> o有一个
t。〔 T

。 ,

可找出 {
: 。 , 、。

}适合
p 。( x 。 ,

。。 ) ( 。 ,

;笙甲

x o == x o
, )

,

〔这里
x o 二 x o ( ` )

, t。 = t ( v )〕
。

七
、

最佳李稚普藉夫函数

1
.

最佳控制

远在 1 9 51 年
,

文〔71 〕已粗用
V

函数研光最佳 i组题
。

这文考虑方程祖

d x 。
/ d t = 乙 P

. : : :

(
。 二 1

,

… … , n
)
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其中各 .P
r

寿依辑于某些稠节参数的常数
。

殷在这些参数所定的稳定域内
,

特征根翘常保

持着
。 < 孟: 住…… 二完

.

的次序
。

若参数作如此选取使 之。
10 9二一 = m i n

七八 畜
lRJ 帆技以最短时

尚由球公妙 = A走到球公妙 二 e 之上
。

近六年来最佳系杭的文献大为盛行
。
卫

.

G
.

n oH , 肛 HH等所用的变分法
,

推广古典变分

理希到阴集 lul 二 l ; H
.

H
.

l’P ac cB KH沂等将最佳尚悉化成 力矩箫中的 L一尚题 ; 及 R
.

eB n m a n

的动态规划智同此类型尚题
。

三者固的相互关系
,

只好介招粽合性的文〔6 9〕,

在此 文 中

已 开列其他文献
。

本文只写出与 v 面数有关的桔果
。

2
.

最佳李雅普豁夫两数

文〔70 〕甜谕几种类型的方程的过渡关系
,

其中主要封流的类型如下方程祖 :

d
x

1d t = A 、
+ b ,

+e
’若’ +.

, ·

… 十 。
卜 ,扣

一 ,

这 里 A 为 n
阶常方阵

, 刀( O
,

奋叹 O 为擦制函数
, : ,

b
, e a

(
a = l

,

… , n 一 1) 告为
n
雄 矢 该

。

没 刀(
t
)

,

钾 ( O
,

(
a 二 1

,

… n 一 1 )在 〔 o , T
“

〕澳值
,

这里 T
。

为所求的最佳时简
,

即以 最 短

时固 T ”

从点
x

达到坐标原点
。

且毅

, 2 ( t ) + 习 [若a
( t ) ]

2
兰 l , t 。 { o

,

T o ]

没在合成简题
,

T ,
以初始位置表为 T 0(

: , , … … , 、 。

)
。

投 、 。
,

措为最佳控制
,

以此代又( 6) 得

最佳机凝
、
(

: o t , , 。
{若了})

。

可以征明沿此最佳轨蔽应有

d ,0r 1d t二 一 1
·

因此我俩毅
v

(
x

) = T O (
x

)

随着有 m i: , ( d
v

l d t ) 二 一 i

此
v

(
: `
)称为最佳的李雅普带夫两数

,

而
: 二 0

为最佳系就 :

` , X z
:
I t 一 A· + b。。 (

·

) +
· , :
; (

·
) +

,

二 +
e
一 1 : ;

一 `
(

x

)

的渐近稳定解 : 即当 1
*

,

r 。
(
、 。
)时

, 、

(
、 。 , :

,

, 。 {奋兮} )一。 (注意这渐的意义不是当 : * , )
。

刊用这理箫
,

逐步作
v k

( 、 ) 可获得最佳系扰的近似作法
。

3
.

最佳广义李雅普豁夫两数

从此再推广
,

文 〔72 〕考虑带有随机扰动的方程粗

( 7 ) d ` l d t 二 A 二 + B u + C ,

这里 A
,

B为 n
阶常方障

, : , 。为 n 一推矢量
,

代 O 为随机两数
, u

为依覆千 叹 O而选取的擦

制
。

由于冲( O的各实现值
,

所选得各
U
的集合

,

以 U 表之
。

浮令在初值 x o ,
冲。

,
t 。之下

,

( 7 )的解为 : (
: 。 , 冲。 , t。

,
t

,

粉
, 、 ,

)
。

若
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T [ u ]三 1 P l }卜 (
、 。 , 、 。 、 ,。 , , ,

:
, ,:

) }}) 8 ] d :
口 t ` .

为有限值
,

这里 P 表示 〔 J 内不等式的概率
,

!1叫!
一

么 l
, u 。 j[

,

RIJ U 称 为叫 取 摔 制 在

一切可取控制 { U } 中求 m in T 〔U〕所对应的 U
。

称为最佳控制
。

投两数
v ( x ,

刀
, t
) 为定正号

,

容群无穷小上限
,

_

且有
一

可积的定负导两数 d 人l {
、

} Zd
, 明

v
(
、 ,
刀

, t )称为 J“ 义李雅普诺夫函数
,

这里 M弋
、

}表示以 ( 7 )的解代 人
v

(
、 ,
万, :

)所得的咖数

v
( t )的期望

。

更若有广 义李雅普诺夫两数
、 “

(
x ,
刀

,

O适合于

( 7` ) 啥
d M {

v o
}

d t

刘
v “

(
: ,
刀

,

O称为最佳广义李雅普甜夫两数
,

于是有下桔果 :

若粗 ( 7) 有最佳控制 U
“ ,

lRJ 定正函数
、 。
(

x , 刀
, t )三 T ( U

, x ,
刀

,
t〕为最佳的 J “ 义李稚普诺

夫两数
,
且在 U

“

之 下
,

(钟 )式左边达到其极小
。

逆定理亦成立
。

在二阶祖的情形
,

这文举出一种图解作图法
,

把各 V两数逐层的水准楼作出
。

`

手
.

概率稳定

与上篇题有附带关系引起概率谕与
、
两数的联系

。

文〔73〕考虑方程祖

( a ) d x
/ d t = f [

x ,
t ,

, ( t ) ]
,

( !I
x

l}< H , t> t。> o )

其固矢两数 f 对千矢量
x

适合 IL P条件
, 刀( t

) 表具有有限多个常值的均匀与尔 ltJ 失遥
:

毅 ( a )的解为 (
n + i ) 一推随机矢函数 {

、 (
x 。 ,

t 。
,
刀。 ,

t )
, 刃( 、

。 ,
刀。 , t ) }

。

若已抬任何小的 e >
o , P> 。 ,

可找出吞>
o ,

使当 t 二 : 。 ,

}卜
。

!}压 `时
,

使丫,:
一

切
t之 , 。

时
,

概率
P:

[ !}
二
(

x 。 , t。 , 刀。
, t
) }!< e l ) i 一 p

如是具U( 8) 的零解称为概率稳定
。

又若已知任何解
x
(

x 。 , t 。 , ” 。 , t
)当 !】

x 。

!}二H
。

替适合
。

p :

〔ll
x
(
、 。 ,

t 。 , , 。
, t
) }I< H l > i 一 p ( H )

, p ( H ) 为某正数
,

若零解 为概率稳定

且对千任何 刀 > O

l im

t一今 0 0
p :

[ }l
x

(
x 。 , t 。 , 刀。 , t ) j}< 刀 ]全 1 一 p ( 11 )

剧零解称为关于初值 n
: 。

“二 oH 的 P ( l)t 渐近稳定
,

千是有下列拮果 :

若能找得正定号两数
v

(
二 ,

t
,

力
,

共导数 d M v{ } Zdt 为常负号
,

具lJ ( 8 )的雳解为概率稳

定
,

这里 d M {
v

} l d
t
表示 ! 的函数

v

(
x
( t )

, t , ” (
t ) )的期望的右导数

。

若
v
(

x , t ,

钓为正定号容静无穷小上限
,

其导数为定负
,

lRJ 刘
一

于任何正数 P (l l) < 1 可

指出 H
。 .

使 ( 8) 的零解为关于初值 1卜
。

U二H
。

的 P ( l)r 一渐近稳定
。

其次
,

毅 H 二 oo
,

若存在有常数 B
, a
使一切能 当 t全

t 。

满足
2 2

M [ I卜。, , , t , , 刀。
,
t ) {!

2 ] ` B }[
’ ”

!.
Ze , p [一 “

(
’ 一 t , ) ]

(这里 1! }1
2
表欧氏范 )

,

具U( 8 )的零解称为中值指数律稳定
。
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在此情形可得一系列的定理与寻常微分方程祖的相仿拟
。

例如
v

(
: , 刀

,

O的 存 在 定

理 ; 在 d M {
v

} / d
t 二 一 w <

o

的关系里
,

定正型
v

(
x , 专

, t )
, w (

x ,
刀

, t
)的产生 : v

(
x ,

刀
, t
)的估

值公式 ; 关于耗常作用扰动的定理等
,

在此文里智敲明
,

在此情形 下智成立
。

在本文中所引用的文献

1
.
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,
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,

王联
。

稳定性理流中的微分方程 与微分差分 方 程 的等 价性洲

哲
。

学报 9 卷 3 期 ( 19 5
`) )

,

利
,

录 2 卷 落期 ( 19 5 8 )
。

2
.

秦元助
。

有时滞的系杭的无条件稳定性
,

学报 10 卷 1期 ( 19 6 0 )
。

3
.

秦元助
。

稳定性理渝中微分方程与微分差分方程的等价周题
,

学报 8 卷 4 期 ( 19

沼 )
:

4
.

王联
。

稳定性理渝中第一临界情形的微分方程与差分方程的等价周题
。

学报 10 卷
I 期 ( 一9 6 0 )

,

利录 2 卷 7期 ( 19 5 8 )
。

污
.

刘永清
:

微分盖分方程解的稳定性
,

进展 4 卷二期 ( 19 5 8 )
。

6
.

蔡健林
。 `

常系数筏性微分方程的 laJ ny oH B两数公式
。

学报 9 卷 4 期 ( 1.95 9 )
。

7
.

谷超豪
。

二阶非袋型方程稳定性简题的一解
。

学报 4 卷 3 期 ( 1.93 4 )
。

“
.

张炳根
。

二阶常微分方程祖的解的蚕局稳定性
。

学报 9 卷 4 期 ( 」.95 9 )
。

9
.

赵 施光
。

鞍形常微分方程粗在具有临界情形 的 条件 稳定性
。

科录 1 卷 5 期 ( 19

5 7 )
。

1 0
.

王联
。

带有变时滞方程解的稳定性
。

科录 3 卷 7 期 ( 1 9 5 9 )
。

1 1
.

B a p加。 。 H E
.

A
.

; 、

以 a。 ` 跳an M
.

A
.

三K 、 n poc y 0 6 y e T o甘, 、 B
co

T o n o n印、 M y

n l,” 6“ ”忍 “ n ” , 0
.

fl M M
.

19 0
.

3 / 19 5 5 /
c T p

.

6 2 3一 6 2 4

12
.

B a p 6几坦 。 n E
.

A
.

z, K P a c o B e K H盆 11
.

H
.

0 6 y c拍盆明珊
: 11 几B朽水 e n ” 只 B 双e卫 o M 及A H

T .

8 6 B .

3 / 19 5 2 /
e T P

.

4 5 4一 4 5 6
`

1 3
.

B a P 6a l且一I n E
.

A
.

0 6 y c , 行
冬I月

毗
T“
决 !n e朋 5 0八 n o r o n e皿月 n e行n o r o y Pa B n e n” Jl

T P̀ , T` e r o n o p“ 八Ka
·

fl M M T .

16
。 B .

5 / 19 52 /
14

.

B :甲 6a ;u o n E
.

A二
, K Pa e o B e K ; ,扭 H

.

H
.

0 e y坦 e c ” o跳 , , ,,。
中y n K I瓦,, 、 , IJ只 n y n o叭

H 。: y吸 e a。、 、 、 、 ,
,

T; 、

咄
,

叻执 y e , 盆、 。眠
To B
珊 :伽

.

fl M M : .

1 8 B
.

3 / 19 54 /
。 : p 3 4 5一 3 5 0

1 5
.

B
, l山” K M

.

H
·

”
瓜及H不 e叱 K a a O

.

A
.

K Pa e B H e 3 a只a 可只 八几只 y Pa B r , e一2 1一1, 11 ,

爪 c T n H x

。 p o o 3加 ; n

盯
飞1 , 。, K仍 o p H x K皿。 e o B on 印 a

卿~
y pa B n e 。 。 。

.

y M H T
.

1 1
.

B
.

6 {1 9 5 6 /
e Tp

.

4 ]一 9 7

1 6
.

B pK o q H
.

( V r k o苍 J
.

) / 0 6 Pa m e月叻 兜 o Pe阳 A
.

M
.

IJ 月n y朋皿 H H
.

r
.

甘e呢 e阶
.

“ ` x哪:
.

Ma :
.

东 y p n . T .

5
.

/ 19 5 5 /
1 7

.

T e P撇
l丁几3 e B

.

E
.

0 6 a c ” M n o T o T n

姗肋行 y e , 盆恻眠 , n o n e P加 M y n l)一 6几落,东 (、 n川。

11 1“ M T
.

2 1 B
.

i / 19 5 7 /
c T p

.

13 3一 3 5
.

] 8
.

r e P M a n仄s e B
.

E
.

H KaP e o现 K” 沂 H
,

H
.

0 6 y c叹 ,五q H

毗
T“ 一I p ; 1 \ n仪 T几 11一, ( ) 几c行e T B -

Y , C,

111 , l x

O3B
M y哪

HH只
·

ll M M T
.

2 1 B
.

6 / 1 9 5 7 /
e T p

.

7 6 9
.

7 7 4
.

19
。

E e ” ; xo B l l q E
.

M
.

0 6 y c” 益咖 Bco T M P e瓜c n ,1益 。朋 o r o K万a e e a 几1 ,中4 )c P e n双, , a 几。 I一H x

y泌哪二
饭 C :、。 。 a 3浅。 。 。瓜。 、 a pr y M e ,、、 M

.

n MM 1 5 / 19 5 1 /
e : p

.

6 0 1一 6 0 8

2 0
.

3 yo6 一1 B
.

H
.

oB
n OP ` H 卿 P“ ”

附 OP r o
解” 及a 卫“ n y n o吩

, xl
oc

T P ( ,e R飞,显 o 6m e r o

p ”̀ , 11 ” n ” “ B 0 6“ a c叭 , a“ ` tM n拍T o q况 : o竹 y e ” 首, 。 B oc T o
.

n M M T
.

1 9 / 19 5 5 /
e T P

.

1 7 9一 2 1一)

2 1
.

3 y 6、》B B
.

H
.

M e怕仄。 A
,

M
.

J厂、叮
n o 。 、 。 x n P o M e o e 。 、 e

.

J r y / 19 5 7 /

2 2
。

3 y加l玉 B
.

H
.

M a 代橱
T ”叨。 K He M e ” 八H ” e e 刀e八。胳R “ “ e 、 , e T e M a B i n呱 T。峨兄 K、 ) r . )



第 3 期 近 1
一

年阴李雅普瓣夫函数 v内推广 1 6

pe ry :叩。二 n。 : .

/ 19 5 9 /

23
.

3 y 6o B
.

B
.

I I
.

Ho K o :、) pHc 3 几几几
、 , ,, ( ,6 y e To行

t l ; : I、娜 T , , 几B: 1不 e n H只
.

y X H T
.

1 1 B
.

6

/ ]
.

9 5 6 /
e : p

.

2 5 0一 2 52

2 4
.

3 y 6( ) I、 B
.

H
.

l̀ T。 ( ,! , 、 l o B二p o r o
` M` 、 To ; : 人

.

卜[
.

少r, ; , ly , , o脸
.

双A l l 9 9
.

滩 3 / 19 5 4 /

c Tp
.

3 4 1一 3 4
`

奎

2 5
.

3 y 6 o B B
.

H
.

l、 T e o p。 、 。 To p o or
M e 、 ; a 、

.

M
.

J朋 y。 。。
.

刀
.

A , 1
.

1 0 0 冲 5 /19 5 5 /
e T P

.

8 5 7一 8 5 9

2 6
。

3 y 6 o B B
.

H
.

O n ( )q T” n e P o o仄。 、 Ie e K Hx Pe出 e n l,月 x e ; , c : e M 八”巾巾e Pe n双心皿b n习 x

y P a o n e n 。 、
.

B ce
T

.

卫 r )
’

N9
.

1 门9 6 0 /
e : P

.

1 0
·

1
,

一 1 0 6
,

2 7
.

K p3 e o B c K l l五 } 1
.

11
.

0 v 1P ,飞M e R e l z” H I、 To p o r o M e丁。只a A
.

M
.

卫月 rly on 必 八江只 y aP B n e H“ R

c 3 a n a 3八。 叭 ; ; ; ,。 M。 : 、 p e M e n o n , ,
.

II M M 2 0
.

0
.

2 /一9 5 6 /
c T p

.

3 1 5一 3 2 7

2 8
.

K Pa e o毗 K H丸 H
.

H
.

0 6 a c ” M M n T、 , T , l从e e K ( )计 y e T o行耳川 ,戈 T、 , e冬, e T e M e l z o c ol e八e找e T B” e M

fl M M 2 0 B
.

3
.

/ 1 9 5 6 / e : P
.

5 13一 5 18

2 9
.

K P 3 0 0 B o K”桩 H
.

} 1
.

0 6 o 6 P几 lu e n ll 不一 T e e Pe M A
.

M
.

刃 Jxn y n o盼 ” } I
.

T
.

U e饥 e夙 八卫“

。
·

: ; ,、 1、 ( ) , ;几 p。。 x c 、 , e Te M ; 。中巾。一) ,
、。 ; ; , , a : b n o x y p o B , , e n。 , 1 .

I IM M
. T

.

1 8
一

5 / 19 5 4 /
e T p

.

5 :1 ;一 5 3 2

3 0
.

1̀ P a o o B c K” 甘
.

H
.

I f
.

K T护o P I、 ” B To P o r o M`
、 ? o兀a A

.

M
.

IJ只 n y n 、 ) B 几J月 ;丁(’ c 皿e八O aB n” IJ

y。 , o行lt :

coB
T、

.

M a T
.

e 6
.

4 0 ,
.

1 ( 19 5 6 ) e T P5 8一 6 4

3 1
.

K pa e o o e K” 妞 I r
.

} 1
.

K Te o P。 。 。 To po r o M e To卿 A
.

M一月只 n y o o l巩 。 e e 江e助 n a r一, ,几 y e , 讨q ·

。

毗
: 。 八B。不 e。。 。 及AH 10 9 /19 5 6 / e : P

.

4 6 0一 4 6 3

3 2
.

Kp a e o B e ; 。 。 H
.

H
.

H e Ko To p o e 3 a阶 q。 Te叩。 。 y o To o tJ、

毗
: 、 ; B、扭 e n。只 / 19 5 9 /

3 3
.

K Pa e o配 K“ 全t
,

H
.

H 二 0 6 1) a ln e n” e 佗 o P e M B丁o Po r o M e铂八3 A
.

M
.

IJ 只 n y月。脸 H 加 n P o c H

y c ” 沂、 、咖
T。 ; 。、 ,不 e H

朋
。 0 n o p加 M y n p o 6 : ”不 e。 、 。

.

n M M T
.

2 0 B
.

2 11 9 5 6 /
e T p

.

2 5 5一 2 6 5

3 4
.

K Pa e o邪 K飞z诉 11
.

11
.

1{ 。 (一n Pco y ( )6 o 6 Pa坦 e n劝” Te o P e M 叮 o P o r o M e钧几a A
.

M
.

刃只 n y r lo皿
。 e e : e江o aB n 。。 y c To拄、 。 B co 、

】

; , 江 B。水 e n , , 、
.

玉M H :
.

1 1
.

B
.

3
.

/ 1 9 5 6 /
e , p

.

1 59一 1 6 4
.

3 5
.

K p a e o毗 K H甘 H
.

11
.

0 6 o 6 Pa lu e n” n : e o Pe M K
.

11
.

fl o p e H邪 K o r o 、 , P a B n o M e P Ho打

y e ” 沂: 。 B o : T、 , ll M M T
.

1 9 B
.

3
.

{ 19 5 5 /
3 6

.

K y P从n c扮J玉
L

H
.

0 6 ( )6 1) a沮 e H” 一、 T o Po泛 T印 Pe MH IJ 盯 n y n o泌 0 6 y e T o计q H I、 o c T”

; 。。袱 e ll 。
`

,
.

1 { e x o c
.

呱
T

.

不 y p o
.

T
.

6 Ng Z e , p
.

2 1 7一 2 5 9 ; N9
.

4
.

。 , p
.

4 5 5一 4 8 4 “ 1 9 5 6 /
3 7

.

K y P I天B e计几玉 H
.

K o 6 Pa坦 e H认刃 n e P B o廿 T e o P e M IJ只 vv y n o略 0 6 y e T( )行
L一” o c T , 1 双B下I冰 e n” 只

He x co
.

MaT
.

爪 y p H
.

T
.

3 8
.

K y P环B e仑皿玉 月
.

5 /1 9 5 5 / c T p
·

3 8 2一 3? 8

” B p残叫 H / 0 6 o 6 Pa也 e n n 牡

H T
oo Pe M H fl e Pe H压c 凡 o r o 0 Pa B n o M e P即泛 y 亡叩行

`毛H B份 T l l
.

T
eO Pe M班 五 Jx一 y一l(’ 一公 ( ,6 y c怕性q 一1 1, oc T“

Ho x ,
.

M a T
.

冰 y v H
.

T
.

7 N9
.

2 / 19 5 7 )
仁 TP

.

2 5 4一 2 72

3 9
.

M a江 K Hn H
.

r
.

0 6 0仄oH益 。 a八 a q e T e o Pn 、 y c or 全士
.` ,; 1: o e l 、 , e [, r Tc M a B To M a T I压̀ xe e Ko加

Pe r y皿“ OP aB 。 ; ;。
.

fl MM
.

T ,

16 3 / 1 9 5 2 /
c T飞)

.

3 6 5一 3 7 4

4 0
.

M a 皿 “ n 11
.

r
.

K 加n

卿y 0 6 o 6 p a , l x (、拼 , H T护o pe M且 Jl川 l y r lo B 0 6 a c ” M n
, T H q砚 K O针

y c OT盆叨OBC
T”

·

ll M M T
.

1 8 B
.

2 / 19 5 4 /
4 1

.

枷
五 K、 , H } I

.

r
.

0 n o e T Po e n “ “ 读, y n K以l、折 月月 rxy z犯阅 八江“ 。。 e恻 ,肛 刀; l r: c行12

以 y Pa B ll 〔 ` l飞̀行

一IM M T
.

1 6
.

。
.

2 / 19 52 / e : P
.

2 3 9一 2 4 2

4 2
.

M H坦 K l , c A
.

仄
。
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