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稳定性钊别法
’

朱 思 够

( 教学力学 系研完生 )

M
.

A
.

A n , p呱 , ,
于 1 94’) 年提出

一

J’ 某类型 自动稠整系杭的稳定性阴题 ( 称 为 A枷即 M叨阴

胆 ( l ) ) :

考虑拢性微分方程系且
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其中假殷
。 ,
j( P

,

J = 1
.

2
,

……
, n

)为抬定的实常数
。

而
a

为任意满足不等式
。 <

3

< 召的实

数
,

使方程系盯 .() 1 )的特征方程的根均具负实部
。 入

尚下面 的篇断是否成立 : 对任何 区简 a(
,

内
,

当 a < a < 口时方程系叮 O
,

l )的特征方释

的根均具负实部的条件满足
,

又对于任何革值速值两数 f (
x

)涌 足条件
a x Z

<
: f (

x

) < 口
x Z 对所有

:

产0 ;

f ( 0 ) 二 0
.

( 0
.
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lRJ 方程祖

x j + f (
x 七

)
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x J (
s
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, n

巧司

。

同公
。
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三、,呢.夕、

其唯一平衡状态显然为坐标原点
、 : = … … 二 、 .、

= 0者
。

在坐标原 ,找将有稳定的平衡状态
,

它的吸引域包括系杭 (0 二的全部相空固 :

一 oo < .x < + oo (
。
= l

,

… …
, n

)

当然
,

所抬的 f (
x

)必镇保征方程粗 ( 0
.

3 )的解存在且唯 一
。

(这是改进了的提法
,

见〔2〕)
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A如即二
H周题提出后

,

吸 引了木少数学工作者的注意
,

井使蚕局稳定性理谕出现 新

的面貌
。

对二阶 A效3 eP aM
H尚跟

,

已完满解决〔3〕
。

三阶 A幻印顶
: 洲题亦得到祥尽的封谕

,

并抬出了充要条件〔叼〔5〕。

同时
,

江将方程祖 ( 0
.

3) 推广到广泛得多的某几类微 分方程粗

中进行尉希
。

但由于其方法的限制
,

对三阶以上的高阶赫
3印 MaH 尚题的探甜

,

不是无能

为力
,

便是异常繁难
,

很少人进行这方面的工作
。

在我国仅咕赵素霞〔6〕利 用降阶法考虑

了较 ( 0
.

3 )特殊的方程〔条件与 ( 0
.

3) 蚕同〕

d x -

= 公
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d t
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生
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.
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本文将研究高阶 A盆3e p拟
。 自动稠整系就蚕局稳定性的半IJ别方法

。

特别对系杭 (()
.

4 )

提出三种切实可行的判别法
,

井将其方法推广到包含系就 ( 0
.

3) 的广泛得多的 自动 稠 整

系杭中研究
。

最后
,

衬箫了赵素霞的降价法
。

( 一 )

1

我俩先对较特殊的自动稠整系就 ( 0
.

4) 提出一全局稳定性钊别祛
,

它仅对 f (
:

) 作 了

些少的限制
。
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.
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.
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。
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.
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,
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.
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n
一 1阶麟性方程祖 ( 1

.

3)
:
的解 (将 y :
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参量 )
。

’

因式 ( 1
.

3)
2和式 ( 1

.

1) 的系数完全相同
,

故对同一初值条件
,

解 乳 (
x : ) 和 了

.

( y :
)

(
。 ` 2

,

……
,

n) 的表达式亦完全相同
。

即
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一 , , (了万 ,」
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)

根据〔7〕,

由解的速擅性
,

知若方程 ( 1
.

2) 与方程 ( 1
.

0 取同一初值条件时
,

其解有
U

(
t
)《

v

( ` ) 当 t>
: 。

即
x

子(
t
)《 y子(

t
) 当 t 》 t 。

( 1
.

5 )

其中
x ,
( O

, y ,
( O各为方程祖 ( 0

.

4 )
,

( 1
.

3) 的解
。

但对
n
阶挂性方程祖 ( 1

.

3)
,

由定理条

件知其解为渐近稳定
。

且有

! .y ( t ) 1< B e一 A ( ,一 ,。 , (
s
= 一

,

… …
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其中A , B为正实常数
,

由式 ( 1
.

幻便得

}
x ,
( t ) }< B e一 ^ ( ,一 , o , ( 1

.

6 )

为征明方程粗 ( 0
.

4) 的其余的解丸 (
t
) ( s = 2

,

… …
,

n) 的浙近稳定性
,

任取一屏
。
值

,
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。
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.
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、 、.诊21z
。。。

几/日了、、

一一Z其中 X = T Z

( 1
.

7) 式中 T
一 ’ P T为 J or d o n

标准形
,

由条件
,

其特征根均具负实部
。

而
.
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其中 B0 一 “ M

臀厂
二

,

立lj
。

即对式 ( `
·

, ), 解 z

髓
稳定

。

放解 x 亦
髓

稳定
。

于是
,

方

程粗 ( 0
.

4) 的所有的解
: s

( t ) (
, 二 1

,

… 。
)均为渐近稳定

。

再注意到初值条件时任意性
,

便

征得方程祖 (0
.

4) 的零解为令局稳定
。

一 _
、 _
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x

) _
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_ ~
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.

艺
.

右— 仕
x = U处逆报
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:
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。 x Z
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.
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。

_
_

_ _ _
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x
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_

延
.

由 式 ( 1
.
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·

一在
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1 i m f (
x
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, ,
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.
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、

, 、 . _ , ` ,

_
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_
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, 。
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山

,

件下
,

可以保征 {丫
一
叫 < M 必成立

。

这样
,

定理 `
·

`的赶明过程便全部有效
。

即完全可仿定理 1
.

1的靓明征得定理 1
.

2成立
。

定理 1
.

3
. 一

若有丙 : “
< 凡< 口 使对任

、
笋 0有

。 x Z
<

x f (
x

)成口
0 x 2

且
n 一 l阶矩阵

… a 抽

)
,ó,̀1na

…
a/了l、、

一一
ōnA

的特征根均具负实部
。

则方程祖 ( 0
.

4 )的零解为令局稳定
。

江
.

由本定理所抬的条件
,

知定理 1
.

1的靓明过程中
,

( 1
.

6) 式以上的部分完全成

立
。

若对
n
一 1阶成性方程祖 ( 1

.

1) 的含
x ,的项视为非齐次项时

,

由 ( 1
.

6 )式
,

如取 B ’ 二 B

m a :
}as

,
!

,

其非齐次填便有
s
== l , ’ · ` , n

!
a . t x t

}< B ’ e 一 ^ ( ,一 , 0 , (
s 二 2

, … , n
)

再由
一

方程系盯 1
.

1) 所对应的齐次方程粗的系数矩障 0A 的条件
,

推知显然有解

}
、 .

( t ) }< B
. e一彻 ,

(
5 二 2

,

…
, n

) ( 1
.

8 )
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其中 B
. , A s为正实常数

。

注意到初值条件的任意性
,

由式 ( 1
.

6 )和式 ( 1
.

8 )便知方程牵肛 0
.

4) 的零解为夺局稳

定
。

定理 l 一 1
.

口为有限实常数
,

_ 。 f (
x

)
_

一 _
, _ , 、

_

~
, , _

一
右 — 仕

x = U处避很
!L灭月

l i m

x
叶士 O

f〔 x

) 二
-
-

一 尹
一 。 。 勺

1im

、 ` 士 0

f (
、
) 二

、 、

— 尹俘夕
.

且矩障
、

、、恤. ...̀..J
少
夕

口On-,̀口aa
-

:a

………
,̀,ó口古,且,̀,̀aa-

.-

a
a 一1+ 口

a 2 1

J
.

`̀........、
、

一一A

的特征方程所具的零根或钝虚根的初撇因子均 为一次
。

lRJ 方程粗 ( 0
.

4 ) 的零解为今局稳

定
。

征
.

先征
n
阶技性方程祖

d z l

三

—
= 乏弓 a l j Z j + 侧

z 【

d t j二 l

( 走
. `

) )

—
= D

a . i Z 行

d t
.

二 t

J

(
。 二 2

,

… ,

ll)

的特征根均不具正实部
。

若不然
,

如方程祖 (l
· `

, ) 的特征根电含有具正实部的根
,

明由

祖 ( 0
.

4) 的条件及东叮 ]
.

9) 所对应的特征方程左边的
n 次多项式的速擅性

,

知有实数口
’
:

a
< 少< 口

,

使矩障

a 1 1 + 口
’

习 2 1

a 1 2二
` a , 。

a 2 2二
’

a 2 .

a n 工 a n Z
’

二 a n 。

存在具零实部的权
,

此与原方程祖 ( 0
.

4) 浦足广义霍尔茨条件的假设矛后
。

这样
,

一

再由矩障 A ’的条件
,

便得方程祖 ( J
. `
)) 的特征根或为具负实部的根

,

或为单

重初极因子的零根或钝虚根
。

于是
,

方程祖 ( I二的解均有界
} : .

( t ) {̀ M (
,
= ]

.

…
, ; I M 为实常数 ) ( I 一 ( ) )

准复定理 1
.

]
.

的靓明
,

只将方程祖 (l
.

3 ) 易为 方程粗 ( J
.
`

))
_

当方程粗 ( 1
.
`

心与方程

祖 ( 0
.

4歹取同一初值条件时
,

便得与式 ( 1
.

5 )相仿的拮果

x
子(

t )《
:

子(
t ) 当 t》 t 。

再由式 ( 1
.

10 )
,

于是有

l又:
(

t
) l ( M

’
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.

1 1 )
’
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卿

于
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一

卿沪 一 OO 与
一

叭几些
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_

且 `
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一
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一
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一
’ 一 x l
叶士 o xl
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、 .

” 一
、 l

、 oo 的条件下
,

丝
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。

故刘
一
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.
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“ 。 ,

, 。 : 使
。 《

X l

“ 。 ` {,。 久 问使对任
x ,
产硬, 均有
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a o x

子《
二 : f (

x l
) 《 日。 :

子

于是由定理 1
.

1 ,

知方程粗 ( 0
.

4) 的零解为桑局稳定
。

例
.

考虑六阶方程祖

奈
`

一
+ `

一
2

一
2 ·

厂 一 + ` ( 一 ’

些
= 一 : : 一 5 x 2 +

: 4 + 、 s + Z
x `
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令
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一
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3一 + · 4
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d x 6

.

丽
门

=
x ’ 一 ` x2 宁 飞 4一 x s一

x 6

( 1
.

1 2 )

应用稳定域的几划分法〔9〕,

可求得
a 二

一
,

日= 2
。

即对式 ( 1
.

12)
,

当

_ f (
、 :
) 一

一
心, 。
久 — — -< 艺

X 1

时适合广 义霍尔茨条件
。
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。

)
.
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2
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)
·
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: : 5

3
。

)
·
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x :
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·
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)
.
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) = Z e

且一J对 i “
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o 板二全旦一 4
x , Ze 一 i

` !
l( 16 e 一 2

< 2
’

X 1

根据定理 1
.
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知具 l
“

)的方程粗 ( 1
.

12 )的零解为全局稳定

对 o2 ) : 因

一 oo <

f (
x l

)

X !

f (
x ,
)

X l

= 一
、 : `

在
、 1 = 0处建核

,
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= 一
x , 4 《 0 < 2

故虽不浦足定理 1
.

1的条件
,

但由定理 1
.

2知具 2
“
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.
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。
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“
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一
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,
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尹U盯

。

X 1

不适合定理 1
.

1和定理 1
.

2的条件
。

但因矩阵
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。

故虽
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、
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)
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、
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、
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,

共零根与钝虚根所对应的初极因子

1i m

!
x , }* 甲

2
, ,

不适合定理 1
.

1
、

.1 2 及 1
.

3的条件
,

但据定理

1
.

4 ,

具 4
“

)的方程祖 ( 1
.

1 2) 的零解仍为蚕局稳定
。

( 二 )

这里
,

对方程祖( 0
.

4) 再提出一蚕局稳定性$l1 别法
,

且将其方法推广到比方程机 ( 0
.

:3)

更为广泛的一类自动稠整系杭中去
。

对方程祖 ( 0
.

4)
,

作行列式部号 :

、 1了
n一一S

了k

} 0 … 0 1 0 …… 0

al l
` . ’

合 。 = 1 :
a 2 1

. ’ ·
a Z ,

一 a Z , a

{汁
’ … a Z。

a n
一

’ .
a n 。一 1 a n ` a n s + 1… a n 。

J

、
.,...J......口.,口...

.esssss

nn1…
Oa,̀

蚤
、、J心̀..J

、、11/二 一 (

叠
二: )` 兰 “ 一 〔

(
a Z I . ’ . a Z n

a 2 1… a o l

a o l 二
“

a n n a I n … a n 。

/了̀̀、

.

、、1户卫/

定理 2
.

1
.

若存在实常数
a

·

使特征方程 d e t (
a 。 :

+ + 咨
. : J ; : a 一 J

. 。孟夕二 o (其中 J ` j为 K r o n e
·

ke r
符号 )的所有根均具负实部

,

且满足下列三条件之一 :

1
“

) 么土八
,二 0 时 口< 一 a l , ;

2
“

) △士△ ,
笋 0 且
、

2八。 、

么
一

么 , ~ ~
, 。

,

2 △ o 、

么十八
,

戈a 一 价丁一二一 少 一不甲飞 一 碗尹尹 又 p 十 一万下又一 夕
J

丁一
一

下 一

`盏一 `二 1 `盔十`盔 飞 城 `盏啥`盏 ! `盏几马 l 蚕
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3
“

) △土八 1
笋 O 且

2△ 。

七“ + 孟一一 ; 一
-

公十公 1

)

脍。
( “ - 2△ o

么
一

么 1

、

今
一

八
l

夕
一 ,

一

I

公十公 }

lHJ 方程粗 ( 。
.

4 )的零解为全局稳定
。

班
.

由定理条件
,

知存在唯一 的定负二次塑

v 二 U 公 b : s x , x j ( b
o j = b zi

,

i
.

j = 1
.

…
, : ,

)
i二 l j二 1

( 2
.

1 )

涌足偏微分方程

口V

馨〔誓 ( “ 。 ` ”
一

“
· ,“ 、 , “ ) “ 1

1
一

不丁一 2
馨

`

; ( 2
.

2 )

将式 ( 2
.

1 )代入式 (2
.

2 )
,

比校等式两边系数
,

易解得

△ S

么。+ a

么 1 (
, ` 1

,

…
, n ( 2

.

3 )

且
.

由尚三理条件
,

知必然△ 。十 a

八
,

笋 O 故解 ( 2
.

3 )存在且唯一

依 方程粗 ( 0
.

劝可求得 V 对 t 的个导数

而一 “【馨:(x
“

一

K
.

b }。 、 , 、 ,

) 1 ( 2
.

4 )

其中 K 二
f (

x , )

X 1

a 。

把 K 祖为参量
,

只d( 2
.

4) 为一二次型
。

共系数行列式为

l + K b l -

·

惫K b , 2

_ !盖K b ,:

.0
“

·
,.

一含孙
1。

`

)

冬:’’’
’
“

’ ` ’ ·

举 lb,
】一 ,

}

l \ l 一

三 \ : }
{ \

、

{ }

( 2
.

5 )D
1一
,1

告K b : 。

蚤K b ! :
是K b : 3

·

…盖K b l n

1 0
·
”

·

一 0

0 1
·
“

·

一 0

! {
、

\ {
{ { \ {

0 0
·
”

· ·

… 1

1

0

惫K b ,。

圣K b : 。 一 ,
·

… l + K b : :

一一

由 ( 2
.

5 )知 ( 2
.

4
.

)为定正二次型的充要条件为

十 K b ! ! 一云
, 二之

壳K Zb
:
。

> “ ( 2
.

6 )

此时可分两种情况进行封谕 : 当么士么
: 二 o 时即△ : 二△ : = … = △

。
= 0或 b , : = b l , =

… = b , 。 = 0时
,

式 ( 2
.

6 )变为 l + K b l l
> 0即

,

r (
x : )

、

么 ,
_

_ _

L
-

一
-

-
-

一 a ] 万— 一了
一

十 L
J

夕 U
x 一

仓 。 + a么 1
( 2

.

7 )

由△
。

= : : ,△ ,且△ :
笋 。 (否 lHJ

,

△ . = …△
。
二 0 方程系肛 0

.

4 )不适合广义霍尔茨条件
,

与原

题议矛盾 )于是 ( 2
.

7) 式化为

,

f ( x 一)
、

1

又 -

一
-

一
a 夕

—
夕一

x 一 a 十 a 1 1

但因特征方程
、l `

、

t
(

a , ;
+ 口 s :。 : : a 一 ` s :又) = 0 的梆须 具负实部

,

( 2
.

8 )

碍
a + a . :

< 0 。

于是 ( 2
.

8 )

{
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化为

f (
x z

) /

—
《
\ 一

a ll

x l

故 1
“

)成立时上式必成立
,

即 ( 2
.

6 )式成立
。

当△士△ 1笋 O时
,

(2
.

6 )式化为

: K

了乒

。 ( b ! : 、

了荟而
: : K

了乒
-

2 ( b , ,一了爵万

了孤.二 2

可化得

了—
一一 1 < O

公疏
5二 2

卜
将 ( 2

.

3 ) 式与 K 二丝勤 )一 。代入
,

f ( , x ) 2△ o

△一△ :

八 + 八 ,

今一 么
飞

、 ,

f ( : , ) 2么 。 △一△ : 、 _ _ r 。 。 、

a 夕 L 一一 十 二 , 一 - , 丁一 一 二 - - -二 , 一 a夕众 0 \ `
·

, /

x 一 今 + 今 一 今 + 心
-

_
_

f( x 1

)
_ _ _ _ _ _ _ _

_
_ _

班E总到 仓土么
1 ) 0 伙 “

< 一
三

< (弓(
x :
今 0 )

,

f ( () ) = 0 可知当 2
。

夕或 3
“

)成立时
.

刘
、 :

产 ( ) :

式 ( 2
二必成立

,

即式 (2
.

6 )成立
。

而对
: , = 0 :

可喊接由 (2
.

4) 式推得少
”

一
2会

a t
。二 1

2
x .

_ _
_

d
y

于是
,

对任 x1
,

— 均定正
。

得方程 ( 0
.

4) 的零解为桑局稳定
。

定理 2
.

2
.

定理 2
.

1中
,

若式 2
0

)
、

3 “

)分别改为 4
0

)
、

5
0

) :

4 “

) 八士△ l
产 0 且

x ;
笋 O时

, f (
、 .

)
L

—
一

2么 。

△一么 t

,

潞
伽 > ( f (

、 .

) 2△。 、

△ + △ l

十 丁 份一 下一 少丁
一一

一
丁一 :

公 十 公 1
’

公一 公 1

丫 ) 么士△ l
产 0

_

目.x ,
笋 0 时

,

f (
、 , ) 2△。 、

△ + △ : 、 _
,

f ( 、 1

) 2 △ 0 、

么一△ l

(

—
十

—
)

-

—
峨

乡
a ` 声 ( 一

—
-一 一

—
— )

—
勒 △ 十 △ 1

一

凸一△ l r 一 x l △一△ 1 一

△ + △ l

同时有某 i
,

j互2 ,

使
△

, 二 △ i

— 于—
二

a 盖一 a j -

。

lRJ 方程粗 ( 0
.

4 )的零解为今局稳定
。

征
. “

瓜由定理 2
.

1的靓明中
,

知 4
“

)或 5
“

)满足时
,

仅当

,

f (
、 ! )

L we 及下

2么 。

△一 八 、

、 △ 一△ l

少 -一
- -

一 = a

或
△ + △ 1

, f (
x : )

`

2么。 、 △ + △ ,

戈一一 十 丁
一

一二一 夕丁- 几
~

一 = a

x l `洛一 3̀ 1 `玉一 `、 l

( 2
.

阶主子式 (即原行列式 D
。

)为 。 ,

而其 1 ,

d V
’

丽仍定正
。

1 0 )

成立时
,

行列式 ( 2
.

幼为 。
,

且此时亦仅
n

阶三!二子式均大于 O
。

当 ( 2
.

10) 不成立时
,

…
, n 一 ]
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令 ( 2
.

10 )成立的所有的
: 1, …

,
孔值祖成的集 为 P ’ ,

即对 P
’

集而君
,

( 2
.

4 )式常正
。

现作
;
满秩核性变换

宁1 =
x 一+ K b 一 x -

普
`

=
x ,

+ 丢K b : g x :
(
。 = 2

, … , n
)

( 2
.

] J )

在 P `’

集上 .D
.

= o ,

即有 l 十 K b l :

产 O , K产 O
。

于是抓变换 ( 2
.

1 1) 可将 ( 2
.

4) 式变为 :

器
一 2 `
应

`: ’ ( 2
.

1 2 )

当月
`

仅当

J

`̀、.厂
、

nU
.

且

登
,

= o (
s = 2

,

…
, n

)

一 oo < 氛< 十 OO

1
义 1 =

,

石
~

灭石认…
一告K b ”

x ,

= i + K b . l

。:
(

s 一 2
,

…
, n ) ( 2

.

1 ;、 )

. ,

二 _ _ _ .

d V

时了使 ( 2
.

12 )式有
一
= = O

。

d t
而由 ( 2

.

3) 式
,

有

n

艺二二a
: .

么
。

s = 1

U
a ; .

b l 。
=

—
石

` ’ 一 ” 八 。 + a么 :

i = 1 时

i 产 1时

可化得 习
a ; , x .

. 二 1

= a ; l
( l + 告K b l :

)
: , (

, = 2
,

…
, n

)

于是
,

当式 ( 2
.

] 3 )成立时
,

方程祖 ( 0
.

4) 变为

d x _

一万
.

=
a , , ( l + 告K b ! ; )

x l (
s = 2

,

…
, n

)
Q t

利用式 ( 2
.

1 3 )及式 ( 2
.

3 )便有

△ , △ j

( 2
.

14 )
a `一 a j l

而由定理条件
,

式 ( 2
.

付 )不能成立
。

于是
, 满尽条件擎

一 。

Q t

所成的点集 P
’

不桑含

方程祖 ( 0
.

4 )的整半轨麟
。

此集与 V = c( C为实常数 ) 集的交集更不含方程系吐 0
.

4) 的整半

孰技
。

这样
,

由 〔8〕知方程祖 (0
.

4 )的零解为蚕局稳定
。

定理得征
。

现在
,

再将定理 2
.

1和定理 2
.

2推广到更广泛的方程撇 ( 2
.

] 5 )中去 :

d x -

了
一
署

“ ,
, x , + 产

,

` (
` “

) ( s 一 1
, ”

’ , n l 《 k《
n

) `2
.

1 5 )

其中
。 s j , 召 s ( 。 ,

i = 1 , … ,

n) 为实常数 ; f (
x
)在 一 oo <

x < + ao 上 定 义且单值速擅
,

同时

适合
a : , <

二 f (
、

) ( 口
x , 对所有

二

产 d;

f ( 0卜 0
。
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且方程祖( 2
.

15 )滞足广义霍尔茨条件
,

即对任实数
a ,

只要
a
<

a
< 口lRJ 矩阵 a(

s

+j 叨
s 舀,

)J

的特征方程的根均具负实部
。

若作韶号

}勺
”

’ ` ’ ` ’

飞
, k一 ’ a ’ k

才
“ ` a

。 0、 a , 一 } : ) l

a I k+ …… a j n

a n l…… a o k一 1 a n k
+ 召

n a a n 、 + -…… a o n

、 f _ 、 _ 么
, , A ` _ 、 A ` _ 、 _ r

么
A Z ` _ 、 1

告
“

, 、 叼 一 忿 尸
’

“
“ , 、 ` / 。 、 ` / 一 L

言 。
· 、 ` / ’

其中△ s
(j

a

)为行列式么
。

(
a

)中第
S

行第 j列元素的代数余子式
。

和定理 2
.

1及定理 2
.

2的叙 明完头类似
,

易征得下面两定理 :

定理 2
.

3
.

若存在实常数
a ,

使对应行列式八 ( a) 的矩障的特征根均具负实部
,

满足下列三条件之一 :

6
。

)
.

如
)士配 a) 一 。时 若李奥

> 。 ;哺
。 一 。

> 一
.

孕少冬
、

;

. 、 一

公 。 La 夕 `、 k又a 夕
夕

二二 △ k ( a ) _ 八 。
. ,

一
_ _ △ 。(

a

)

右 - r 一丁 , 丁
叫

<
、

0 只 lJ润 口一 a众
、

一卜万一丁一丁
` 、 O又a夕 公

k又a 少

几
。

)
·

八 (
a

)士△、

吸
a
)笋 o且

2△ o (
a

) ~ ~
_ 。 2△ 。 (

a

)
u 一 二二: , 二一一二一丁一二尹 a 尹即 + - ; 下二戈 , 丁一 ; 一 ; ” 二 ;

名二 L a j一 `洛 k戈a夕 `盔又a夕十 `盏k气a 夕

8
0

)
.

△ (
a

)土△ k

(
a
)笋 0且

2△ 。 (
a

) ~ ~
。

a 十 几厂丁一万 , , 丫二一丁一丁
尹

a尹俘一
公 L a 少+ 公 k仁a少

2△ 。 (
a

)

么 (。 ) 一△
k

(
a
)

“

lRJ 方程粗 ( 2
.

1 5 )的零解为令局稳定
。

定理 2一4
.

定理 2
.

3中
,

若式 7
“

)
,’ 8

“

)分别改为 9
“

)
,

10
“

) :

9
。

)
.

八 (
a

) 二△ 、

(
a
)产 0 且

x k

笋 0时

f (
x `

)

X k

2△ 。 (
a

) ~ ~ f (
x k

) 2△ 0
(

a
)

一
’

二州二一芍一一气犷一丁一芍尹 a 尹

—
十 一丁几 , 戈一 , 一二一丁-芍 ;

公 L a 少一公
k L a j x k

公 L a夕+ O
k La j

I刀
。
)

.

八 ( a
)土△

k

( a )笋 0
_

巨 x k

笋 0时

f (
x k

) 忿△ 0 (
a

)
、

—
十

—
△ ( a ) + △ k

(
a

)

同时有 i ,

j笋 k使

全三些2笋鱼吵
a i ` a l k

lRJ 方程祖 ( 2
.

15 )的零解为全局稳定
。

~ ~ f (
x k

) 2△ 0
(

a
)

`
夕 a

诀

尹

一
一

-丫一气丁一丁一 - 一叮 - - 丁~丁
x k

么 (
a

) 一么
k
(

a
)

( 三 )

前面所得的判别方法均友先知道
a ,

口的值
,

现提出只依据 f (
x
) 及方程祖系数进行令
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局稳定剁定的一个 *lJ 别法
。

先作几个韶号
。

合
n
阶矩障的特征根为舰 (

s 二 1
.

… )n
,

其对应的初极因子均为一次
,

而一 完= m ax eR 之; 。

对应 之
。

的特征向量为 b
.

== ( b
, s , ·

一
,

bn, )
,

矩障 B . = ( b共 ) 表特征向
i二 1 , · 。 。 , 口

量矩障 B = ( &.J )的逆障
。

定理3
.

1
.

对方程祖 (0
.

3)
,

若 f (
:
)满足 ( 0

.

2) 且
a ,

口均为有限实常数
。

数
a ,

使矩阵 A = ( asj + 舀
. t
气

a
)的初极因子均为一次

,

且有不等式 :

0 < B o M < 滚

同时有实常

( 3
.

1 )

其中 0B =
1

_ 。

: 丁〔U
艺

。二 1

,

. ,
.

、 、 I

f (红 )
: , . , , _

,

~ 一 一
_ 、

{D k 。 。云 .十 o 一k J
, !

—
一 a l续盔M L沐弓

.

朋们 x k了` U j o

lHJ 方程祖 ( 0
.

3) 的零解为全局稳定
。

征
.

取特征向量矩障 B = ( sbj )作变换矩障
。

即合

x 。
= D b

,
j y j

j= 1

刻可将式 ( 0
.

3) 化为

(
s 下 1

,

…
, n

) ( 3
.

2 )

d y
-

d t

取初植

= 之
.

y
.

+ b六〔f ( x k

) 一
a x k〕

y
,

( 0 ) = c .

(
s = 1

,

…
, n )

(
; 二 1

, … , n
)

lH] ( 3
.

3) 有解 :

( 3
.

3 )

故有

y
,

(
L) 一

c . e “
、
, 、

{
’ c “

,

( `一 `」)
·
b: 舀半l孚

一
a 〕x `

( : : ) d t 。 ( 。 一 ;
,

…
, ·

) ( 3
.

4 )

J 0 x k L t 一少

会
b k .

,
.

( t ) 一会
。 .

、 ` . e `
,
t 十

〔云
b 、

,

b奈
。之

,

( ’ 一 ” )〕〔 f (
x k

( t : ) )
x 一

( t : )
一

a 〕、 k

(
t l
) d t l

( 3
.

5 )
t叨丹月

!+

由变换 ( 3
.

2) 知
x k

= 公 bk
.

y
.

且由 D b k ,

b熟 = `】、 显然可得

会
b k。 b孰

。之
·
` ’ b才

,
}+ 。 Ik )

。
一 元t ’

( t ’ 夕 ( , )
.

b

”

乙=.1了̀、
-一2

咬

于是 ( 3
.

5) 式可化为

Ix 、 (
t ) l《 公 I

e。
b k· ’一 泥’ +

{;}公 b k .

b二
e之

·

( t一 t , ) 11丝竺迎丝
沐`

( t : )
一 a

}{
x k

( t . ) ld t l

一̀ ( t , ,
·“ 《 · +

{;
BO M ,二 ( t l

, ,
· ` ’ 1̀ t l

其中
c = D .

c .

b k, j
。

因O (
c

< + ` ,

故由 eB ll m an 引理
,

得
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}
x k

(
t
) l成

。 e
一 ( 又一 B o M ) t

( 3
.

6 )

将不等式 ( 3
.

6) 代入 ( 3
.

4 )
,

易化得

…

{y
,

(
t
) }戒 ( {

c ,

}一

由不等式 ( 3
.

1 )
,

矢11

、
一 之:

.

}b类1

, 。 十 瓜
、

y
,

(
t
) I 二 . ) 〔, =

e 。 一 ( 只一 B o M ) t (
* 二 一

,

…
, 。

)心一场ilmù

从而 1i ln }、
:

( t ) } = O (
s 二 l

,

…
, n

)

l落由 初值条件的任意性
,

得方程叙《 0
.

3 )的零解为
.

资局稳定
。

例
.

考虑四阶方程卒几

一 16 x l 一 2 .’j x 2一 2 1 x , + (一 x , +
了拓

,

3 5 斗
一 、

5 x l + 7 x Z一 1 1
x 3一

x 4

( 3
.

了)

一 3
x l一 9

x Z一 l勘 3一
x ,

一 3 勒 一 9 x Z 一
了

x : 一 了 x 4

一一一一一一一一dxl一
叔婉一
"dxs一
山飒一
叔Jwsweeeeeeeeelz`l.lrssee

、、、..己.̀矛夕
.61上1上月了

一一一

lZn玲7一一一一韶
t̀99一一一16533一一一l

eelsle毛、、易舒算得其系数矩阵

的初极因子为 ( 只十 “ ), (又+ “ ), (几+ 6 ), (泥十 9) 均为一次
,

一

而共彗征向最矩阵

2]

2 6 3

6 一 1

l
、

t

10一35
厂O,丫

`

6

1 一
_

l

2 一 1
{

t了”a0.)白200
11

.

了f̀.,11̀、、、

一一
.

B

、,,....... ....̀.

3一21一
,"

1 l

6
1.ù19曰ù .一

_ _
-

一 一 1
9 2 2

了产...l....rsssejeè

一一B

得 0B = 母 〔 D }b
3 ,

b梦
:
{+ 云 , : 〕 =

乞
.二 `

而对 f ( x3 )
,

有 :

即有 B。 M《 了云< 6
。

这里
,

井不用知道

M 一 s n P卜些丝一 。卜粼云蕊 ( a 一 。 )

丫 3

适合定理 3
.

1的所有条件
,

故方程粗 ( 3
.

7 )的零解为全局稳定
。

a ,

俘之值即可$IJ 别其全局稳定性
。

省却 了一套繁难的升算手彼
。

事实上
,

我俩可用稳定域的江klJ 分法〔9〕求得 a 二
]

_

2 4 5 4

19 3 3
澎 6

.

3 7
。

一一
耐尸OO
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( 四 )

现将赵素霞利 用降阶法〔6〕筒化方程祖 ( 0
.

4 )的条件更加精确化
,

井表达成 易于钊别

的形式
。

同时
,

拾出其降阶的具体针算法
。

光将降阶法的适用范围加以扩大
,

推广〔6〕的定理 1得 :

定理4
.

1
.

对 n 阶方程机

{
d x i

d t

= 习 f : k

( 、 k

) ( i 二 1
,

…
, 。 )

k = 1

( 4
.

1 )
d x s 二
一二一 = 乙奋 a jk X k

Q t 盆二 ]

(j 二 m + 1
,

…
, : ,

)

和 m 阶方程系且

红
一

云
f ` k (一 ) ( `一 `

,

一 m )

d t k二 l
( 4

.

2 )

其中 il k(
、 k

) i(
,

k 二 ,
.

…
,

m ) 在一 , < 、 、
< + , ( k = ]

.

…
,
m )单植返植且 有

a 。` 、

孟<
x 、 「; k

(
x `

) < 月
; 、 二

是

f ,、
( 0 ) 二 0

对所有
x k

笋。 ; ( i
, k

,
= l

, …
,

m )

( i
,

k = 1
.

…
,

m )

同时
, f 。̀ ( 、 、 )对方程祖 ( 4

.

1) 浦足广义霍尔茨条件
。

则方程祖 ( 4
.

1) 零解的
一

全局息定性 和

方程祖 ( 4
.

2) 零解的全局稳定性等价
。

因其征明完蚕可仿照文 〔6〕的征明
,

故在此不鳌
,

现先推出方程祖 ( 0二的降阶条件
,

再傅而考虑方程系既诀 4) 和 ( 0
.

3) 的降阶$lJ 别法
。

定理 4
.

2
.

对
n
阶 A如 e p aM 自动视整系就

d x t m

一了 , = 公
a 一j 笼 j + f ( x k

) ( l《 k( m )
Q t 一二 1

d x ,

d t

一

忍
a 一j x j (

, = 2
,

… , 。 ) ( 4
.

3 )

d 义 ; ,

—
= 乏弓 a i j x i

d t j吕 l
i( = m + 1

,

… , n
)

和 m 阶 A“ 3即临
H自动碉整系杭

{
d x -

一
二二 二

d t

d x .

d t

D
a , , x j+ f (

、 、
)

j二 1

习
a .

j 、 j (
s = 2

,

…
,

m )
j二 1

( 4
.

4 )

若 f (
、 、 )及方程东肛 4

.

污)
,

( 4
.

4 )的系数均满足 ( 0
.

2) 与〔0
.

:i) 的条件
,

ljR 方程粗 ( 4
.

D 零解

的 骆局稳定性和方程撇 l(t
.

3) 零解的奎局稳定性等价
。
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证
.

n 阶A n 3 e p M al l 自动汹整系扶至局稳定性钊别法
、 :

乒

只要令
a ,

j x j 二 f
:
j(

、 j )

a Ik x k
+ f (

x `

) “

(
。 二 l

,

…
; j = 认 …

,

k 一 1
,

k 十 1
,

… m

r Ik (
x k

)

即可从定理4
.

1推得定理4
.

2 。

现对方程粗 ( O
.

D 作如
一

「韶
一

号: 其
n
一 1 阶系数矩陈

、、.声/a 2 2… a 2 .

一一ù
A。 二

k

所对应的实特征根孟
,

(
, 二 1

.

…
,

k o 《 k长
n

一 )] 各有热演 (吕从《
n 一 .l j, 、

夕 l)
。

以
.

人。 一

只
.

1

障 (工为 n
一 1阶 单位阵 )的秩为

n

一 l一 e
,

(l
_

《 e, 《 召
,

)即 A 。对应千特征根 滋
,

有仇个 互 相 独 立

撇性无关特征向量
。 . , , … , 二̀*氏若对向量

a
= (

a : 2 , … , a l 。

)
,

特征向量粗 卜
, :

,

…
, ’ : *

o
,

}
, }

,

浦足条件
a · C

勺= 。的有 .P 个向最
。 . , , …

,

物
,

(
s
= ]

.

… , k o成 .P 《 0, )

知 J可征明

定理 4
.

3
.

n

阶方程粗 ( o一工)可降低
n
一 m阶 ( m的意 义 1毯希FjRJ ) J! ! ]

, ,

阶 方不旱苍飞!! f , ,
.

1 )

零解的全局稳定性与某 m 阶方程祖零解的桑局稳定性等价
。

征
.

作新向量祖

( C
,
j

b
,
,一
飞

c ,
j _ `二“ o

a
· 。 ,

s a · c s口
,

l ( j 《 .P

P
,

< j < 口
.

当 1《 .P 时

当 P
。

< 口
。

时

k

于是共得
n 一 m = 乙 m

,

个 向最 场
s
= 1

, … , k j = l
, … m

,

) 少仁r l ,

6
,

一 1

m
,

=

具11显然
a ·

b
.
j = O且 b

,
j ( s =

当 .P < 氏

当 P
:

= 0
。

l
,

…
, k

。 = 1
.

…
,

m
。

)互为筱性无关
。

现再选取 m一 1个向量 d , ,

m 一 1 5

于是

二 1
.

… , k , l
,

…

… ,

dm
一 t
使

n
一 1个向量粗成的向 最祖 { d ` ,

.tj }( i = 1
.

…
,

, m
.

)为栈性无关奔氏
,

作
n

一 1 阶矩障

T 。二 〔d , ,

…
, d m 一 , ,

b : 1 , … , b , m . , …
,

b , 1 , … ,
l
、 k m 七

〕

其中 d
; ,

b
.
j l句最祖成矩阵 T O的列

。

显然
` l e t T。

笋 0
。

这样
,

对方程粗 ( 0
.

4 )的 n
阶矩阵

了几
” ” 二

“ ’ 。

、

拢 n l

可作
n
阶变换矩阵

。 。 .

0

T O

O
1上八U…

· T 一

(



峨
州

山
一

七 学 学 报 1 乍如 (

因 de itT = de t
OT 笋 0故 T有逆障 T 索

存在
。

且可针得

e 1 2
’

二
’

二 e l m

e Z广
。 .

… 勺 m

ee

…
/

//
r

T 帝 A T 二

\

C 一` 1

e t n
+ 皿1

e m 2
. ’ .

”
’
e 川 m

O
· . .

… … O

0 0

O
, · ·

… … 0 ( 4
.

5 )
e : n

+ 1 2”
.
e n 、

+ 11 n e m + , m + 一
’

二 e m+ I n

共中
。 二
为实常数

,

、

e n 笼 e m ? … e n m e o tn 4 1 …
e n n

而矩 !沛

e : :

+1 1 川+ 1
。

“
.

” e 川+ ! n

…… 已
I n

是由实特征根 只 , ,

取校性变换

电
.

,

只k

的全部戎部分的倍数所祖成的 oJ
r d a n

标准形
。

一 叭
.

f 卜
.
;

, _

一 / 勤、 / 今、
’

y扩
、

x 了

由 ( 抓 5 )式知可将方程荆([ 0
.

4 )化为( 4
.

3 )类型的方程粗
,

(共中 k 二 1
, a : j “ e 、

j) 再因筱性变

换不改变稳定性性质
,

知
n

阶方程粗 ( 0
.

劝零解的全局稳定性和 m 阶方程祖

= e l ! y , + …… +
e ,。 y m + f ( y :

)

= 勺 l yl + ……

= e l、 1为 十
,

…
。 。

+
e Z . y 。

十 e二二 y二

如一dt些dt
;
·

些dt.

了.̀协.产、 .̀了.、

零解的个局稳定性等价
。

定理得征
。

现再考虑方程粗 ( 0
.

3) 的降阶方法
。

为方便叙述起见
,

将 ( 0
.

3 )改写为

{
盆

` 一

睿
· 】j · , 、 、 (

x Z
)

器
一

睿
· ij xj

(
`

莽
.

` ,

i = 2 , … , n
)

没对应于 (
.

.1 6 )式的
n

一 2 阶系数矩阵

a 劝
’

二 ”
.
a 耘

a o l
.

…
` .

a “ 。
)

z很了̀、、

一一
`
口人

的实特征根
,

…
,

k 。 ( k ( n 一 2 )各有 ,
,

一

谊 ( 去
,、 (

: 、二 : ,气> : ) 且
.

炬阵 A
、 ,

一 ,
.

,

( I为
n

一 2阶 单位阵 )的秩为
n
一 2一 氏 ( ]《 .0 《 ,

,,) 即 A
。

对应于特征根 泥
,

有 0
,

个徒性无 关特征

向量
e . l ,

…
, `: 、夕

, ,

…
,

k

若对向量
a : = (

a l : ,

… , a ,。 )和 a : = (
。 2 3 , …

,

.

a Z。

)
。

特征向最撇 {
e . : ,

…
, ` 二; 夕

,

}
「川

: ` J时
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满足
a l · e , j = 0 a Z · e ,

s 二 o的有 P
。

个 向量
e ,

j ( j = 1
.

…
,

P
、

而满足
a :

·
e

。
; = 0 a Z

·
e , ;

笋 0的有 P
, ,
一 P

,

个向最
e i

( i

0《 P
,

( 口
。

)

= p
,

+ 1
,

…
,

P
. , P

。

( P
, ,

成 o
,

)

浦足
a ,

·
c 卜 k

产 0 a Z
·

e , k = o 的
一

有P
s ”
一 p

, `

个伯j 鼠
e 卜、

( k 二 P
, , + 一,

并毅当 P
, “
< 0

,

日寸满足条件

,

P
, “ P

、 “

城 P
, ” 《 口

、

)

{一
一华一

\ a 1
.

c o i a l .
一

5夕 , ) 二 O
a l

· 。 , ;

笋 ( )

a2’
的有 q

, ,
一 P

, ”

个向量
c , 、

( i = p
卜 “ 十 l

,

…
,

q
, ’ P ”

《 q ’

了口 )

当心 < o
,

时浦足条件
/

“ ·
, `二s。

,

、 _ 。

al
.

气

—
一—

万一 尸 一 U
` a 2

.
` 。 1 a 2

.
`

5 8 。 /

a Z
· 。 ,

j沪 0

.,...汀...r....

日S百日FSqq口
i
口几qq

的有 q
, 11 一 q

, ,

个向量
e ,

j

若歌 产
一 4

{
“ “

一 “

’

m
’
一

{
。厂 2

丫
’

丁
`

( j = q
, , + 1

,

…
, q

。 ” q
, ,

( q
o ll

< 0
。

)

q口U

p
,

< p
, ,

牡P
, “ 《

P
,

= P
, ’

< p
。 “ 《

P
,

< p
,

” P
, “

(
P

。

< P
, ,

< P
。 “

《
p

,

= P
。 , 二 P

。 “
镇

P
,

“ P
` ,

< P
, ’ `

《
P

。

< 可 = P
。 “

《
P

。

< P
, ,

< P
. II ==

《 q
, ”

< 0
,

一 l

《 q
。 “

< 0
,

一 1

( q
, “
< 0

,

一 1

( q
, “ “ o

。

一 l

( q
。 “

< 0
。

一 1

( q
、 “

= 0
,

一 1

成吼
“
= o

。

一 l

P
,

= P
。 , = P

, “

《 q
。 ’

成 q
. ” 二 0

,

一
P

。

“ P
, ,

< P
。即二 0

.

P
。

< P
。 , “ P

, 11 “ a
,

p
。

, P
. , = P

。 11 二 口
.

当当当当当当当当当当当当
了、少、户吸

.了

戒、,气r.、少了几、口、
,

k

m = n 一云 m
,

已二二

助可征明 :

定理 4
.

4
.

n

阶方程余肛 4
.

6) 可降低
n
一 mI 价

。

即 ln 价方程系吐 4
.

6 )界解的奈局稳定

性和某 m

孤
。

阶方程祖零解的个局稳定性等价
。

作新向量祖

可 < i < P
“

当 尸 < P
、 “
一 I n寸

b月 =

c o

j

e :
j (: s p

,

a i e ,
j a Z

·
( : s P , ,

c ·
j `二s P ll ,

a 一
’

c o
j a l

·
`二、 P ll ,

C s

j `: s夕
,

a l
’

c ,
i a 一 ( : s夕

。

c `
s ` : s夕

,

a Z
·

e
。

j a Z一 砚二s夕
,

e : 岌 ` : s夕
:

一

1 ( i《 P
,

当 ] ( p
、

日士

P
,

< j < P
、 ,

当 P
,

< P
, ,
一 1时

P
, “
< j镇 q

, `
当 p ’ `

< q
, ` ·

( o
,

时

/
r

||
les
l
!
Jes

q
。 ,

< j《 q
, “
当 q

, ,

< q “ s

< 0
,

时

a 1 . c ,
j

a Z . c习

a 一 七 5夕一 l

a 1 . C ,
i

3夕
, 一 1

5 0
。一 1

c o
j

` : 5 0
,

a 一 c s
j a l . ( : s夕

,

a Z . c ,
j a Z· 几二、夕

,

a 一 c好
a 1 . `: , 夕

,

q
, ”
< j《 0

,

一 2 今

a 2 .

a 1 .

当 q
, ” < 0

、

一 2时

、.ll.

eses
.

leses.

es
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于是共得
。 一 m = D m

。

.留 I

个
n 一 2推向最 b,j (

s = 1
,

…
,

k j = 1
,

… , m
,

0 《 叭《 0刀 且显然

a l .

l
, .
j , 0 a Z· b . s” 0

,

同时 { b
。
j
} (

; = 1
,

…
,

k j = l
,

… , m
、

) 为撇性无关相
心

现再选取 m 一 2 个
n 一 2 推向量 d , , ·

…
`l m一 :

使
n 一 2 个 向量粗成的向最 粗 { d

; ,

b价

i( , l
,

…
,

m 一 2
5
, 1

,

一
,

k j = 1
.

…
,

m
`

)为减性无失粗

于是可作
n
一 2 阶矩阵

T o = I d : ,

…
,

d m 一 2 , b 、 l ,

…
,

b l ,。 ,

…
,

b k 、 ,

一
k , 、、 L

I

其中 d . ,

.tj 向量祖成矩陈 T 。的列
。

显然有 de t T 。
产Oc

这样
,

对方程粗 ( 4
.

6) 的
n

阶矩阵

/
“ ` ’ “ , , ” ” ” “ , J

\
` 一 (

“ 习’ 一

(:
”

:
” “

石
’

a ’ ”

{
、 a o l a n Z

可作
n

阶变换矩阵

户 0 0,.
` ·

0 、
T 一

{? {”
”
1

\ 6 6 T O

/

因 le( tT 二 d d OT产 o ,

故 T有逆陈 T今存在
。

易舒得

八U
。--八U八U

。

:0

e 一 e 盆2 . ’ .

”
’

e 一m

e Z L e 2 2…
’

二 e Z讯

T 带 A
`

r =
’

e : : 1 1
二

“
e m m

.

……
口 .

. 0 .

……

. . .

…… ( 4
.

7 )

e n 、令 一 e ” 、
小 1 2

“ ` .
e ,柑干 t爪 e 。 、

小 1四十 l二
“
e , .n干 I n

e n I P , 2 r n n 、 e m小 1。
’ . ’ . ’ .

e o 。

其中灿为分二常数
。

由 ( 2
.

丁)式 易知
,

只要取摸性变换

一 J
.

/ y户、 八
, 、

、

、 y 共甲 汗口 /
x 一
口 少

’

y
n `

、 : 、
’

则 n
阶方程寂( ,

.

` ,

)零解的蚕局稳定性等价一 m 阶方程祖

{不
立

(
一

些

。
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