
一类非释性方程的 V 函数作法及其解的

全局稳定性简题

徐 姚

李雏普带夫第二方法是研究稠节系枕稳定性的有效办法
,

应用这个方法的关键是作

出浦足一定要求的两数 v ,

通常我们称它为李雅普帮夫函数
。

而到 目前为止构造 V 函数

的
一

股方法还渡有很好解决
。

但是对千研究稠节系就稳定性简题 中所遇到若千特殊类型

的方程
,

特别是二 引价的方程
,

很多研究工作者用各种灵巧的办法作出了 v 两数并用它

解决解的桑局稳定性尚题
。

所作出的 v l骊数可归箱为如 下形式 :
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的憾置阵
。

乍文的目的是提供一种构造形式 ( 1) 的 v 函数的方法
。

我们常见的很多如此形状的

V 两数
,

用它可以很快作出
。

为了便于褶者了解这个方法的精神和作为这 个 方 法 的 应

用
,

我们将首先研究若干三
,

四阶方程
,

挽明 v 函数的作法和抬出解为全局 稳 定 的 条

件
。

文未才介貂整个方法的内容
。

姐研咒一 些二阶方程
1 A
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.
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.

I I (川 T ; ,。 Ko B [ 2〕在研究稠节系杭 稳定性理渝中
,

提 日1了如下方

程 :
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显然
,

当 a = 1

为形式 ( l ) (
, 、 “ 3 )

,
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它不适用
,

现在我俩来研究当
“ = 1时

,

如何作 v 。

投所求的 、时通

;巨过祖 ( 2 )的桑导数为
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由 下 , 的表达式〔3 )我俏可以用如下办祛确定
“ , j ,

令 , , 中 尽可能多的项 为书
,
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,
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,
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按文 ( 1〕定理 4 ,
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的零解是蚕局稳定的
. 。
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A
.

玩 p血田翩3t] 研究了方程 :
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,
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( 6 )

他把它化为如下形式的等价祖 :
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。
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现在我们提出另一种作 v 两数的方法
,

它不必把 ( 6) 化为系盯 7) 这种特殊形式的方程

祖
,

而是采用最自然的方程系氏
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,
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。
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lHJ 它通过祖 ( 8) 的全导数为 :
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,
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,

会 ( 9) 式充分多的项为零
。
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,
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第二步
,
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,
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这就是我佣要求的
,

但此时它赦过新 ( 8 )粗的桑导数为 :
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至此我俩不难粉出方程 ( 6 )的零解为桑局渐近稳定的条件
,

栽者可冬考文口〕
。

3
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所求的 ( 1 1) 式的 V 还可应用于方程 :
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怪2 下面考虑一些四阶方程
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b

LUCa
aa20·

.̀..........̀、、

带T
x

Z V = ;
’ ( 护 (

·

,一节
·

,`
·

XC
一

XX

沪一x2
2一X

、、,/护一x2
b

一
a C

21、

ù一

V一t[J一d

下面拾出的定理
,

和定理 2 的推征过程是一样的
,

不再重复
。

定理 3 若
a , b , c ,

尹( 翔 )满足条件 :

尸
_ _ _

尹
a夕 0

,

b夕 ()
, e夕 ()

,

一夕 《)
,

b c一
X乙 X 2

/ 尹 \
, _ _

一 “ c `

一戈刃少
`

夕 u x ’于 ”

则方程 ( 2 2 )的零解是全局渐近稳定的
。

7
.

正如第 5 款一样
,

’

上远的 V 也可用于方程 :

d 4 x ,

d 3 x , d Z x ,
_

2 d x 一 、

—
十 c 一 , 二产 十 b

一 ~

,
二丁 + 甲 l xl

,

—
】十 a xl = 0

d t ,
d t J d t

二 \ d t /
( 2 5 )

其中
。 , b , C

为常数
,

尹(
x ! , x Z

)为速擅面数
,

对 x ,
有建植的偏导数此外尹( O

,

0) = O
。

我俩有

定理 3
`

若
a , b , e ,

尹(
x , , x Z

)满足条件 :

a > 0
, b ) 0

, 。
> 0

, 一

岁
X 2

尹
,

/ 尹、
, _ _

一
_

夕。 , ” C

砚一
“ c `

一戈石夕
`

2 ” ’ x Z士 ” ’
即

,

艾一气 0
U x -

则方程( 2 5) 的零解是全局渐近稳定的
。

下面两个定理可仿照上述办法靓明
,

我们 只抬出桔果 :

d 4x , d 3 x ,
_

/ d Zx 八 d x ,

8
。 一二, : 尸 + c 一二 -二 + 岁l 二 下尸 】+ b

—
+ a x 一 = 0

d t
斗

d t J \ d t ` / d t

( 2 6 )

其
a , b , C

为常数
,

沪(
x 3 )使植

,

日
_

满足解的唯一性条件
,

此外尹( O ) 二 0
.
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定理 4 若
a , b , e ,

尹(
x 3

)满足条件 :

a
> O

, b > 0
, e > 0

, b 一 a
> 0

b _

尹
_

c + 一 <
、

一 <
、

c

+
一

互+ 4 (卜
。
)

: 3
笋。

c x 3 c

lRJ 方程 ( 2 6 )的零解是圣局渐近稳定的
。

d 4 x 一 a 3 x l
.

_

/ d x l 、 d Z x l d x l -

9
。

—
+ c we , se 二

一

十 丫吸

—
l一 , , 二一

十 b

—
+ a幻 “ U

d x 斗 d t J \ d t / d t
`

d t
( 2 7 )

其中
a , b , C

为常数
,

尹(
x Z

)建擅
。

定理 5 若
a , b , e ,

护(
x Z

)满足条件 :

a > 0
,

b > 0
, e > l

a e + b Z
_ _ _

a e
+ b Z

—
( 甲 (

—
+ 4 ( c 一 1 ,

b b

lRJ 方程 ( 2 7 )的零解全局渐近稳定
。

下面搏入方法的叙述
。

号 3 方法与步嵘

己抬方程祖 :

d x :

d t

一
= 公 P ; j x s

J二 1

( i = 1
,

2
,

… n) ( 2 8 )

其中 P , j是常数或
x ;

( i = l
·

2
,

… n
)的两数

。

井且 p : j满足解的唯一性条件
。

求作形如 ( l )式的定号李推普带夫函数 v
.

下面叙述的方法其实是针对方程系眠 2的 只

含有一个变元的非技性函数而言
,

如果含有几个变元的非换性函数
,

我们可先从最筒单

的情
一

形着手
,

然后应用常数换为变数的办法
,

例如 芬 1
.

1那样
。

1
.

关于
a , j的方程粗的建立方法

。
d V

_ _ _ _

二 _
由 一二一 = x , B x ,

( B “ A P〕选取尽可能多的项为零
,

a t

只要它不违反两个原 lHJ :

.

L)所确定的
a : j除

。 ,

河以为
x ;

的两数外
,

其余的智为常数
。

2 )余下的项是关于 k ( k < n) 个变元的完全二次型 (即包含此 k 个变元的革方项 )
,

因为

d V

我俩要求
一

舟, 是常号型 ( 对 k 个变元来歌是定号型 )
。

一
”

一
’ 一

d t
-

一
’

-

一
-

-
- - - - -

一
-

一 - 一
r

一 - 一“
“

一
’ _

_ d V
显然

,

如果舟 , 中所有常系数的项取为零
,

不违反 l)
,

但可能违反2)
。

因此我们可
一

” ” -

一 d t ”
一 ’

一
’

一
’ -

一
’ - 一

’

一 ”
一 ` ’

一
~

一“
r一 一 ’ `

一
’

一一一
` 目 ’

~ ` 一 ~ 、 ” ` -

以先考察含变系数的项
,

如果某一项的系数选为零 : b p ,
+ b q P = o

,

将使得某些
a :

j( i等 j) 不

是常数
,

llB 这一项保留
,

根据 2 )的要求
,

速
:
蚤质和 瑞项也要保留

,

凡不属保留范 围 的

_ 二
_

_
_

.

_
. .

一
_

_ .

“ _
_ . , _

n(
n 十1 -)

项
,

智取为零
,

这就得到关于
a oj的 m ( m < 共一:

`

) 个齐次方程
。

’

一
- 一

’

一 ’

一 一
’

- - - -

一
’ ` ’ - - 一

2
` ’

一
’ -

一
’

一
“

2
. 。 , j的解系中参数的选择

.

由于所得的方粗个数少于未知数
,

所以一定有解
,

并且
- -

一
一

d V

是一族解
,

这族解中的参数
,

可以随意确定
,

它的选择原 lRJ 应孩使得
V

定正
, 一

于一常负
一 一

`
一

`
-

一
一 ’

一
’

一
`

一
’

一
’

一
’

一
’

一 ’

一
` ’ `

- -

-

一
~

一

” 一
’

一 一
`

d t
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_

_ _
_ _ . _ _

二
_

_
_

_ _
_

_
_ `

d V

的条件不要太强
,

最好是与广义霍推茨条件相同
。 V

定正舟一常负的判别式与广义霍排
- -

一
’

一 ”
一 ” ”

-

一 `

一
一

d t

茨条件对照可以帮助我俩确定所需的参数
。

如果这种对比抬我们没有多少启发
,

则要按

照尚题的要求和共他方面的考虑柔取机巧的办法
。

应故指出
,

参数选择的任意性
,

拾我

俩很大的活动余地
。

刘具体的周粗
,

要作具体的研允
。

3
.

解的全局渐近稳定条件之探索
。

原先我 门不知道所抬的方程在什么条件 厂是个 汤

稳定的
,

但是求得
(
t V

v

和 二一
·

以后
,

按照文〔` j定理 乙所要求的条件
,

我们就可得到解为隐
d t

定的条件
。

因此我佣可用寻求殊殊形式的
V

两数的办法去探索浙
一

近稳定的条件
。

如 果我们对某
一

个方程求得
、
雨数

,

则我佣可充分应 用它去钊断与所拾方程相类 4以

的方程的解的稳定性尚越
。

例如
,

已抬方程 :

d x l

d t

为常数
,

d x 。 一 1

= x , , ” ”
’ .

下五- =
x 。 ,

一《

而 二 a , x 、 +
a Z x : +

d
x 。

… + 尹(
x p

)
x : + … + a : 、 x n

( 2 9 )共
`于, a ,

( i今 k )

尹(
、 p

)
,

( p <
, l

)为速被两数
。

如果对它求得形如 ( 1 )式的定正的

: v 一二
· ; j· : · , + b

! 尹(
x

)
x d x

、
l匆数 :

( 二二() )

其中
。 , j = aj , , a , j , b 智 为常数

。

井且断定在某 条件 P 下
,

方程翘1( 2 , ) 的零解是个局 渐

近稳定的
。

明在方界 ( 2 9) 中把尸(
、 p

)换为尸(
x P一 , , x P

)而得的方程 ( 2 9 )
`

的雾 解也是渐近稳定

的
,

如果条件 P 中再加上 b
日尸

a 、 P一 1

x P镇 0
。

事实上把 ( 3 0 )式的尹(
x

)换为尹(
x P一 l , x

)取作方

程 ( 2 9 )
’
的

v

,

” J
’

它;` 过此`且的全导数只 , 多一项 : b一

{
即 (

、
卜 : , x

)
,

U x p一 I

最后
,

咸翻胡金昌教授
,

静淞庆教授和黎百恬老师的指导
。
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