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关于数学分析的一个定理

许毅然 黄 炎明

在数学分析中
,

我 脚都熟知如下事实 : 单稠函数的不迪擅点至多可列个 l[ 〕,

此外
,

我们还看列比这个定理更强的桔果 : 如果 f (
x

)的左右极限均存在 (指有限的极限 ) fllj f (
、

)

的不速擅点至多可列个〔2〕〔3〕
。

我们在本文中征明一个比上远命题都更强的一个事实如下 :

定理 定义在 〔a 、

b〕区简的实两数至多除去可列个点外
,

它在有有限左极限 (或右极

限 )的点速擅
。

!
`

耗明〕 只对左极限的情形来征
,

关于右极限的命愚靓法相同
。

投 f (
、

)是定义在〔a 、

b〕上的实两数

置 F =
{
、
: f (

、
)在

X

浚有有限的左极限
, a丛

x

兰 b }

E 二 {
、
: f (

、

)在
X

点不速擅
a

二
x

二 b }

我刊要征明的是 ( E 一 F )至多是一可列集
。

E、 一 {
x : 。 (

:
) > 李}

.
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( k = 1
,

2
,

… )

其中
。 ,

(
x

)是 f (
、

)在
:
点的左振幅

。

O O

E = U E k

E 一 F = U ( E: 一 F )
k二 1

于是我们只要征明每个 ( E k一 )F 不超过可列便行了
,

我刊断言
,

对于 ( E k 一 )r 中任一点
: 。 ,

必存在一个形如 (
、 。
一 6

, x 。
)的开区 简

,

在其中没有 ( E、 一 )F 的点
。

事实上
,

由
x 。。 ( E , 一 F )

,

按规定 f (
x

)于
、 。
有左极限

,

据哥西准圳
,

必存在 6 > 0 使当

x ` 、 “ 。 (
x o 一 6

, x 。

)时
,

f (
、 ,

) 一 f (一 ) {<
会

因而在 (
、 。一 6

, 、 。
) 区尚中的每个

X

均有不等式

1
田 ( x ) 毯 { 一

k

成立
。

即 (
、 。 6

, 、 。 )中没 E k的点
,

因而没 ( E
k

一

F )的点
,

按照上面的作法
,

侮一个 ( E
k 一 F )中
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的点 x0 都有一个如上述性质的区简 (
x 。一 6

, x 。 )
,

显然 ( E
k
一 F )中不同的两点

、 , , 、 2 , ’

之俩所

带的区固必不相交
,

而在实帕上不相交的开区周不超过可列个
,

因而 ( E
`
一 F )至多 是 一

个可列集
,

于是定理靓毕
。

作这样值接的且有趣的推
l

湍有 :

推流 1 若 f ( x
)在〔a 、

b 〕上几
一

乎处处有有限的左极限或右极限
,

则 f (
:
)在 〔a 、

b 〕上几

乎处处痪擅
。

推流 2 若 f (
x
)在 (

。 、
b〕上除了可列个点外均有左极限或右极限

,

RIJ f (
:
)在 (

a 、
b〕上

的不述擅点至多可列个
。

单稠两数的不澳覆点至多可列个
,

同样 f (
x

)于〔a 、
b〕

_

七每点均有左右极限时不 速 糟

点也至多可列个
,

这些都可看作推揣 2 的特款
。
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