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号1 前 言

命 A
,
B

,
C 代表三个二行二列的实数方阵

,

炬障形式的偏微分方程

,

器 (力
十 2B蒜 (力

十口

命 (公
一 。

( 1
.

1 )

实际上是两个 自变数
二 , 夕 ,

两个未知函数
。 , 。 的两个方程所成的方程机

。

行列式

Q (右
, 刀 ) = 1月舀

2 + ZB 右刀 + C刀2

} ( 1
.

2 )

定义为微分方程粗 ( 1 ,

1) 的特征四次型
,

如果特征四次型的根是一 个实的四重根
,

lRJ 方程粗 ( 1
,

1) 是抛物型的
,

方程粗 ( 1
,

1) 与方程粗

儿
器 (约

+ 2B
」 一

蒜:()
+ cl
斋 (劝

一 。
( 1

.

3 )

的等价关系是由似下三种运算来定义的
:

i) 方程之简的筱性叙合
:

即有一个二行二列的满秩方邮 P左乘方程粗 ( i
,

1 )
,

使

lA = P A ,

B l = .1 B

ii )未知函数的修性变换
:

换性变换

, C l = P C

郎是有一个二行二列的涌秩方阵 Q
,

当作未知函数的

(艺)
一 ?

(芯:)
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时
,
方程粗 ( 1 ,

1) 的系数所成的方障 A
,
B

,
C 各变成

A I = A Q
,

B I = B e
, C l == C Q

.

iii )自变数的换性变换
:

当 自变数作拉性变换

!
, “口

J
月口几j

r

(劲
一

(犷耽 )
时

,

方程粗 ( 1
,

1) 的系数所成的方阵 A
,

B
,
C 各变成

A 一 == 尹ZA + 2尹口B + , Z C -

B l = 尹: A + 2 ( p s + 梦 ) B + q s C ,

C l = r Z A + Z r s B + 5 2口
-

若方程粗 ( 1 ,

1) 可以速值坛用以上三种坛算而成为方程粗 ( l , 3 )
,

lRJ 称它们是互

相等价的
,

若特征方程 ( l
、

2) 的根是一实四重根时
,
挺过上述的 i )

,
ii )

,
11 1) 三 种变
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:
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命
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.
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由 ( 2
.

2 )可以求得

、、、|l||||l/
产

Pql勺sl/
了
.

|
1
1
、、

的表越式
,

从而可似求得方程粗 (工 )的一般解是

,

一
、

1
灭il ) ” = 一瓦

~ ~ 劣 J
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仁夕) 一 音 劣 `
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r
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,

~
、

1 (
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.
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nOg石

,

、. ..百了
肠公

.

.. J、、

C a u e h y 周题是求为程粗 ( I )的解 使它俏适合于

·

1
, 一 。二 一 , 1

(
· )

, ·

1
, 一 。二 -

沪 2 (二 )
, 。
笋 O , ( 3

.
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`
汽 ,

妈是已知的画数
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是三阶使值可微的
,
价` 是二阶速掖可微的雨数

。
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.

1 )有
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。
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} = 甲: ’
(二 )一

。
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.
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求导数

,
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.
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.

`
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.
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.
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C
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.
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,
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/ 二 \
.
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r
二 \ c

创卜砂
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.

了 二 \`

f
.
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.
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唯

再由 ( 3
.

2) 可得 f
; ( x) 由此立得 C au hc y 周题的解是

:
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斋 )
一
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命
) (一誉) 2
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+
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* 2 ,
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(誉)
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(约
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.

一

兴票以钓
+ “
两呵勃〕

-

一
五长

乏

不 (一令,

(
( l一声` 2

件 ) +

合(
, ! , (誉卜

一 、
亩

动1 (答)
) )

+ 护 2 (誉,
·

i

务4 第 一 简 题

第一周遇是求方程粗 ( 1 )的解
”
及

” ,

使它适合于

飞之

( 4
.

1 )
夕= a x

夕= a 劣

= 叭 (幻

= 沪:
(灼

, `
1 , = 月

二

。

l卜 卯

二 沪 2
(
二 )

= 沪2 ( 劣 )
(。

:
钾 0 )

越儿
a

.

口是不为零的实数
, a 产月

, 留` ,

么是已知的函数
, 甲` ,

汽是三阶可微的述 植两数
。
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由 ( I)
,

( l )及 ( 4
.

1 )有

x 3
f

: ”

( 二 ) 一 了 价 f
Z ’ (劝 十 告响

(” 十 j’ (习 二 ( 4
.

2 ) 协

1
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二 3 f l `,
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) 一
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( 劣 ) +
要

二了3 (二 ) + f
;
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二

)
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, ,

(会)
, 2

(合) ( 4
.

3 )

三aZ
l

二邓

命 !几
f

: (` ,“ ` 一

命
,

1 ,

( ·卜品,
2 (· , 一

合{几
, 3 (` )“ 一 ` 1

(含)
( 4

.

4 )

命 {毛
f

l (` ,“ ` 一

命
f

l ,

( ·

卜 命f
Z ( · , 一

晋!:
, 3 (̀ )“ `一 ` 2

(合)
( 4

·

5 )

匆

( 4
.

2 )减去 ( 4
.

3 )得

贵 (赤
一

;
一

冲
1· (·卜合(告

一

刹哪
2 ,

(
·

)

+

(告
一

告)
· f 3 (· , 一 , 1

(含)
一 , 2

(舍)

( 4
.

6)

( 4
.

4) 对
二
求导数再乘以

二
得

1
_

1
_

, 3
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.
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1
_ _
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$ 甲 l

f
, ` ,

(
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( 兰 、
\ “ I

将 ( 4
.

7 )二 f
3 ( 二 )的表示式代入 ( 4

.

6 )得

箭(去
一
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, , ,

( · , 一
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一
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一

卜
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一
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X

X
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·
:
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·
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`
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.

了 ,

万
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火万 ) J ’
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( 4
.

4 ) 减去 ( 4
.

5 ) 得

、

口+ a , , . , 、 .

Z a 口
, `

/ 二 \
刀 J , L劣 ’ 二厄云百

劣 `

J ,
’

L劣 ) 宁百二石 甲 ,
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.

8 )

沪
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.

9 )

将它代入 (4
.
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击(告
一
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’ 一 ,

1, ,
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一

告)
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, ,
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一
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·
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` 二
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卿
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一

岁〔
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_ _、

_
.

… _
. _.

1
若 ( 4 .0 1 )两端乘只幸

,

时
,

这方程的解是存在的
。

由 ( 4
.

1 0 ) 可拟求得

lAJ ( 4
.

10 ) 可么变成为一个 E lu er 方程
·

显 然 当
z
产 O

f
, ( 二 ) = ` (二 )

这儿 “ (习含有二个任意常数

了
2
(
·

卜 夸{豁
一 ,

1 ,

(·卜黔
` 1

(含)
一

黔
2

帐! }
f 3 (

·

卜翁
1 (· )

’

一

奋
·

,
: ,

( · )

蚤
了

, , ,

(
·

卜告, 2 (
。:

卜告
·

f
Z产 (· )

2
一 — 甲 ,

U
(兰、
\ “ /

同时
, 由 ( 4

.

2 ) f
4
(
二 )可用 f ,

(
二 )

,

J Z ( 二 ) ,
f

3 ( 二 )表示

由此可以求得第一周题的解
:

当 y产 O时

\

一岁(
xa 一

匀
田

、 卜 * (
砂一

黯)笋{
+

昌
。 ,

(答)
一

黑以韵}

口+ a

Z a月
夕2。 ’

(夕) +

1 1
,

夕2 \ 1

一 — 压 劣 ` 一 - 二 . — X
2 、 a `

Z 刀

·

{豁 晶
( “ 2` ’ `“ , +

日一 口碧 , 一 {约
一
乒奥必

,

(约 不
+

、 u / 户一 “ 一 、 “ / ,

(一 答) {赤
田 ` , ,一

法
”仍 `

(“ , - 沪
2 a 2

。 ` ,

(夕) +

a + 日
2 a 2口

2
一 — 甲

.

“

,

爵
〔 , 2田

,

(答) }

( , ) 〕 +

恙
,

〔告
` !

+ , 1

(誉)

了乡、 1
卜

I— . 一 , 军 甲
,

、 “ J 户 (着)〕
-

。 工 r 延
_

4 、 a `

一
)
田 ,

( ,
卜音(一誉)合{资

, 2田 , ( ,

卜恶
矽:

(普)

黔
` 2

(着) }
十 ` !

(誉)
附豁

:

。
1

若边值条件 ( 4
.

1 ) 换为

= ? ,
(
二 )

,。
} = 卯 2 (二 )

夕= a 劣 y = 口二

, ,

1 。 矽、
(幻 。

I = 么 (习
y = a 劣 夕= 下公

( -

一 {
( 4

一

或者是
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。
} = 甲 , (二 )

。
} = 印2 (

二 )

夕= a 牛 y = 口劣

?
1 = 矽L(二 )

。

I = 价2
(

, )
夕二 a

.。

(

一 {
( 4

一

时
,

这样的定解 l踢题仍然是存在唯一的
,

这儿气汽是三阶可微的函数
,

而 且 本身直

至其二阶导数在零点处为零
, “ ,

口
, 了 , a是互不相等且不为器的实数

。

躺 第 二 简 题

第二周题是求方程粗 ( 工 ) 的解
, 及 。 ,

使它们适合于
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(

一 {
( 5

一
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,
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,
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,
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.
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.
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.
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.
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.
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.
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由此可显
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的二次项
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