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1 2引蔽多

在本文的第一部分中
,

我们已翘十分祥枷地甜流了一个必然性类型尚题
-

一
“

脊源

的最优分配尚题
” 。

在第二部分中我祀叫务甜谕钝粹的随机类型尚阻并且再次应用泛两方

程的
一

方法
c

当提出的随机类型阁题数石衬匕以后
,

我俩将衬流共泛雨方程的存在性和 唯 一 性 定

理
。

然后求 }翻越的解和解释它的意义
。

当利益函数是非楼性时
,

我们将蟀向研宪遵擅的

变分尚越
。

柔用古典的变分方法可以看出是另外一种逼近法
。

这个方法和我们从离散变

分所得到解的性质相拮合就妮够得到速擅变分的完个解
,

因此归根到底它是原来过程有

价值的信
。

以
。

13金矿尚越

投有两个金矿 : 金矿 A 的黄金赊藏量为
X ,

金矿 B 的黄金盼藏最为 y ,

此外又段
’

已

俩共同使用一个很容易梢坏的梁金机器
。

当在金矿 A 使用采金机器时
, 于r柔了黄金数量

: 』x

而没有拟坏机器也就是挽 可继擅

进行开采的概率为 P: ,

机器遭到不可挽救的捐坏因此格 1卜斤梁的概率为 1 一 P I ,

类似地

金矿
、

B 具有概率 q l和 l 一 q l
以及数量

r Zy
。

尚坦就是如何确定使用过程
,

使得在柔金机器报坏以前所
一

片柔到的 黄金数粼
一

为最多
。

在下节中
,

我们将从数学推演这个 尚题
。

1 4数学推演

因为我俩所研究的是随机过程
,

它不能在某一点蔽收益
。

那么为了`朴究某个坛的最

大化尚题就必滇 引人度量
。

首先我佣着重研究在机器破坏以前开采 的 芡金数量的数学期

望为最人的策略
。

由于度量是筱性的
,

显然得出在每一阶段开茱 多少 黄金是相同的
。

在

每一时刻的过程情况
,

可完全由上面所定义的
x ,

y来描述
。

当金日
,一

A 和金矿 B 的初始赊

藏量分别为
X

和 y 时
,

我们用 f x(
,

y )表示在机器报坏以前使用最优策略时所 斤柔黄金数

最的数学期望
。

为方便起见
,

我刊用 A
,

B 分别表示在金矿 A
,

金门
“

B 使用柔了
一

机器的行为
。

如果选

择金犷 A
一

斤柔时
,

我 lrpj 得到黄金数量为
: : 、
和继植 自乍的概 率是 。 , ,

.币无雨现在龙将来才l
」
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么也不能得到的概率是1 一 pl 。

因为最优策略在开 始动作以后仍是最优的
。

那末当用从

选择 A作为开始的策略时总的收入为数学期望
。

E ` = pl

{
rl x

+ f〔 (一
r :

)x , y 〕}

类似地选择 B 作为开始的策略时
,

总的收入为数学期塑

E 。
= q ,

{
r Zy + f〔x ,

( i 一 r Z ) y〕}

因为我俩的 目的是使收入的数学期望达到最大
,

因此有

f (
x ,

y ) == M a x
( E* , E B

)

用样枷的写法就得出泛函方程

、 ( : , y ) 一 M二
(

p t
{

r l x
+ f [ ( l 一

r :
)

x ,

y ] }、
q l

{
r Zy + f [ x ,

( 1一 r Z) y l } /
( 14 )

15 存在性与唯一性

虽然方程 ( 1 4 )是和第 7 节所甜箫的方程同一类型
,

但形式却不同
,

因此需要研光其

独立的存在性与唯一性定理

定理 5 : 如方程 `( P ,一 ,

毅
m〔g k

( P ,十 h、 ( P ,` ( T、 P , 1 ( 1 5 )

满足条件 (
a

)
,

( b )
,

(
e

) 具lJ有唯一有限解
。

条件 (
a
)

,

( b )
,

(夕)如下
。

) 点 P 的束在区域 R 内
。

其中 R 是具有这样的性盾
,

如 P贬R时趣变换后之点 r ” T K P也

属干 R
。

( b ) ! g K
( p ) }《 C : 对一切 p “ R都成立

,

(
e

) }h
K
( p ) }《 C Z < l对一切 p o R都成立

这个定理的征明过程大部分
一

与第一部分所抬出视明过程相同
。

这时利用关系式

f
。

+ , ( P ) = M a x

[g 、
( P ) + l

, k

( P ) f
n

( T、 P ) 〕
n = 0

, i , 2
,

…
k

所确定的序列逼近
。

这里 f0 ( P )是在 R 中的任意有界函数
。

容易征明叛数
亡 吻

的
吕 〔f

。 + ,
( P ) 一 f

。

( P ) 1
n = 0

对于 p“ R是一致收徽的
。

唯一性的征明同样可按以前方法得出
。

用同样的方法我们 可得出下列桔果
。

定理 6 : 如果函数 g K ( P )和 h K
( P )在 区域 R 中速植且淌 足上述条件

,

llH两数 f (
x

)也在

R 中速擅
,

特别的如果 g K和城是参数 q 的速擅函数则 f( P ) 也是 q 的迹擅两数
。

16解

我俩将求出比 ( l习式更一般的泛函方程的解
。

即方程

: 刀 P k

[
e k x + f (

e 、 , 、 , y ) 1

f (
: ,

y ) = ( 16 )

: U q k

〔d
k y + f (

x ,

d k , y ) 1

A
"

B
了矛.、,了、 .口.J、



中 山 大 学 学 报1 9“1 年
\ _ _ _ _

_
_

_
_

这里

a) p k

> oq ` 》0
N

U
k 二1

对

p k

< `
,

恕
q k

< `

b ) 1 > e k

》 0
,

l > d k

> 0
。 k + e k ’ = d

k + d k , = 1

e

)
x 》 o

,

y 》 0

方程 ( 16 )的推导类似于第 13 节所描述的过程
,

但这岁
.

由于允爵速植的初始解选择而

具有很多可能的收入
。

定理 :7 方程 ( ` “ )的初始解 是这样的
,

呀
如果

p :羊丫 x
·

甘、 / L

、
l

冲. 1古..
.`饭了

口̀K
J

`nr

N

习 P* e k

k二 ]

尺色

公 q k d 、

k = l

—
、

>

—1一公 P k 1一乙 q 、

k二 1

就选择 A
。

如 果相反的不等式成立就选择 B 。

的
。

O

图 1

当等号成立时选择 A 或 B 都是能满足方程

在几何上解可以表示成很优美的样子
。

没值技 L (见图 1 )由方程

N

乙 P、 e k

七二 l
云 q k d k

k二 1

1
一

D P k

石
l ” k

抬出
。

如果初 始情况 (
、 ,

y )点在消拔 L 之下
,

fllj 选用策略 A
。

如果初始情况 (
二 ,

y )点在值

技 L 之上
,

fllJ 选用策略 B
。

如果点 x(
,

y ) 就在值拢 L 中
,

那么选用策略 A 或选用策略 B

都是一样的
。

17解的挽明

N

量 ( 艺二 p k o k

)
X

k = l

N

1 一
艺二 P*

k = 1

具有很有趣的解释
。

分子 ( 乙 p k 。 、
) x

表现为由于行为 A 而值接获得的数学期望
,

分母 1 一 E P
、

k二 !
表现为蔺接棋失的数学期望

,

亦即机器捐坏的概率
。

因此整个表 示 式 等

于获得的 数学期望与捐失的数学期望之比
。

这个比值是个别行为的价值的最适当和道观

的度量
。
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可惜
,

在比较复杂的情况下
,

这个优美的解失去效力
。

例如在已耗靓明
,

相应于同

一机器可以同时利用在两个矿山的情形的泛函方程
A : P ,

{
r : x + 飞r (卜

r ,
)

x , y l }

: q ;

{
r Z、 + f [

x ,

( i 一
r Z ) y l }

: p Z

{ J o x
+

r 4 y + f [ ( l 一
r 3

)
x ,

( 1一 r 4
) y l }

宁了了,..1人、、

a XM一ù
、 、2

VX

古了.、
rl

具有参数值使获得图 2 所示形式的解来代替图 ; ; 所示形式的企图解
。

图 2 表示对于某些参数悄的广义金矿方程

解的 几何表示

图 3 表示由于参变是的企 {匕而引起的

广义金矿方程的交 (匕解

然而
,

对于初始近似来挽
,

获得的数学期望与报失的数学期望之比的准圳 址非
`

i泞谊

要的
’

。

16 非摸性效盆

以上
,

我俩是要求获得的数学期望为最大
。

但在很多情形中
,

我俩可以对完奋不同

的交洲用标准来进行研究
。

例如我们可以希望使总开柔量超过抬定数量 M 的概率 为最大
。

这个概率是总月
:

采量 R的函数中的数学期望
。

这里

中 ( R )
O 当 O 长 R < m

I R > m

一般来锐
,

如果 中是非减性的
,

那么过程状况的描述不仅需要知道剩余在矿
`

中的黄

金数量
X 和 y ,

而且坯需知道已开柔黄金数量
Z 。

于是没 f (x
,

丫
, :

)等千函数 中 ( R )的数学期望
。

这里
z

为已开柔的 数 放
, ! 和 y 分

别为剩余在两个矿的数量
。

对于 f 的泛两方程为

f (
x ,

y
, :

) = M a x

A : P , r L( i 一
r , )

x ,

y , z +
r , x

l + ( l 一 p l
)价 (

z

)

B : q : f [、
,

( i 一 r Zy )
, : + r Zy l + ( 1一 q !

)中 (
z

)

从方程式可以明显地看出初始条件是 f (0
,

0
, z

) = 叹
2

)

解已释不能象以前那样筒单地得到
,

虽然可以献明在附加某些适当的假定后它有 lrt]

样的形式
。

当 中( R ) = 沪R
时特别有趣

。

这里由于泛函是超越方程
,

已开柔的黄金数量对千 确定

目前的策略是无关重要的
。

当利 用最优策略时
,

如 f(
x , y ) 为cl, “ 的数学幼望

,

即

f (
x , y ) 二 E{沙

,`

}
`
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l r了飞」

、、/、 、产

f (
、 , y ) 一 M二

(
A :

{ p : e b r “ f [ ( 1
一

r l ) x , y l步 (卜
P ,

B :
{ q 。

b r , x r :
、 ,

( i 一 r Z
) y l

一 〔i 一 , 1

它的解是具有这样

p l (
e ” r , x

一 l ) _

——
户

1 一 P l

b r l q 、
( e b

r , ` 一 i )

1 一 q l

lRJ 柔用策略 A
。

如果相反的不等式成立 ljR柔用策略 B
。

如果等式成立 lRJ 可柔用这个策略

其中之一
。

显然
,

当 b * 0时的极限形式和第 16 节对于浅性情形的规 lRJ 是完全一样的
。

19 速值版本

因为离散的公式要引进一系列没有解决的简题
,

我佣搏向这个 简蹬的澳擅版本
,

在

这里强有力的粤擅会对我有帮助的
。

为了获得速擅的模型
,

我们假投对每一个行为得到少量黄金而没有捐坏机 器的概率

为很少
。

对于任意小的 J >
o ,

汲 l 一中 a等于冬用策略 A得到黄金数量为
: , , 。而没有捐坏机器的

概率
。

又没 1一 q Z
共华于果角策略 B得到黄金数量

r Zy口而没捐坏机器的概率
。

在这里

q 一, q Z
> O

。

和从前一样
,

我们有方程

, (
· ,

y ) 一 M二

{
A : ( l 一 q l` ) 〔r l x 舀+ f (

x 一 r , : d , y ) 1

B : ( i 一 q Z舀) [ r : y口+ f (
x ,

y一 r Zy d ) ]

形式地运算
,

当 口̀ 0时我们得到

f (
二 , y。

一〔
、 。

一 [

A : f (
x ,

y ) 十
r . : d一 q 、` f (

x ,

y ) 一 r 1 x d 十 0 ( ` 2
口

ù

t一Xflla一a口一

B : f (
x ,

y ) + r : y舀一 q Z舀f (
x ,

y ) 一
r Zy 舀二

U y

+ 0 ( d :
)
」

或者
· 一 ,

,. 、
_

af
. r 一x

一 q 1 1戈x ,

y j 一
r l x 石一 勺

u x

}
, 、

a f {
: r Z y一 q Zf (

x ,

y ) 一 r Zy 石
~

一尸

甘 y

( 1 7)

但由于存在性和唯一性定理的建立及方程 ( 1 7 )分析研究的困难
,

因此这个办法不一

定是有效的
。

,

现在我们柔用积分近似代替上面的微分近似
。

投我俩柔取行为 A和行为 ” 的选择 序

列所祖成的策略 s ,

又没我们完成了这 个策略 (即 S
。

)的 n 步
,

相应的泛函方程 为

f (
x ,

l} ) “
M a x

S
。 [“

·

(
` ,

, ) 十石
p一 (

` ,

’ ) ` (
` ·

、 y
。 、

) } ( 1 8 )

李红中R u 〔x ,

y ) 脸当采用策略 S
。

时
,

粗过
: ,

略 5
。

时在点 (
x 。 ` , 、 n k

)未捐坏机器的概率
。

步收盘的数学期望而 nP
k

(
: , ’

y) 为当柔用策
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如果选取这样的
n 口

,

当 `弓 0
, n

* OO 时仍然是有限的且等于

( 1 8 )的 泛函方程
,

共形状为

那么将程到类 似方程

`( 一 y卜约易
t R

飞,

( 一 y
,

t , +

{
。 l

I f (
x r ,

y s

) d G `
( x ,

y
· ` · 5

) ] ( ]产, )
二 0

声 ` = U

这类泛函方程可以出现在动态规划尚题的各种不同的版木中
。

由于随机
’

{习决固跳的

速擅策略这
一

个概念在思推上和数学上的

困难
,

我们在这里不打算深 入甜谕这个尚

题
,

代替这个我俩应用第三种近似
。

在甜谕糊节之前
,

我俩指出速擅过程

的引入产生了新的和在离散过 程 中 所 没

有的困难
。

当 d * 0时在第 16 节所描述的最

优程序的极 限 如 图 4
。

亦 即 是 歌 它 在

P (
、 , y ) 上没有得到道拔 L时而采 用A而后

来 lRJ 沿着这值袋走
。

一 /
碑 护

` 二
、

,

、。

图 4 金矿方程速植变分解的几何表示
〔 , . 在达到 i(l

核乙 之后工作沿着这根喊拔糙被进行

困难在于引向水平或垂值移动的行为 A 或 B 无湍在什么时候都没有抬出沿八楼 I 的

移动
。

为了得到沿着迫擞 L 的道路
,

我俩应当使用策略 A或策略 B的无穷小混 合
。

然而 弓}人

点的混合将带来一系列物理上和数学上的多种多样的困难
。

在数学上
,

我们遭到要放弃

方程 ( 1 9 )的同样 困难
。

在物理上
,

我们不愿接受这类型的策略应用到开始的 !I}j越
。

在那

里要求在每个时刻在 A , B之尚作出选择
。

为了避开这个瞬时混合的概念
,

我俩利用一种在这类洲题中常常是有用的
一

方法
,

这

个方法的本质是附加以某些很自然的座擅性假没后
,

那末在包含敲点的一个小区周的混

合相当于时刻 t 的混合
。

4[
.

3 ], 40
,

41 〕

lk1 此
,

我们甜篇在时刻 O
,

△ , 2八
,

…
,

等等作出 A , B 之固的选择过程
。

在区尚 〔k

么
,

( k + 1 )八 〕内
,

对于〔k么
,

k么 + 中,
么〕部分

,

我们柔用 A
。

对于〔k八 + 中
、

八
,

( k 斗 [ )八 〕

部分
:

我们采用 B
。

这里中
,
依梢于 k 。

.

敲么很小
,

那末过程的描述用一次项是足够的
。

我俩将推导出确定过程的
一

斜t微分

方程
。

·

2 0微分方程的推导

毅
:

( O 等于生产一值继擅到 t 时刻时
,

剩余在金矿 A 的黄金数缺
,

y白) 为 @lJ 余在 金

矿 B 的 黄金数耸
, P ( O 为机器到时刻

t 时没有捐坏的概率
,

而 f ( )t 为时刻 t 时 片梁 黄金

数量的数学期望
,

这 电
t = n八 ; n 二 O

,

1
.

2
,

… …

忽略关于么的二次填后我们有
x

( t + 八 ) = 、
(

t
) 一

r l价
1

( t )
x

(
t
)八

y ( t + 么 ) = y ( t ) 一
r Z争2

( t ) y ( t
)么

P ( t 粱八 ) = P ( t )〔i 一 q l中, ( t )八一 q Z九 ( t )八〕

f ( t + 今 ) = f ( t ) + p ( t ) 〔劝,
( t )

r l
’

x
( t ) + 价2

( t )
r Z y ( t )〕今
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1一汽

我俩得到 了微分方程撇

号于一
, !

( t )
· , ·

( t )
·

(。 ) 一 。
。

星希一
, 2 ( t )

f Z? ( t )
一

, (。 ) 一 y。
’

书一
。 (

t
)〔 ,

l

( t )
r , · 。 t ) 、 , 。 ( ! )

r Z, (
t
)〕

:拎
一 。 (

t
)〔,

l

(
!
)

r , ·

( t ) 、
一

,
2
( t )

r Zy ( t )〕

`

{
f (

厉r〔
’

`

{
( 2 0 )

现在阴越归桔 为要确定具有豹束条件
0《 牌

;

(
t )《 l ( 2 1 )

的两数沪
: 而使 f( T )在拾定的时周 T内达到极大值

。

在应用变分法处理时洲题的非技性是特别重要的
。

这个特性和关刁
;解的概率形的先

婉信
.

急桔合起来就得到简题的完满解
。

然而更重要的是 ; 很多在离散形式不能得到解的

类似尚粗可以在这种变分 中得到完个解决
。

2 1解

下述桔果包含了使 f( aO )最大化尚题的解
。

定理 8 : 在方程 ( 2() ) 和豹束条件 ( 21 ) 的情形下
,

f( aO ) 的最大植可以采用下 述

策略而得到
。

沪, = 1 当 q : r: y < q Z r : x

时

, 52 = i 当 q
: r Zy > q Z r : 、 时

、

户1 = 一
r :

_

r一十 r Z
叻2 “

r l

r 一+ r Z
当 q 1 r Zy = q Z r : x 时

文献自 l 〕所指出的解是唯一的
。

对于有限 T 的解
,

可以同样地得到
。

但 由于具有短期策略因而复杂得多了

“

狭窄地带简题
”

2 2引言

在这一部分
,

我俩将甜确一类这样的尚题
,

它们是产生在牵涉若干不同
一

毛厂的生产

过程的研究中
。

特别是
,

我侧将研究若干称为
“
狄窄地带阴题

”

的阴题
。

在这些洲题墩面
,

积极性

水准被最少供应中查源所稠节
。

对千这种类型的尚题
,

适当的提法是成功的保荻
。

所有的数学形式必然是近似的
。

阅
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住

` . _
, _ .

_
_ _ . _

_

_
_ _

_
_ _

_ _

在这甲
_

,

极重要的是获得一个允许最有效利用数学分析的近似构造
。

在所甜渝过墓于座彼近似的概念之上的提法之后
,

这种方法在本文的第二部分已被

使用过了
,

我侧将提供一个导有广阴应用
,

墓于泛两方程的思想之上的理谕技巧
,

这也
`

是在前面被使用过
。

有信心与坚决地使用这个方法就常常能很快地得出解
。

.

为了题明我们实际上能得到解
,

我们利用尚题的戎性 胜
,

构造一个对偶 }{月题
。

这个

对偶洲题在作为一个重要理流工具的同时也是一个实用方法
。

在锐明这些方法的应用之后
,

我俩将回过头来简略地衬谕一下非徒性 l出题与牵泛到

特征值尚跳
这个泛函方程的利用产生出在变分法 中某些古

一

典尚题一个个新的形式
。

、 ~ 2 3一个典型的简题
j

我们将甜谕一个三个工厂的生产过程的筒单模型
。

在这里
,

扎木的工厂 是 汽 术 工

厂
,

锅教工厂与工具工厂
。

这些工厂均被用来在一个抬定时简
一

长为 T 的周期 中要生产尽可能多的汽市
。

在任何时固 t ,

我们先假议
t
取离散植 O

, J
.

2
,

… … T ,

定 义

、 :
(

t
) = 到时刻 t 为止已生产的汽本数最

、 2

(
t
) 二 汽草制造厂的生产能 力

x

3(t ) 二 铜叙的有储量
`

.

,

: ,
( O 二 剔毅厂的生产能 力

·

x5 ( O 二工具的存储最
.

、 `
(t ) = 工具厂的生产能力

我俩首先筒略地甜萧离散模型
,

们应注意到在这类尚题 中
,

迪植型会比离散型切合
’

实际
。

“
基本原 all

”

是这样的 :

a

)为了增加汽草
、

铜教或工具的生产能力
,

需要朋救与工具
。

b )为了生产汽卓需汽束生产能 力与锢敛
。

二为了生产铜教仅仅需要铜教生产能力
。

d) 为了生产工具要求工具生产能力与锢叙
。

此外
,

我俩假毅 : 在有充裕原料的时候
,

产最一定正比千生产能力
,

在有充足的生

产能力的时候
,

产量正比于原料的分配最
。

在每一单位区周的开始
,

为了生产汽木
、

铜毅与工具茂聆加汽本
、

训救与工具
,

的存

储量
,

我们从现存的铜毅和工具中分配以不同的数最
;

合 Z t

(
,
)等于在时尚

L 为 了增加
、 、

(
t )而分出的剔毅数认

, ` 。, 。
( t ) 等于在时周

, 为了勿

加 、 ;

( )t 而分出的工具数址
。

利用上远的基本规 刘
,

我棚得出 一

2 3 = 0 田 1 二 田 J = (户,片 =
o

于是便得到了下列在时刻
, + 1的

x 。

依梢于在时刻
: 的

、 : , : ,

和
`。 ;

的方程
。

、 : ( t + l ) = x J
( t ) + m i

n

【7 , x Z ( t
)

, a , : , ( t
)

, i, : `。 ,
(

t ) ]
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2223((

.- `

`
、
`l
.

j
ee
.

l
ee;|

…
l

介

: : 2
(

t + 1 ) 二
x Z

(
t
) + m i

n

[ a Z z Z( t
)

,

口20 2
(

t
) ]

、 3( t + 1 ) =
x :

(
t ) 一

2 :
( t ) 一

: 2 ( t ) 一
2 4 ( t ) 一

2 5
(

t ) 一
2 6

(
t ) 一 7 3 x 4 ( t )

:` 4
( t + 1 ) = x s ( t ) + m s n [ a 4 z 4 ( t )

,

口4 0 4
(

t ) ]

、 S ( t + 1 ) = x :
( t ) 一 。 2

( t ) 一 。 4 ( t ) 一 。 。 ( t ) + m i
n

[下: x 。

( t )
, 〔̀ 5 2 : ( t ) 1

、 6 ( t + 1 ) =
x 6

( t ) + m i n [a 6 2 6
( t )

,

口`。 6 ( t ) J

这里
a ; ,

口
;

与艺均为常数

: ` ,

与。 ,

显然要有如下的束
, :

>
0 , “ ;

》 o , , 1+ ` 2 + , ; +
, 。 + , 。

《
` 3 , 田 2 + 田 4 + ,l) 6《 ` : ;

及通常意义的的束
。

a l : : = 口, 〔。 , 《 丫l x 2

a 2 2 2 = 口2̀ 。 2

u , 2 4 二 夕4〔 , , 4

a ` 2 5 二 下s x 6

a 6: 6 二口6 (t, 6

依靠这些的束
,

我俩就可以完全消去。 。 ,

而代替方程 (2 2 )
,

得到

x ,
(

t + l ) 七 x , ( t
) + a 12 1

(
t
)

x Z
(

t + ] ) = x Z
(

t
) 一

a Z: 2
( t ) .

’

荞3
(

t + 1 ) = x 。
(

t
) 一

z ,
(

t ) 一
2 2

( t ) 一
2 4

( t ) 一
z 。

( t ) 二
一 2 。

( t ) + 下: x l ( t
)

x 4
( t + l ) 二

x ;
( t ) + a ; 2 4

(
t )

x s
(

t + 1) =
x s

(
t
) 一 。 2 2 2

(
t ) 一 。 4: 4

( t ) 一 ( ` : 6
( t ) + a o Z。

( t )

〔 ; = a ,

/口
:

: `
( t + 1 ) =

x 6
(

t ) + a 6 2 6
(

t )

现在
,

对千每个
t , : ;

( O的钓束为
,

: ,

》 o

z : + 2 2 +
z : + 2 : +

2 6《
x :

( 2 2 : + 〔 4 2 ;
+ 贬。 z `

(
x 。

2 ,

成刃, x Z

( 2 4 )

( 2习

2 5 = 刀: 、 6 刀i = y
;

/
a ;

.

我俩应当选择满足上面的构束而使得
、 ;

( T )最大的
: ,

( t )
, t = 。 , l

,

2
,

… T 一 l
。

在这种形式里
,

尚题完全属于技性规划范围
,

且对于任意抬定的构束集合
,

可用由

.G 玩 nt
Z

ig 与其他 人所发展的各种各样的优良叠代过程去解决
。

但是只要我
J

卿的略的数一数变量的数目
,

就看出
,

甚至这个这样筒单的三个工厂的

尚翟都导致一大堆服从千大量构束条件的独立变量多, 。

假如我侧希望去确定最优策略的

形式 (即使得
x ;

( T )最大的分配策略 )从很多不同的初始情况与取比例常数的不同集合出

发 ( 即进行灵敏分析 )
。

那末
,

,

我俩就会面临一个十分互大的数植工作
。

因而
,

就产生了这样的尚题 : 是否可以确定一个依恨于这些数值的粘构
。

这就是我们将要在下一节里部分回答的简题
。

我俩的第一步将是作重要的变形
〔
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2 4建擅的版本

在前面处理金矿努程的时候
, ·

我佣已担注意这样一点 : 简题的痪擅版本常常较之 离

散版本易于处理
。

要注意
,

在这里封旎的尚题
,

速擅的版本常常较离散版本更切合实际

的粗济尚题
。

` .

在 23 节 中所得出的简题的逆糟版本中 , 在时固区周 〔t , t + 1〕上的分配
: ,

(t )现在由在

时商区尚 〔t
, , + △ t〕

_

上的分配
z ,

( t )△ t代替
。 ·

这个重要的量
z ,

( t
)现在是 分 配 的 率

,

当

△ t今
。 ,

方程 ( 2 3 )就全面变为
二 :

( t ) = a , : , ( t
)

x Z
(

t
) = a Z: 2 ( t

)
x 3 ( t ) 二 一

z ,
( t ) 一

2 2 ( t )一
2 ; ( t ) 一

2 5
(

t ) 一
2 6

(
t
) + 7 3 x 4

(
t )

x 4
(

t ) = a 人z ;
( t )

x s
( t ) = 一 ( 2 2 2

( t ) 一 。 4 2 ,
(

t )

: `
( t ) 二

a 6 z 6 ( t
)

关千
z :

的韵束现在是

、
_ _

一 ( 6: 6 ( t ) 一 a s z s仁t ,)

: ;

>
o

2 1十 2z 十 2 4十 礼 十 : 6《 OO

贬 2 2 2+ ( 4 2 4 + 眨。 2 6
镇 aO

: ,
( 刀: : 2

: s
( 刀s x `

显然
,

不等式 ( 26 )与 ( 2 7 )可不要而代以
: 3》 o , x s夕

。

( 2 6 )

( 2 7 )

这些不等式在离散版本中通常是满足的
。

夕

在 ( 2 8 )中的第一个不等式的重要性是
,

2 , + 2 2 +
z ; + 2 5+

z 。
戒下3 x 4

同样地
,

当
x s = 。

时我俩必须有

( 2 2 2 + ( 4: 4+ 〔 6 2 6镇 a Z z s

25 关于符号的~ 些注韶

当句 = 。日寸
,

、

我俩必填附加构束

在研光一般理揣途径之前
,

敌我们导入一些向量— 矩障符号
。

金 x (
t )与 z (

t ) 代

表
n
推向

z
“ ,〔 ,

) \ z
` , ( ` ) \

` X (
t
,一

}
` ’

{
` )

{
z (

t
,一

}
’ 2

{
”

}
“ x 。

( t )` 冬z。

( t ) l

对于以后遇到的 i 与 J ,

合 iA
, B i表示 m x n

矩阵
。

向量 x ( O称 为非负的
,

写为
·

x > O
,

如果它的分量都是非负的
,

即 X1 > 0
,

不等式 x 夕 Y

等价于 x 一 Y 夕 0o

在这些符号 的意义下
,

前面的方程 与豹束有如下形式
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一
一

一

一
- ~ ~ ~二产 -

一一
d X

`

万丁一 A , x + A 3 Z x ( O卜
c

Z户0

B , Z《 B ZX

为了筒化目标函数的表示式
,

我佣引入向量的内积

( x , Y ) = 公
x ; y ,

亡二 l

于是
,

我俩可写
x l

( T ) = ( X ( T )
, u

)

这里
.

a 的第一个分量是 1 ,

而其奈的分量为 0

最后
,

们我将写

S u p ( X ( T )
, a

) = f ( C
,

T )
X

这里
.

f 是向量 c 与时尚变量 T 的钝量两数
,

即

( 2 9 )

要注意
,

揣这点
。

f ( C
,

T ) = f (
e , , e Z ,

… e 。

: T )
`

在方程 ( 29 )中用
s

uP 的原因就是最大植可能达不到
。

下面我佣将祥栩地讨

26 要本 泛函方程
。

在写上面的方程 ( 2 9 )时
,

我佣 已挫暗中利 用了这样一个极为 喧要的事实 : 一当擦制

过程的基本方程已拾定
,

那么
,

最优的出产
、 1

( T ) 仅仅是这个过程的初始状况与过程的

持擅时阎的函数
。

赴我们进一步注意到
,

最优解的本质是 : 它在任何有限子区尚
,

例如论 〔S
,

T 〕上的

速擅必定是一个具有初始状况 c ( S )和持擅时周为 T 一 s的过程的最优策略
。

自然
,

这不过是在第二节中所叙述的
“ 最优化原 lRJ

”
的一个侍殊情形而已

。

这个原 lRJ 的数学翻浑抬出基本泛函方程 ,

f ( C , S + T ) = m a x r 〔C ( S )
,

T 〕
,

·

( 2 ( ) )

〔。
, s〕

这里 m a x

是对于 。《 t
( S

,

满足构束的所有 z ( t ) 求最大
〔o , s 〕

这个最大是能够达到的
。

2 7无穷小的类似

为了完全地 刊用方程 ( 3 0)
,

为了蔺单起咕
, 。
石l;我俩折时4段没
心口

夕

我俩将合 s 为一无穷小及由此得列等价于方程 ( ;泊 )的非

袋性偏微分方程
。

为此
,

有同样性质
。

没 c( s) 二 X s( ) 具有分段速值导数以及 f 对千 C 与 T 的分量亦

取 S = O为一个导数的座擅点
,

我俩有

二吸( S ) = C + 〔A : C + A Z Z ( O ) 〕s + 。

( s )

`
l

( C , S + `卜 f ( c , T ) + s

器
+ 。

( s )

、 .声声
..上,、.

:
Z、f 〔。 ( s )

,

T 〕二 f { e + 〔A 工e
一

卜 A : z ( o ) 〕S , T }
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一 f ( c , T ) + s ( 、 , c + A Z z (。 )
,

器
) + 。

( s )

这里

把在方程 ( 31 )中的表示式代入方程 ( 30 )
,

井且合 S今 o ,

我俩就得到方程 ( 30 ) 的微

分方程式

豁
一

嗽
( A I c + A Z z ( 0 )

,

器
)」

山 \ U 产

这里
,

最大值现在是对在 T = O 时由的束所确定的
n
推区域而取的

。

无穷小的类似的重要性在于要使我们能够去确定在〔0 , T + d ,rJ 上的解
,

假 如 对 所

有初始状况在〔O
,

T 〕上已握确定
。

因为在大多数的这类周题中
,

对于小的 T 困难是容易

解决的
,

所以我刊有了兼有针算与理揣优越性的一个可行途径
。

因为我们一值都在值观与假毅之上进行工作
,

所以有一个征明我刊事实上能得到一

个解的方法是极端重要的
。

2 8对偶简题

毅我俩柔取的基本方程具有形式
.

竺
一

= A z x ( o ) 。 e

d t

及构束 Z夕 0 B Z戈 X

这是常常可由添加某些变量来完成
。

因为

X = C 十

所以的束可写为

A Z d t

a z +

!
’

e z a t《 e e e

同样地
,

最大化 ( X ( T )
,

= 一 A )

a) 的简想等价于最大化

!:
( A z

, ·
) d t 一

{:
( `

, · `
,` t

于是
,

本来的尚翘就可以提如下面的形式 :

对所有。 足下列。 束的 z 确定
!:

( z
,

一 ) d t 的最大值

z之。 B z +

{
’ e z d t ( e

( 3 2 )

在一般情形
,

这个最大值将不存在
。

这就造成要引入求斯蒂阶积分或 `一 两数的困

难
,

在这篇介韶性的文章里
,

我俩不打 算作任何复杂的叙远
。
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毅 W (t ) 为一和 C 同推数的非负向量
,

lRJ 利用( 3 2 )中的第二个不等式就有
r了

_

广t
_

rT
_

} ( W
, B Z + ! C Z d t : ) d t长 { ( W

,

C ) d t

J 0 J 0 J O

合 B ’ , C ’

分别代表 B 与 c 的搏置矩障
,

glJ 有

( B Z ,

W ) = ( Z , B ’
W )

r了
_

{ T _

l , _

【T
. _

} ( W
,

} C Z d t夕d t = 1 ( { C
,

W d t z ,
Z少d t

J 0 J O J O J O

这里第二个拮果是由部分积分法得到的
。

粽合这两个拮果
,

我俩有

`T _

rt
_

{了
, .

「了

t ( W
, B Z + , C Z d t l

) d t = } ( B
,

W + I C
,

W d t 一, 乙) d
J 0 J 0

.

。
了0 J t

鼓我俩假毅可以找到一个这样的向量 w = W ( t )
,

使得

W夕0
厂T

与 “ ’
W +

{
, C ’

W d`夕 a `

( 3 3 )

于是我们就有下面的关系

{:
( W

,

C , d t、 ):
( W

,

B z +

!;
c z d t l ) d t

一

!:
`B ,

W +

!{
C , W d t , z ) d t 、

{:
(
· ,

z ) d t

( 3 4 )

由此
,

显然

m护】
。

( W
, C ) d ,》 m a x

W
“ ,

Z

「T
, , , 、

,

! L 乙
, a

’

夕往
J 0

( 3 5 )

这里的最小与最大均是对于所有浦足不等式 ( 3 2 )与 ( 3 3) 的 W与 z 而取
。

我们注意
,

甚至

假如对 z 的最大值存在亦没有保靓对 w 的最小值存在
。

当最大值与最小值事实存在时
,

这个简题与担济的假毅是有密切关系的
。

假如方程 ( 3 5 )中
,

两端相等
,

我们便可见下面的关系一定成立 ( 自然
,

在零测集上

可除外 )
:

w , 一 。 当
。

i > ( B z +

{
’

C z d t )
:

、
, 0

f T

Z j = 0 幽 a 飞< ( B
,

W + } C
,

W d t ) j

J J O

反之
,

敌我俩建立这重要的事实
,

任一对非食的 Z 与 w
,

来的钓束
,

都将拾出这个最大与最小的解
。

( 3 6 )

如它滞足不等式 ( 3 6) 与原

为了征明这点
,

我俩注意
,

假如不等式 ( 3 6 ) 成立
,

朗在 〔3 4 ) 中的关系均相等
。

现

投 Z 为另一个浦足所有豹束的向量及

!:
( z

, ·
) d t <

{:
(“

, · ” ` t

ljR对千相应于 z的 W ,

有

{ T - - .

f T
_
一

.

f T

} ( Z
, a ’

) d t ( ! ( Z
,

B
’

W + } A
,

W d t : ) d t
. , D 少 O J 弋
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口
_一 厂 t一

_

!

一

{
。 (” + Z 1

。 A dz”
,

W ) d ’簇 { ( e ,

W ) d t = { ( Z
, a ,

) d

0 2 0

这就产生矛盾
。

于是我俩就得到一个检脆被推测的解的系就程序
。

对千所抬的 z
,

我们 由 不 等 式

( 3 6 ) 确定W
,

然后确定 w 是否浦足所抬的豹束
。

这个对于一特殊尚题的 分 析 祥 i渝可于

文献 〔4
,

16
,

4 2〕找到
C

2 9更一般的周路

在数学物理与数学粗济 中
,

很大一部分的简题是求一粗
x : , 、 2 ,

…
, x 。

;
2 , , : 2 ,

…
, : 川 使

I , _ 、
} T 。 ,

_ 、 ,

J 、 2 2 = {
。 r 、 x ’ , x Z , ”

` , x . ’ z ’ , 2 2 , ”
’ · 2 “ / “ t

达到最大值
。

d x i

d t

共中
x

与

= G i (
、 , :

)

由下面的方程联系着

= 1 ,

2
, . , ·

, n

及满足下列的构束

R k
(

x , :

)《 0 k = 1
.

2
,

…
,

K

这些尚题亦可以由前面 所描述的泛两方程方法处理之
。

因为确定 tS u r m一 L灿
、

il\r !川 }j

u “
( t ) + 之势( t )

u

( t ) == 0

u

( 0 ) 二
u

( 1 ) = 0

的特征值的周二
,

在关 , , 的合理 ,。。 下
,

等价在。 定
{;

,一 (
t
) d t一 1时确定

.

{;
一 ( t

,
Zd t

的相对极小
,

这个尚题可由类似于泛两方程的方法处理之
。

这个引导到非枝性偏微分方程的甜流可以在参考文献以
,

17
,

2 6〕中找到
。

3 0调节简题

由于在抬定时简区 尚内系杭的稠节所产生的简题构成一类具有重要技术耗济意 义的

特殊尚题
。

在某些情况下
,

我们想要用最小的代价把起源于物理上和耗济上的动 力系杭

控制在抬定的状态或接近于拾定的状态
,

其中代价是 由两部份合成的
,

第一部份由系就

与所要求的状态的偏离来度量
,

而第二部分是由利用于稠节的脊源的代价来度量
。

毅系杭的状态由满足技性偏微分方程

器
一 A x + ` ( , ,

,

X ( o , 一 C

的向量 x ( O 来描远
。

这里 A是常数
, f (t ) 表示稠节向量

。

投 了(
t
)表示系杭所要求的状态

,

而 F ( x 一 Y )表示变量状态 X 偏离 $ 的代价的泛两
。

类似地
,

毅 G (f ) 表示度量碉节的代价的泛函
。

这时总的代价是

J ( f , c ) = r ( x 一了) + G ( f )

及要求这样选择 f 使得总的代价最小
。

依靠对被用到的泛函类和画数所作的假敲
。

我俩得到了较难或枚易的变分简既〔 S〕
。

关于这种类型的某些简邃的群栩封确萧者 可参考 eB u m an 原著
“

动态规划
”
一 书 以 及
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Be l lmn aGi le ks be rg及 Gs s r o
的确文 (3 3一 3 8 )

。

生 存 博 奕

3 1引言

前面所甜谕的尚题都是 人类和 自然界斗争的简愚
。

共实上面所用到的方法同样地可

以应用到两个竟争者之简存在利盘冲突的情形
。

这些情形是由 Vn oN e um o
nn所削立的

,

在很多实用部四都要涉及到博奕揣的研究
。

作为动态规划方法在博奕箫的应用例子
。

我例甜渝一类特殊的多步博奕
- -

一生存博

奕
。

下面分零和与非零和的两种情形甜流
。

33 零和生存博奕

殷博奕 由矩防 A = a( ij) 拾出
。

又没在开始博奕时两个博奕者 P 和 O分 别具有初始总

数 P 和 q
。

林
一

个博奕者都力求使对方破产 ( 即输光 ) 因为博奕是零和的
。

故在博奕过

程 中两个博奕者所支配的钱的总和始格是一个常数 C = P + q
。

从而 只须知道某一个博奕

者所支配的钱的总数就可以完桑描述博奕的情况了
。

在这里不准备对最优策略的存在性尚题作群胭的甜硫
。

我俩用 f (
x

)表示当 P 支配的

总数为
:

( O<
x

< P + 妇 和双方均采用最优策略时 P赢 Q ( 即 P获得生存 ) 的概率
。

因为博奕是零和的
,

故耗过任何特殊的一局博奕之后
、

只能有一个博奕者破产
。

毅

f (
x

) = 万
o 当

x

( 0

( 1当
x

夕 p + q

由此得出 f (
x

)应满足方程

f (
x

) 二 m i
n

m
a x

P j q i

云 f (
x + a : j ) p , q , = m a : m i n

,

j二 一 q , P j

加

云 f (
x + a . j ) p , q j

,
j二 l

这里 0 <
x

< P + q

井以 P l ,

P : ,

…… P、 及 q , ,

q Z , · ·

… ,q N
分别表示 P和 O的混合策略

。

从上式可以得到有关解的存在性与唯一性的不同桔果
。

上述方程的研究不会比在前

面分所过的一些泛面方程来得复杂
。

不久以前 S b: lP ey 获得了某些与此相近的博奕的有

趣桔果〔 ss 〕。

34 非零和生存对策

敲博奕者 P的赢得矩障为 A = a( 。 )
,

博奕者 O的赢得矩障为 B 二 ( b,j )
。

因为博奕是非

零和的
。

那么为了描述博奕过程就必镇要知道侮个博奕者所支配的钱的数最
。

敲当
、

> 0 ,

y > 0 时两数 f (
x , y )表示当 P 支配的数量为

! ,

O支配的数量为 y
,

和双方采用最优策略

时
, P 威 Q的概率

。

又殷

f ( 0
, y ) = 0 当 y ) 0

f (
x ,

0 ) = 1 当 x
) 0

而 f( O
,

O ) 的值不确定
。

但我俩总可以通过稍为改变一下对策就能使
、
和 y 的值在任何
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时候都不会同时为零
。

类似干零和情形
, .

对于 f(
` ,

y ) 我俩有如下的泛函方程

.,洲

N

f (
、 ,

y ) 二二
m l l l I n a X

P i q ,

U f (
、 十 。 : i , v

+ b j ,

) l) i q
.

,j 二 l

这里
、 > 0 , y > 0

。

】11 a X

q i

P l ,

n l l n

P;

N

忿 f (
x + a ; j

,

y + b
; s ) P ; q j

,

j二 l

P Z ,

……
,

P N 及 q 飞 , q : , ,

q N

分别是 P 与 Q的混合策略
。
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