
方 阵 的 实 相 合
` 1)

华 罗 庚

弓l言
。

除非特别声明外
,

本文所考虑的墓域是实域
。

二实方障 A, 乓称为实相合
,

如果有一实方障 r 使

( l ) r A r ,
= B

这儿 r’ 表 r 的斡置
。

本文的 目的在于解决实相合尚题井拾出一些应用
。

比起代数封阴域来
,

这是稍为复

杂些的
。

由 ( l) 立得

( 2 ) r A
,
r

,
= B

,

故由 A
,

B 的相合可知 入A 十拼A, 与 入 B + 拜甘 有相同的初等因子
。

在代数封阴域上欢

一条件也就是充分的了
,

但在实域上
,

这些不变量之外
,

我俩还耍引起新不交最
“

号标

系
” o

命

S = A 十 A
’ ,

K = A一 A
, .

前者是对称
,

后者是斜对称
。

因此我俩所研究的圈题也就变为一对方障的分类 简理 ; 其

中一个是对称的
,

一个是斜对称的
。

又命

如果方障 T 敏合于
T K T

,
= K

,

助 T 称为辛方障
。

因此我俩这 儿所研究的周题可以作为
“

对称方障的辛分类
”

看
。

其相

仿的周超
“
H e
训 iit an 方障的辛分类

”
已为作者所处理 (空’

。

命 S 表一对角袋方障只有 士 l 在其对角麟上
。

如果

T S T
,

== S

llR T 称为对 S 的 L or en tz 方障
。

作为本文的应用之一
,

我俩在 oL er nt
z
群下研究 L or en tz

方障的相似周题
。

( )I 这是 19 4 4年旧稿
。

作为配合通9 62年在中山大李 讲深的楠充发表于此
。

( 2 ) H o a ,

O n th e t h e o r y o f a u t o m o r Ph fe fu nc ti o n s o f a m a tr遥x v a r i a b l e 11
,

A m e .r Jo .ar o f M a出
-

6 6 ( 1 94 4 )
,

5 3 1 一 56 3
。
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在渝远之前
,

先引远一条有用的
、

引理
厂l ’ :

任一满秩的
,

仅有非负特征根的 ( 郎有正的
,

或复的 ) 实方障一定有一实的

平方根
,

而且它可以表为原方障的实系数的多项式
。

也就是如果 M 是这样的方障
,

期有一实系数多项式 f( x)
,

使 f( M户= M
。

芬 !
.

分 解

用 S 及 K 典型地各表一实对称或实斜对称方障
。

形如

入S + 拜K

的方障称为粗成一串 P
。

定理 1
.

命 P 与 P , 为二串有相同的初等因子
。

期有二实的浦秩方障 r 与 r ,
使

r
I
P r = P (了 i ) + q ( , , ) ,

r生P r
l
二 P生

` : ’ + q i
, : ’ ,

并且有二突的浦秩方障 g 二 g (’ , ) ,
g。二 g犷

。 ’
使

g
,
p g = p i

r i + r: , n 一 r , ) 0
, r Z》 0

及

g闪g0 = 一 q , .

靓
:

由假定
,

有二实方障 Q 与 R使

Q PR = P 工

这 几 P == 入S + 拼K 及 P , = 入S : + 私K I 。

一

用 P 及 R 来代表 Q p Q’
’

及 Q
l一 , R

,

则并不失去普癌性可以假定 Q = I
。

我刊有 T 使

、、..产
声

O

0rTRT
一 ,一

(

孩 n r 的特征根都是非负的
,

而 r 。 的都是负的
。

并不失去普愿性
,

我俩就假定

现在我俩有
5 1二 S R二

o
)

。

0r
产

R
,
S

,

K l = KR= R’ K
.

由此推得

之)
,

K一

( ; 之)
S0了声̀.、、

一一S

P= 入s + 拼k
,

q二入s。 + IL ko ,

( I ) 上文
,

怪 6 引理
。
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拜且相应地定义 p ,
与 q , 。

则得

p l = p r = r ,
p

。
q l = q r 。 = 端q

.

一

由引理
,

有一个实系数多项式 以x)
,

使
」 ’

(盼 ))0 一 .r

因此
P 、 == Pg( r )

2 == Pg (r )蚁r ) = g( r ,
) Pg( r )

.

又有一实多项式 g0 使

( g 0( r ) )
2 = 一 r 。

.

q , = 一 q蔚= 一 g 6q g
。 .

定理已极靓明
。

虽 2
.

构 造

在一个代数封阴域上
,

习知
: “

一个方障串可以分解为具有数下五种初等因子的方

阵串的直和
” 。 (王’ ( 而这五种不能再分解 )

( 1
0

) ( 入一 “ 拼 )
r ,

( 入+ 。 砰 y
, “ 并 0

,

( i
v
) 入兮

,
.

r 奇数
,

( v ) 刀 ) 入
r , r 偶数

,

( v i ) 拼
了 , r 偶数

,

( v i i ) 朴
犷 ,
拼

r , r 奇数
,

在实数域上
,

后四者都能出现
,

但 ( i
“

) 又可以分为以下三种
:

( i )
`

(入一 “ 朴)
, ,

( 入+ “ 尸
·

)
宁 , “ 实数 ;

( 11) (入一 “ 朴 )
, ,

( 入+ “ 件 )
, ,

(入 一万拼)
, ,

( 入 +万朴)
,

璐是复数
,

但非实及掩虚的 , 及

( 111)
.

( 入一 “ 朴)
r ,

( 入 + “ 拼)
r

盆几 “ 是钝虚的
。

砚在作出具有以上七种初等因子的方障
。

我俩用么下的符号
:

0 l

l 0

0000

. . . . . . . . . . . . . . .

……
0 … 0 0

!

件实对

、、、..̀奋产

où以

详 0

l 供

0 0

0

0

l

z口才.万,、
、

/口矛...吸、、
、

一一一一
J.序

百J

( l ) 晃 T ur nb u l l 一心 k e n .

hT e or y o f aC
n o n lc , I M 日 tr cl e s .

138一 9 直
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0 0

!
UùU

. . . . . . . . . . .

……
,

…

/了̀汀..、、
、

一一
口甘L

祛儿

00CO S 夕

一 s i n 口

S i n 夕

CO S 夕

并且特别命

L二 L 夕
·

又以 U 表对角换方障

U = 〔l
。
0

, … ,
0 〕

及 u
表矢量

u = ( l ,

0
,… , 0 )

.

下表表示具有初等因子 ( i) 一 ( vi i) 的方障串
:

SSSSSSS KKK S + KKK 阶 数数

((( i ))) f O J
·

、、 f o
_

I 、、 了 o J
·
+ I 飞飞 2 rrr

\\\\\ J压 0 222 \ 一 1 0 /// 、 J人一 1 0 /////

((( 11))) / o L叭叭 f 0 1 、、 f
、

0
,

户L ` + I 、、 4 fff

“““ 、 L ; o )))
` 一 1 0 /// \ p L , 一 1 0 /////

“““ = P巴 口口口口口

((( 11主)))

)
’ ”̀

`̀ f O L 、、

f o
_

I 、、 ( 0 p L + I 、、 2 rrr

ppppppp 气L
·

u )))
、
一 1 0 /// 、 户L

,
一 I U

`̀ r 于禺数数

………
, , 0

.

“ u 、、 ( o
_

I 、、 2 p 0 1 p u
\\\ 2 rrr

“““ “ ,
· “

(: :
弋’ 一 ` ’

{七)))
\ 一 1 0 ///

{ ” ” ” “ L+ 1 111}
r 奇数数

11111 u’ L
于

0 0
’’’

}一
` 0 “ 0 /////

{{{{{{{{{ p u
’

p L
’

一 1 0 00000

i(((
v
))) J ( r〕〕

了”
`” ” ”

\\\ 例如当
r = 555 r 奇数数

}}}}}}}
“ ”

_

J

}}}
2 0 0 0 0 1 \\\\\

\\\\\\\ 0 一 J O /// 1 0 0 0 1 1 \\\\\
{{{{{{{{{! 0 0 1 1 0 11111
}}}}}}}}}\ 0 1 一 1 0 0 /////
}}}}}}}}}
’

l 一 1 0 0 0
`̀̀

(((v ))) J ( 2,
’

)))

{ 0
_ _

J J 。 、、 f 0 J J ` 、、 2 rrr

、、、、
一 ( J J 。 )

,

0 /// 、
一 J J _ 1 0 声声 r 下禺数数

(((v i ))) J J ooo

了O J 、、 ( ” “ J l 、 … Z rrr

\\\\\\\ 一 J O /// 、 J J一 , 0 ’ …
r 偶数数

(((
v i i ))) f o J O J 、、 f O J 、 JJJ… 扩” J` J 、、 2 rrr

、、、 J o J O /// 、 一 J O / }}}}
、 J一 i J O /// r 奇数
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(熟
:
为了方便起见

,

我们把初等因子稍作修改
,

例如 ( i) 的初等因子是 ( “ 入 + 林)几

( “ 入一拼)
r

勉和原来抬的稍有不同 )
。

可以直接瞰征
.
在 ( i )

,

( ii)
,

(v) 与 v( ii) 中 P 与 一 p 是实相合的
,

其理由是

0AB0/才...、

一一一

、

、、.,/` ]
ù“儿-

矛

!
、

、

、孟.尸产An

)(
I 0

一 I / 、 B

( 111)
。 ,

( i v ) 与 (
v i ) 中的 s 的标号各电2

合的
。

故在这三种情况下 P 与 一 P 是不实抵

`

今往征明在 ii( i)e
、

时
,

p 与 一 P也不能尖相合的
。

为了容易靓明筒题
,
我俏选取最滋

单的但有代表性的例子
。

例如

`

、、,.且.夕产

11

0000 0

0 一 l

一 1 一 1

0 0

0001
口口夕了.性r、
、、、、,.̀口了了

,几

000o一10

ù , .几

00一。0
、nljù01

J

产J口,.十、、、

不实辛相合
。

命

00
L产

0 1 、

一 1 0 /
,

手倒民定有实辛方障

L

一 U

DBCAZ.̀、
·

、
、.万产LU

)
OUDB

(

、龟..J产BD

AC

(
AC

便

由
i0

言+)( 二扣全君

一

(忿
二

(二
CA

可知
A B 、 f 一 L c , 、 _ f 一气 0 、 f A B

C D / 、 一 U L
, j 、 U L

l / \ C D

由此得出
B L , = 一 L B

D L
,
= U B + L沪D

.

由这两方程推得 B` O
。

写出

O

A, -1

AC了. JL、

狄 几 S是对称方障
。

于是

( A

\ S A A
, ’ 1

一 L

U

0

A, 月

AsAOU
一一LU!

一一
DB

(
习

、`.矛产
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一 S A L一 A
, 一 IU = U A+ L

,
S A

。

息p

一 U = A ( U + L
,
S 十 S L ) A

夕 .

左边是一个半定负方障
,

而 U 十 L, S + S L 的对角换上二元素各为

l + s , , ,
一 S二, 价

不能同时非正
。

故得所征
。

由上表及定理 1可知

定理 2
.

任一方障串 P 可以实分解为以下籍类方障的直和
:

表上所拾的 ( i) 一 ( vi i )

及表上所拾的 ( 111儿
,

( 111)0
,

( i
v
) 及 ( v i ) 的变号

。

系 1
.

假定 }入S + 件K l = 0 的根不是 入 : 拜= 勺: i专
.

( 勺
,

专实数 )
,

员lJ 入S + 拼K 与

入S : + 井K
,
实相合的必耍且充分的条件是它俩有相同的初等因子

。

系 2
.

任一方障实相合于以下甜类方障的直和
:

表上
“
S + K

”

栏中各方障及 ( iii )
; ,

( 111)
J ,

( i
v
) 与 ( v i ) 的变号方障

。

号 3
.

各 种 应 用

定理 3
.

在实辛变换下
,

一个对称方障一定相合于以下的一些类型的方障的道和
:

下一2笋口

以0实>对p ,

、、....夕/
itL00

.̀.产
口

1
1、,.户/
0010

几0褚0LUJIL(
I
t

0LO0

00JL0L,10ou’
( a )

(b )

(

p

(

( e )

(d )

、、恤..矛刃尹0JV

,J

0J
( e ) V二〔0

。 ,

二 ,
0

,
1〕

儿0

,O

0J

了.屯、/口̀..妞.、、

(!
、

pp士士-H

( f )

这是定理 2 的推输
,

我侧仅需注意

入
(气

:

令)
+ ;

(竺
I

·



入
(

J了 0
+ 拼

一 I

各与 ( vi ) 及 v( ii) 实辛相合就够了
。

定理 4
.

命 S 的梦号是
“ 。

则方障串 P 的初等因子的重数 ` ” 一 ls1 + 1
。

特别如

果
,

S 是定正的 ( 却 s = n )
,

l1R 串 P 的初等因子都是单的
。

这也是定理 2 的推豁
,

只耍逐一榆查表中 S 的标号郎足
。

由此可么推得
:

定理 5
,

握过失辛变换
,

任何一个定正二次型一定可以化为标准型

暮
“ `

(斌 + 式 ’
·

定理6
.

一个非奇异的斜对称方障可以用正交方阵变为标淮型

P ` > 0
。

由此也偶然敲明了
:
方程式

! I一入K 】二 0

的根只能是钝虚的
,

廷是大家都知道的桔果
。

。 4
.

关于标号的兹能

}入S + 拼K I= 0

的很为

些 == 专l ,… , 专: (专
, = 二表示入 = o 是根 )

。

A

剧方障串 P 实相合于
e 戈

1 ,

… e 有
。

的喊和
,
毯 ,L C气` 中以 号, ,

专犷1 ,

号` 及 女
, 为根

O

若气非纯虚的复魏 别

.

C“ , =
手

p ,

忿 几

p ,一 入

吐
_

合)
+ ;

(
、

旦
,

;
肠 J
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若 专
`

是钝虚的 (但护 0
,

并 ① )
,

lRJ

C友= 艺 e , p ,

这 IL P J 由 ( 111)
。

或 ( 111)
。
拾出

。

把相等 P 加在一起

艺 {
a `一玩 } p {

, ` ’ , r , > r : > … > r ` ,

1签 t鉴 f

范 I L {
a J一 bj } p j 表示 p j 出现

a j 次
,

一 p j 出现 b ,
次

。

整数

( a ` ,
b

:

)
,

l 《 i成下

称为方障串 p 对根 专
`
的标号系

。

同法定义 专` = 0 及 专`二 。 的标号系
。

与作者前文同法川可以征明

初等因子及标号系完全刻划一个非奇异串 p 的突相合简题
。

作者不进人具体的征明
,

但必须指出由 ( iii )
:

型的支量所引出的困难可以用 虽2中的

方法来解决
。

于

互 5
.

L or en tz 方障的分解

命 F 表一对角袋方障
,

在其主对角袋上仅有 + 1或 一 1
。

一个实方障 T 如果适合于

T F
r

l
,
,
= F

则称为对 F 的 L or e nt z 方障
。

(注意
:

我们可以假定 S 是任一拾定的满秩实对称方障
,

这样做井没有本厦的推广
。

)

如果一个方障代表置换
,

则称为置换方障
。

例如

、

、、..t,夕/00110 0010
一

/了..f、、、、

代表一个置换
,

x : , x :

互换
,

x 3
不动

。

定理 7
.

命

。 1 = 二 {
r , , “ :

= 。 舀
” 一 , ,

.

假定 “ :
与 “ :

无公共的特征根井假定 (B
” ) 是对 F 的 L or en tz 方障

。

若方障

食
I

t ) 、

o
一

。 :

) 与
B

有相同的初等因子
,

RIJ B 是可以分解的
。

更确切些税
:

有一置懊方障 C 使 CCF
`

二 0F

( )I 见前引文献
。



第 4 期 方 障 的 实 相 合 2 1

而有一对 民 的 L or en tz 方障 T 它把 CBC
一I 变为

f 口
,

、 0

征
:
有一满秩的 P 使

p ( “ `

\ 0

0

声:

O 、 _
.

_

) F 一
1

== b
·

眺 , I

由 B F B 夕== F 可知

言
’

:, ) Q一 Q “ l’ 一 1

0

这尸 L Q= P
一 I F P

,一 , 。

由于 “ ,
与 “ 犷1

无公共特征根
,

Q一
(吉 菜)

这几 q 、 与 q :
是刘称方障

。

有一实方障
、 、口.尹
口0介_ l r 、

R二 l

使

劝R’ 一 (飞 呈)
一 0F

这几 t
: , f : 仍为 F 的形式

,

但行列较少耳
。

有一置换方阵 C 使

C F C
夕
= F .O

命 T = RP` -C
l ,

lRJ

TOF T
声
= 几

。

由于 B F B, = F
,

故
(C B C ~ i )以C B C ~ i )

,
= OF

.

由于

_ _ I “ 1
0 、 _

_ _ _ _

_ _ _
_

C P I
一

, F一 1叹二一五二七 B七 . 1 ,

、 0 “ , ,

我们有
T一」R ( “ ` 0 I R

一 I T二 e sc
一 , .

、 0 以 空 ,

故得定理
。

定理8
.

假定 A
,

B 是二对 F 的 L or en tz 方障
,

并且相似
,

而且 A 不可分解
。

如果

F 的标号非 0
,

期有一对 F 的 L or en tZ 方障舫 B 变为 A
。

如果 F 的标号等于 O
,

命
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刻有两种可能
:

有一对 F 的 oL
r e眺z

方障牌 B 变为 A
,

或

0 、
_

,
1 0

_ 工 ) A ( o 一 i

征
:

由于 A
,

B 的相似性
,

有一浦秩的 P 使

B = P 一 JA p
.

亩于 B FB’ = F
,

可立得

Q A = AQ
,

Q二 P F P ,F
.

并有
,

P F P
了
= Q F = F Q

产 .

如果 Q 无负特征根
,

由引理
,

我们有一实系数的多项式 《 x) 使 R = f( Q )
,

即 = Q
。

于是
P F P

产
二即 F = RF R

尹 .

因此方障 -R IP = T 是对 F 的 L or en tz 方障而且

T B T ” ’ 二 R一 1 o

P B p
夕 ·

R二『
IA R= A

.

·

故定理正确
。

若 Q 仅有负特征根
,

lHJ 有一实系数的多填式 f(x ) 使 R= f( )Q 及 即= 一Q
。

于是

P F P
,
== 一即 F = 一 RF R

, 。

这仅当 F 的标号等于 0 才有可能性
。

命

由

o 、 = 一 F
·

一 I 产

了护r
,、 `

F
、̀口了户

丫且

0一

T 一 f l

、 0

O 、 _
.

_
_

_
,

户尺
一
甲 是一对 厂 的 七or en 垅 方障

。

于是有
- l

1 0
、 ,

1 0

T B T 一 1 二

0 一 I
` 、

0 一 I

若 Q 既有负根
,

又有非负根
,

助有一方障 D 使
,

q l

D Q少
, = (

’

O q ,

狄 IL q: 仅有真根
,

q : 仅有非食根
。

由

D Q-D
, ·

D A D
一 , = D A D 一工 ·

D Q D一 , ,

及
D Q D 一 1 ·

D F D一 , = D F D
, ·

D
, 一 ,

Q
,
D

, ,

可么推得
“ 1 0

D A D
I
二

以 ,
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及

.

、、 .,了
LO
`

仁
`

0

.了..几、

、、..口了工,0价,

.
T

、J/.、饭.J尹

丸0 0坛。̀
D F D

有“ 方障

丸0才
了I
t, ,

T

此处 t ;
`

及 ` 与 F 有相同的形式
` 则

A l = T D A D
一 i T ~ 1

是一直和
,

而且是对

、、 ..产0几几0尹夕..、
、

的 oL er 毗z 方障
。

欢与 A 的不可分解性相莲背
。

。 6
.

摆 出 来

由定理 7 与
,

8
,

每一个 oL er ttt z 方障可以分解为一些支量之和
,

而这些支 t 的特征

根各为
。

( 1 ) a
,

“ 一 1 ,

实 “ 笋士 l
,

( 2 ) 。
,

。 一 1 ,

。 , 。 一 1 ,

“ 复数
,

1。 !笋 1
,

( 3 ) “
,

a 一 ` ,

“ 复数
,

`

1“ 卜 l
,

及
、

( 4 ) “ = 士 1
.

命 T 为 ( 1 ) 一 ( 4 ) 类的支量之一
。

命

T二 ( I + Q ) ( I一Q r
l .

由 T F T
产

= F 推得

Q F + FQ = 0
,

郎 Q F 是斜对称
。

如果 d e城I
, 一 Q ) = 0

,

朋考虑

T = ( I 一 Q ) ( I + Q )
一 1

.

因此周愚一变而为研究方障对

{ F
,

Q F }

的相合尚愚
。

我俩砚在被圈一下所有的不可分解的支量 (工’ 。 假定 F 的标号等于 0
,

对应于 i( M ii ),
、

( 1) 参考本事翰肩立交
。
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(i “儿 及 (v) ( 仍用前文的符号 )
,

对 F 的 oL
r en 你 方障的特征方障的初等因子如下

:

( i ) (入一 a 丫
,

(入一 “ 一 ,
)
, ,

“ 实 护士 1
,

( 51) (入一 。 )
, ,

(入一瓦)
r ,

(入一“ 一 , )
r ,

(入一矛
,
y

,

。 复
,

}“ {笋 1
,

( 111) (入一才夕)
r ,

(入一犷
`夕丫

,

0< 夕< 了

及

( v ) (入土 1夕
,

(入士 l丫
,

r 偶数
。

取
0 1

、

F = ( 标号为 O )
I 0

对 F 的不可分解的 oL
r en t z 方障可么列举万下

:

J
o

o

( i )
0

护L a

J犷
丈

0

P . 」L
) “ == p呼 a

、、、..̀厂夕
,

000

……
000

,且
000

一 1

0

了户̀仃.、、、
、

全K
月ù户口
ù

L

( 11)

今

〔11主l
L a K L’

一 ,

及

.I出

0
百J、

( v )

I 0
_

】A (
一 I

产 、

D 一 I

我们得出一新类型

喇二出

.
JO

ù10
产..J、、夕

廿.t、

由

( 111)二
L a 一 K L二

一玉

甘

再考虑标号为 1 的方障 F
,

不

1 . 1

L ,

妨取

.

…
0 . .

…

0 1

l 0

0 0

0nU00
了了.̀.t、、

`

一一
r尸一一F
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-
一
一

~
,

一
一

一

-
~ ~一
一

一
一

一
~ ~ ~ ~ ~ . ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~

这 IL r 是奇数
。

对 F 的不可分解的 L or en tz 方障是

,二

0000
/了

|
1

1|
,卜.1\

士

、、J../告11一一11nU100
/奋.吸、
,

士( i v )

( r = 3
,

5
,

上式形的 )
。

… )
。

其一般作法是
:

用 M (’r .11) 表对

它的构造可由归拍法作 禅
” 一 l
作出之

:

l

l

0

0

0

F ( , , + 1〕

一香 一念 奋 、

一 l 一 告 寺

1 1 一 奋

0 1 一 l

0 0 1
/

的一个 LOr en 垅 方障 ( 如

\、 |||

…||
|夕/(一 l )

护一 ,
/ 2

了一 , ,

( 一 1)
,

/ Z
f

(一 1丫
一 1 / 2

犷一 , ,

( 一 l )
,

/梦
一 1

M ( , , + 1 ) =

, , L:

1一 l
与

}曾代表 甜
, 一卫。

而 M (夕, +1 ’
的初等因子是 以主 1几

、、龟1..口/
.
工

.犷

0
了LJ00

最后考虑
:
标号等于 2 的

1( 1 ) 0 0

0 0

0 1 ( 1 )

I (
甲一 i 】0

000

矛了.J̀恤、、

一一F

对它的 L o r e n t z 方障是

C O S 口

U
.

o-

夕口ns
·

518一一

口了护..,、、、

( 111)
o

U s i n 夕 0 \

“ , ( ’ 一 ` , o ”
}

”
_ _ _ _

c os 夕
_ _

。
_ _

/
一 香u , u L

, 一王 一 s i n 夕 L , 一 , u ,

L
, 一 1

u = ( l
,

0
, … ,

0 )
,

它的初等因子是 (入一彭 e丫
,

(入一 e “ 口r 户

总之得

定理 9
.

一个实对称方障 F 的 L or en tz 方障可以 披对 F 的 L or en tz 方障变为方障

( i ), ( 11)
,

( 111e)
,

( v)
,

( 111)二
,

( i v ) 及 ( 111)
。

的值
.

和
.

作为一个顺带的收获
:
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定理 1 0
.

L or en tz 方障的初等因子的重数 《 n一 ! sI + 1
,

这 几 s 是 F 的标号
。

特别有
,

正交方障的初等因子是单的
。

这是熟知的事实
。

9 7
.

应 用

a ) 球几何
。

在研究球几何与 H y p台alb ian 西数的时候
,

以方障
,

i `
” 今 0

`

0 一 1、 : J ·

为基础的 L or e n tz 方障起重要作用
。

作者的 目的在于拾出它的显明的标准型
。

由定理 8 共有十种
:

n 2 n 一 1

( 1) ( 2 )
+ , 一

n一 1 1 2

)

( 3 ) (心)
+ ; + 一

+ ;

n一 2

+ ;

n一 2

+ 一 挤 +

n 一 2 2 2

( 5 )
十 ;

n 一 3

( 7 )
+ ;

n 一 4 2

一 , +

1 2

+ ;

n 一 3

+ ;

n一 4

+ 一

户
了`
、

.

1
、少产.、、夕尹.住、
`

产户甘、
`

、 ,声

的8)10
/、̀矛、̀了几、

l一l

、、.夕z
、

、
.

1
产

+2+

( 9 )
+ ; 十 一 , + + ;

n一 3 2

忿 L] 例如
:

表示是
+ ; 十 一 , 十 一

、、̀,了

. ,

I (2 ) 0

F = I ( ” 一3 ) + l
、

O 一 1

的 L o r e n t z 方障 ( 当 n = 3 时
,

仅有 8 种不同 )

命

钊
0 一 l

T i z二士

e o s h 华

s i n h 冲

s i n h 伞

e o s h 幸

、、..夕产

一2

甘
.

习。

2

一 3

1000

一 3

2以丁

/了.砚、、

士一一
T
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l

e o s h 幸

一 1

s i n h伞

矛f万..、、、
,

主一一踢

,

、、、..声口产

, ,

/ CO S 夕

{
c ” “ n 甲 ’

、

一`· `

气
. , .

/
、

c o s 夕

\ s 一n n 甲 !
·

-

、
一 5 1 n 份

Si n 夕

CO S 口

s i n 夕

CO S 夕

s`” h `
( )、户

欢
,

co s h `
(

CO S口

一 S i n 口

CO S 口

一 S i n 夕

S i n 口

C O S 口

Si n 口

CO S夕 )
、户

1

一 1

0

一 1

1 0

0 l

1 一 l

一 1 1

)(
OC S口 s i n 口 0 0

一 s i n 口 c o s 口
·

0 0

0一 0 e o s 夕 s i n 口

0 0 一 s i n 夕 c o s 夕
)

,

11, .̀1二nù

一一J矛夕̀...认̀、、

一一介

.

了刃̀...,吸、
.

、1龟.,.产了
.

T牙, 二 (
1

一 1

l

0

一 1

0

一 1

一 1

0

一 l

l

一 1

Co s 口 s i n 口 0 0

一 s i n 夕 OC S夕 0 0

0 0 e o s 口 s i n 夕

【) 0 一 s i n 口 co s 口
)

\

l0
.

10000

T a ,

0

2

一 1

2

0

0

l

2

0

一 2

0

2

0

2

一 1

0

一 2

l

一 2
/

2

1
.

|
.

!

1
2

一一

.T一

…
O 一 co s 夕

c3 0 s 夕 0

0 一 S i n 口

一 S i n 夕 0

一 2 心万 co s 夕 O

0 0

一 s i n 夕 0 0

O 芝生s i n 夕 一 2心万 e o s 口

c o s 口 0
、

O

0 伪 S 口 0

0 一 2刁百 s j n 夕 3 e o s 夕

0 0 一 s i n 口

一 2心云 i n 口

0

0

3 Si n 口

C O S 夕

执 LJ 毛 ,

卜 (
’ J )方障

。

利用执些 T` , 及正交方障的标准型可以作出
:

「·

对
、

十 一
,

F 一
( ;

”̀ _

:
( : )

)

的 oL er n让 方障的标准型的具休表达式来
。

在球几何上忿些标准型都是有它侧的几何意义的
。

留作特来附豁
。
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b ) 普通的 L o r e n七z

在相对输中
,

L o r e n t Z

群
。

群是指

,
I (a 〕 0

、 O 一 1
`

的 L or e nt
z
群

。

这是相对渝中的一个重耍东西
。

我俩这 L] 也列出它所有的标准型的具休

表达式来
。

其中前两者的物理意义是大家所熟知的
,

第三种的物理意义我不知道
。

2 3 1 、

现在当然有三种
:

{ }
、
十 ; 一

/

2 1

+ 弓 十 二)
l 2

+ ; + 立)

它侧的具体表达式是
:

土 1

0

0

C O S 夕

` S i n 口

0

0

s i n 夕

CO S夕

0

0

士 1

( 旋棘与时空对称 )

00

on曰

CO S 夕 S i n 口

CO S 口

0

0

0

0

e o s h梦

s i n h 幸 e o s h 华

0

一 l

0

0

* (

( ) 0

0 0

e o s h 华 s i n h幸

s i n h劝 e o s h华
)

1000
刃万口矛...吸、、

、

、、...万口/

、、甚,少
产伞祷

,

0址山

.

51阶

夕n00

.月.几

S,沪

山

了口夕...几、、

、、、,了口且厂

`

、l,j I
一

2

0心
.

2

001
ǎU

,

3

一ǎ

/产11
、

O0

{
(

主 1

0

2 刁可 一 3

虽8
.

H e r
m i t ia n 方障的自形群

以上所阱的
,

可以称为以 S 为基本二次型的 自形群
,

郎使级 S 为方障的二次型不变

的甜变换所形成的群
。

关于 H er m .iit an 方障也应有相仿的拮果
。

因为它比较容易些
,

我俩远要如下
:

·

命 F 代表 H er m iit a n 方障
,

而廷合于

T F T
户
= F

的方障 T 成一群
,

称为 F 的自形群
。

显然有

0i-J
一人0

( 1 )



J i
至
一王

J至
一 1 )

是 H e
mr iit a n 方障

i10

(
0

一 11

的自形变换
。

对奇数 r
,

号 6 ( i v ) 所拾的 M , , + 1
是 H e l:m i t i a tt 方障

0 0 … 0

0 0 … l

. .

…
, . . . . .

… …
。 。 .

…
, )

z

!
、

1 0 … O
、
0

的自形变换
。

殖当地选择 F, H e r m i t i a n
方障的自形变换 T 可以分解为以下形式支量的道和

0 、
, e ` , l厂 J` 土 U J至

一 ,

、
, 巴 ` M ,

J a Z 飞 O J玉弋
, z

一aJo

并且也易于蔽明 T的初等因子的重数` n一 }。卜 l ( F 的标号 台 )
。

附录 ( 196 1年 12 月加于鹿迥头 )
:

号 7 的桔果也可以不太困难地从 M 6 b i us 群推出

来
。

命

( 1 )
H一

(暑 : ) b =

沉
,

y
,

y + 12
,

a = t + x
,

d = t 一 x

袅一二行二列的 H er m i t i a n 方障
,

这 )L t
,

命

z

都是实数
。

( 2 )
T 一

(牛言)
“ 占一 , , 一 `

代表一 M 6 b ius 变形
,

这 几 以消
,

艺占 是复数
。

但须注意 土 T 代表同 一M o b ius 变形
。

把方障变形

( 3 ) H
.
= T H T,

写成为 t
,

为 y, z
的膜堆变换

( 4 ) (t
’仁 ,

x * 、
y * , z * ) = (七

,
x

,

y
,

z )A ( A = 权 T ) )
,

法儿 A 是一四行四列的突方障
,

不难写出
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,

合
〔 ,。 }? + ; , }

2+ , , }
2+ ,。 ,

空 )
合( }。 ,
一

声 }, + } , },一 }占} , )

f李( z“ 一: 十 . ; }
: 一 I, .: 一 }。 .

, )
·

冬( 一。 一: 一 I , ,, 一 I , }: 十 !。!
; )

{ 2
` 万一

“ 一
`

”
一 “ ’ `一

“
`

2
`
一 ” 一

`

{

孕
一
订

十

砂
一 声
补融 夕

一
订

+

补
+ , 了一初

省`及”
十 “

孙 于` 十 , 舌’

省巨 , 十 “ 万一 , 了一 , 初

夕
“ 了十 面 ` + , f 十万 , ’

参
一 “ 万十瓦` 一 ” 不+

脚 ,

夕
“

不 J , 十 , 万一不。 )

合`
“ 万一 瓦 , 一 , 子+ 下` )

通
一

`“ 万一 石` 一 , 不+ 万, ,

一

孟
`“ 万+

心
一 ” 下一 万 , ,

( 3 ) 式两边取行列式得

t
. 夕一 x * ,一 y印一 z * , == 价一妙一 y Z一沙

·

因此
,

变形 ( 4 ) 使 价一护一尹一沙 不变
,

也就是 A = (A )T 是一个 L or en tz 方障 , A 所

成的群级 L ++ 表之
。

首先其舫汤U式等于 !。 占一声州
2二 1

,

其次其 ( 1 , 1 ) 位 置 的元 素

1
, . _

二
。

二
。 , 。

_
. _ . 0 . _ . 。 、 、 _ , .

一
二 _

_
. _ , , , _

一
二

一
,

“
、

~ ~
、 ,

, , 。

含( }“ 12 + I声 I
, + 1y l

“ + }占}2 ) > 0
.

L o r e n t z
变换不 止这些

,

例如有 ( l
,

l ) 位置为负的
2

、 ’ `
’

“ ” ” ”
` , , 工 一 ~

.

一
- - - -

一 ~
` ~ ’

一~ 一
,

` . ’
~

’ ` 、 一 ’ 一 `

一~ “ ’ ~
’

元素如

( 6 ) [一 l
,

l
, l ,

l ]
,

也有 ( 1 ,
1 ) 位置为正而行列式为食的元案如

( 7 )
、

「l ,

一 1
,

l
,

l 〕
.

前者代表时对称 , 后者代表空对称
。

不难靓明
,

L ++ 中添进 ( 6 ) 与 ( 7 ) 便 得整 个 的

L o r e n t z 群
。

特别值得注意的是
:

(A T )(A P ) = (A T P )
,

二行二列的方障有以下的两个标准垫

A (主 I ) = I

入 1
`

、

0 入 j
’

o从入0

由于行列式等于 1 及 士P 代表同 一M Oib us 变形
,

因此 M ob isn 变形有以下两种标淮型

( i ) 言
,

尽
:

)
,

入一 “
一

“ > `
,

” ,`晋
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方 障 的

( 当 P 二 1 时
,

可以进一步限制
。 一 .

一下
、

~
U 气 a 、 二二 , 仄

Z

.

恤、、 ..甲子
,玉. .二11

·

llnù

( 11)

对应于 ( i )
,

一

( 5 ) 等于
,

( p二砂 )

on
ee

00CO S h 2伞 s i n h Z 伞

co s h Z 伞

0

0

CO S !
伞20hn

.d.二

S

J

z
矛̀..召.、、、

( 8 )

一 S l n

而对应于 ( 11)
,

( 5 ) 等于

( 9 )

({)
l

,
O

I
,

0

)
0

,

一 香
,

香
,

一 l
,

0
,

0
,

也就是在群 L++ 下
,

任何一个时空定向的 oL er 时 z
变换一定等价于 ( 8 ) 或 ( 9 ) 奋

又如果取 T 是一酉方障 U
,

郎 U百
,
= I, 助

r01二0

一一
T(A

而 r 代表尸旋氮


