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雷耳侧度 的 一 些性臀

刘 良 呀呆

在拓扑空简中每一个有限可加具尔测度均为完圣可加测度的 充 分 必 耍 条件 已 被

A
·

八
·

A 几e K c a邸p o B 及 1
.

G l i e k sb e r g 研究过
, 〔 , ,

他佣的桔果可叙远如下
:

殷笼是任意拓扑空简
,

豁况中一切 Z 一集于所生成的代数为子
,

m 为定义在了上的

非负
、

有限
、

有限可加集函数
,

并满足如下条件
m ( E ) = s u P { m ( Z ) : 2 C E }

,

凡 E 〔 孑
.

书一切这样的 m 所粗成的集豁作价+( 况 )

老将上远定义 中 m 为有限可加集函数这一条件换作完全可加集函数 (而其他条件照

旧 )
,

那末这时将一切这样的 m 所祖成的集韶作侃扎况 ) }

引理 仇 +( 韶 ) = 饥抓况 )的必耍充分条件是况上的每一个连擅实两数都是有界的
。

下面的定理 2拾出了比上每一个有限可加波雷耳测度为完全可加的充分必耍条件
,

定义 毅况是拓扑空简
,
汾 ( )F 表示笼 中一切阴集所生成的代数

。
朴是定义在井 ( )F

上的非负
、

有限
、

有限可加集函数
,

并满足如下条件
.

(
*

) ; (它) = s u p { 拜 (F ) : F c E
,

I矛朗于韶 }
,

凡 E 。 丹哩
.

书一切这样的 朴所粗成的集豁作办+( 劣 ),

星里上 毅况为正规拓扑空简
,

lRJ 悦+
( 戈 ) 中每一髯恒可唯一地开拓而成为办

+ ( 戈 )

中的元
.

反之
,

每一办
呼

(况 )中之元限制在子上便成为爪叹戈 )中之元
。

征明 毅 m 石 优+( 况 )
、

作泛函 A :

A ( , )一丁
,dm

,

况

t 〔 公 ( 况 )
.

其中宕 ( 况 )是况上一切囿莲擅实函数所成之集
,

按 〔2 }
,
八可表成

A (`)一工
, d ;

,

况

f 〔 否 ( 邵 )

此处 朴 〔 办+( 戈 )
,

由条件 (
*

)便知对况 中开集心有
拼(G ) = s u p { 林 (F ) 1F c G }

.

z 一集的定义是 : z = 卜 l( 娜
,

P 是道钱上的阴集
,

f 是韶
_

匕的囿速摘文函数
,

以后凡是符号 Z

(附以下标或不附下标 )
,

均指 Z 一集
。
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现征明

朴 ( G)= s u P { 拜 (Z )}Z c G}
.

(l )

事实上
,

不妨毅 以 G )并 0 及 G并况
,

那末对 0 < e < 以G )
,

存在朋集 F
,

F c G
,

使

拜( F ) > 拜(G )一 e > O

从而 F笋沪
,

作速擅函数 g 如下
:

0` g ` 1

当 x 〔 F

当 x 〔 况一 G
.

令 Z二 f一 l 〔0 〕,

RIJ F c Z c G
,

故

科( Z ) > 朴( G )一 e

故 ( 1 )式成立
。

下面征明 朴是 m 的开拓
。

投 汉表示一切 Z 之余集所祖成的集
,

对于 U 〔 劝 ,

由 ( 1)

式得
朴 ( U ) = s u P { m ( Z ) }Z二 U }

,

( 2 )

又由 m 的正 llR 性得
m ( U ) = s u p { m ( Z ) {Z c U }

.

( 3 )

对 e > 0
,

由 ( 2)
,

( 3) 两式可知存在 Z c U 使

拼( Z ) > 拼( U )一 e (召)

m( z ) > m ( u )一 e _ ( 5 )

同时成立
。

今作速箱函数 f
,

f 〔 否 ( 韶 )使

f、x )一 { ;
当 x 〔 Z

当 x 〔 况一 U

由 ( 4 )式得

m ( U ) ) 丁
`d m 一
丁

,d ; ) ; ( Z )> ; ( U )一 e
.

况 况

令 e今 0 得 m ( U )〕 产 ( U )
.

16] 理
,

由 ( 5 )式得 井( U )〕 m ( U )
.

故 拼 ( U )二 m ( U )
.

帝
-

丛= { E {E 〔 矛
,
朴( U一 Z ) < e ,

Z C E 二 U }
.

L

由 产的有限可加性可知M是环
,

又从 ( 2) 式知 M包含圣休 z 一集
,

故 M = 矛
.

换言

字
,

我们有

拼(E )二 s u P { 林( Z ) 4Z c E }
,

凡 E 〔 了

但按 m 之定义有

m ( E ) = s u p { m ( Z ) }Z c E }
,

凡 E 〔 子
.

故在 子上 抖 二 m
.

郎 朴是 m 之开拓
。

现征唯一性
,

毅 件 〔 办 +( 韶 )且 科 为 m 之开拓
,

那末 城 )Z 二 m ( )Z
。

由 ( l) 式得

升( G ) = s u p { m ( Z ) }Z二 G }
,

再注意
·
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拼( E ) = i n f { 料( )G }E c G }
,

E ` 井 ( F )

便知开拓是唯一的
。

下面征明定理之第二部分
。

;

投 拼 ` 办+( 劣 )
.

牌 拼限制在 子上 ( 韶作 IL I子 )
,

显然户 }子是子上非负
、

有限
、

有

限可加集函数
。

对任一 Z 一集
,

因 Z 〔 井 ( F )
,

故

拼( Z )二 i o f { 朴(G ) 12亡 G
,

G 开于戈 }
.

对 仑> 0
。

取 G o Z 使 以 G ) < 以 Z ) 十 e
. 、

作云违擅函数 f
,

0` f` 1 使

f( x) 一 {
x C Z

声
x 〔 况一 《又

令 U 二 {
x

! x 〔 况
,

f(
x ) < 丢 }

.

员IJ Z C U C G
,

故有 拼(U ) < 拼( Z ) + e
.

良j[

拜( Z ) = i n f { 拜( U ) !Z c U ]
,

从而
( ; }岁) 、 z ) 一 *。 f { ( ; }子 ) ( u ) }z c u }

.

令

步 { 珍 E 〔 孔 Z C E C U, (川子 ) (U一 )Z <仑 }
· 。

由 件 }子 的有限可加性知 竺是环
。

(缈 0 {一切 Z集 }, 故丛= 子
·

这征明了
.

(拜 {子 ) ( E ) == i n f { (朴 }矛 ) ( U ) }E C U }
,

凡 E 〔 了
.

故 拼 }子 。 很气 况 )
.

定理靓完
。

了

·

由上远定理可知办 ( 况 )与饥 (况 )有相同之势
。

砚甜

办杏(况 ) = { 朴 }件 C ` +
(韶 )

, 拼是 ` 一光滑
,

良口 E
,

杏价
,

E
、 〔 决 (D冷拼( E

、

)小0 }

很叙况 )二 { m }m 〔 侃 +( 韶 ) ; m 是 百 一光滑
,

郎 E
,

今价
,

E
。 〔 子井 m ( E刁杏 O }

.

定理 2 投况为正规 T ,
型拓扑空尚

,

则 撇 + (忿 ) = 办扎况 ) 的充分必耍条件是戈上

每一个建擅函数都是有界的
。

越塑 西全丝 先注意正规
、

T ,

型拓扑空简必是可数紧空尚 ( C o it n t a b ly c o m p a c t )
* o

故对况中的阴集列 { F
,

}

朴( F
,

)今 0
.

再注意

F
二

小价
,

有 自然数 。 使 n F
。 ,

= F , ~ 价故对 朴 〔 办 (况 ) 有

拼 ( E ) = s u P { 拼( )F {F c E }
,

从而亦有 E
,

杏中
,

E
、 〔 汾 ( )F 冷以 E

, ,

)令 0
.

充分性靓完
。

必耍性 没、 气况 ) = 、 叙 咒 )
.

取 m 。 仇 (况 )
.

国定理 1 可知 m 可开拓
l

为拼 。 、 (戈 )
,

故件在弄 ( )F 上是 。 ` 光滑的
。

但 子 c 汾。
,

故 拼在子上亦 。 一光滑
。

注意在子上产二 m
,

故 m 在了上 6 一光滑
,

郎 m 〔 仇 ,
(笼 )

.

由引理知苏上每一个速擅函数必为有界的
。

征

7 1二。

现引进豁号
:

浏̀ ~ ~ ~ ~ 一一~ ~ ,一 - ~ - ~

一
. 木文中有朋拓扑室简的概念均按 J

.

L
.

K ell ey 一书中的用法
。
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琳
、

(况 ) = { 川 拼右办+( 况大朴是下一光滑
。
eI] 对定向列 F

。

杏沪
,

F
二

阴于况井叹 F
。

)令 O }
.

悦
;

(苏 )二 { ml m c 优+( 韶 )
.

m 是下 一光滑
,

即对定向列 Z
。

今价
,

有 m (Z
。

)令 0 .}

定义 没苏为拓扑空周
,

若对笼的任一族 U 复盖 { U
沈

}
,

笼 C U U
。 ,

及 m 〔 跳 (况 ),

存在 、 U
。

}的一个可、 集 {叼声
m ( `

箱
,

助
一。

` ,

狮
笼为殆创屯j是宣夕互翅

。

例如
,

通常之林得雷夫空简必为殆林得雷夫空尚
。

定理 3 投韶为可数仿紧
,

正规
、

T ,
型拓扑空简

,

lHJ 下述两命题等价
:

(
_

I )况是殆林得雷夫鉴阎
。

( 11 ) 义;吉( 尤 ) 二 、 仪况 )
.

征明 (
一

I
_

)匕 (扛 )
.

投 拼 〔 办咨( 况 )
.

不妨将 抖趴为是定义在由 芜的一 切阴懊所生成

的 a 一代数 百 ( F )之上
,

此时仍韶作 拜
。

将 拼限制在由一 切 Z 一集所产生的 J 一代数 石 ( )Z 上
,

豁作 井 }
6 ( Z )

,

由于

( 拼 }。 ( Z ) ) ( Z
。

)争 0
,

当 z
n

小价

故有 ( 兑「1〕中的定理25 推渝Vl )

( 件 } 。 (Z ) ) ( Z
。

)今 0
,

故礴[ 3 」中的一条定理知 拼 l
。 ( z )可开拓至 。

当 Z
。

小价

( F )
_

五
,

并具有如下性盾
:

(开拓后韶作内 )

内 ( F
。

)令 O 当 F
。

小沪
,

F
二

朋于笼
.

拜2 ( E ) = i「, f { 朴
: ( G ) {E c G

,

G 开于苏 }
,

凡 E C 口 ( F )
.

、少、少11

2

今为书写筒便起兑
,

将原来之 拼韶作拼
〕 ,

注意井
:

( i一 l
,

2) 在 百 ( Z )上均等于 件 }叮 )Z
,

故在 石 ( )Z 上 朴」与 件: 相等
,

从而更在 井 ( )z 上有 朴l 二 拜
:

.

注意

, 抖
!

( E )= i n f {拼
。

( G ) }E C G } 凡 E 〔 井 (互) i一 1 ,

2
.

毕
:

( G ) = s叩 { (朴 }矛 ) (Z ) }Z C G }
.

便知在并 〔F )上 拼 l = 林
: .

再据 脚 的性盾 l) 便有 内 ( F
。

)令O 当 F
。

今功
.

郎 林二件: 〔 以
:

(苏 )

靓完
。

( 任 )冷 ( I )
.

殷 m 任仇叙况 )
.

不妨将 m 款为是定义在由 况 的一切 Z 集所产生的
` 一代数 ` ( )Z

_

L
,

依 〔4 」可将 m 齐拓成为 6 ()F 上的非负
、

完全可加集函数 拜
。

显然

朴 C 琳
。

(况 ) = 冰
:

(况 )
.

从而对 Z
:

今价有 m ( Z
。

) = 川Z
。

)杏0
.

这征明了 m 〔 仇
:

( 笼 )
.

据

[ l] 便知苏为殆林得雷夫空尚
。

能完
。
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