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非换 性微 分 系 兢周期 解

之存在性 与唯一 性

李 炳 炸民

!
!ó叮..,

(数学力 学系 )

cS h a u d er 一 T H X O H o B 不动点定理舍被用似研究微分方程解的存在性 (例如〔 1飞
,

〔2 〕 )
。

C ac ic o p oP U一 B a n a c h 不动点定理也禽被用来耐谕微 分方 程解 的唯 一 比做

题
。

本文就图运用这些不动点定理来研究非接性
、

弈乱定常微分系杭周期解的 序衣

性与唯一性
,

并进一步研究井枕性微分差分系杭周期解之存在性
。

在各种价!.J形
,

卯

把多推系兢的研究化为一撇常微分方程的周题
。

现把引用的定理陈述如下
:

根据 S
.

M a z u r ( 〔3〕 ) 的定理
,

可得 S e h a u d e r 一 r H x o , : o B 不动点笼 理 矶
一

l才 夸
}

形式
。

定理甲 ( 容考 〔2〕 )

殷X是完备
、
局部凸裁性拓扑空简

,

映象 F : J 兮 J 是完全连植 的
,

11 c x 是

凸
、

阴
、

有界集
, F (丑 ) c H

,

刻尸在万至少有一不动点
。

定理Z ( C a c c i o P P o l i一 B a n a e h )

役 X是距离塞简 ( 距离为 己 )
,

H C X 是完备子空固
,

又毅映象 F : H分 H是

迷植的
,

存在常数万
,

O < 万 < 1 ,
使对 H的任两点 二 , 夕 ,

都有

d ( F 劣 ,
F 乡) 《 K d ( 二

, 夕)

成立
。

月妙F在丑有唯一的不动点
。

工

考虑非麟性常微分系扶
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奈一
(̀ ` 。 ` ”

。 尸
,

j’( 记,

叼 是 E叶
`
到 砂 的莲箱映象

,

且似 o,( > 0) 为周期
,

即

2一.
门lù 、
户

`

ū卫L
`

rl
、

(李

f ( t + 。 , 二 ) 三 f ( `
, 二 )

.

投 f( ` ,

习满足解的存在
、

唯一性 杂 件
,

且 ( 1) 的解有在于 ( 一 co
, 十 二 )

。

视来研

究系毓 ( l) 存在级 。 为周期的周期解的条件
。

纵下
, 口 代表定义在 〔 O

, 。 〕取 值 于 尸

的莲植向量面数蚕体
,

我们按照通常跳方式引入基本运算
:

劣 + 夕

a 苏

二 ,

黔 C
.

对于
“ 二 恤

’ , , , 2 , … , ,产

= 二 (云) + 夕( t ) , t` 〔O
, 。 〕 ,

二 a 公 ( ` )
, 云̀ 〔O

, 田 J
,

` E 。 ,
取

了
( ,之’ ) 2 + ( , 。 2 ) 2 + … + (

, 。, ,

沐J
。

于
二 ` 了

` ,

工l交范数为

}1
·

`
·

}! =
s , 。尹 !

二 ( ` ) 1
,

〔O , 。 〕

于是 f 成为 B a all cll 赛阴
, 又因 引既每个球都是凸的

,

所以 护也是完备
、

局部凸袂

仁卜拓乎I
、

本 f吕J
。

特另,l
,

在 c 可引入距离 d (二
, 刀) = !1

。
一川1

.

与 (1 )相应
,

我们考虑作用在 亡上的运算子

( 2 )
F 劣 ( ` ) 一 (

。 ,

) 十

{
` , 〔

: , 二

( : ) ; 、
· ;

于是有下列 引理
。

引 理

(功存在似 。 为周期的周期解的充分必要条件是运算子 ( 2) 存在不动泊
、 .

旺 明

首先注意
,

fjI 于 j( t ,

劝 似 。 为周期而且 ( 1) 的解存在唯一
,

故解 叹心是 (川的

以
。 ,

为周扣J之周期解的充分必要条件是
:

, ( O ) 二 x (。 )
.

必要性
。

殷 叹的是 ( 1) 的周期解 t 周期为 。 )
,

所以 x( 0) = 城 。 ), 从而

F 二 ( t、 二 二 (一、 、 + f亡 f r : . 。:
(

: 、飞J: = ; ( r、
,

即 F 存在不动点
。

至于充分性
,

由 F 抓幻 = 城 t) 推出 x( 0) = 二 ( o,)
,

而且 城 O是 ( l) 的

解
,

故 抓 O是 ( l) 的么 。 为周期的周期解
。

征毕
。
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由于运算子 ( ) 2是作用在完备
、

局部凸找性拓扑本尚 ` 之土
,

因此研究 F 的不

动点周题
,

可引用定理甲
。

为此
,

对
.

f ( , ,

幼 作进一步的假投
:

( 3 ) l
`

厂( t : 劣 ) 1蕊
`卜( `

,

1
注

」)
, t 。 〔o

, `。〕 ,

二 ` 万” ,
小 (矛

, 。 ,

在 形 2莲糟
, 当 `。 〔0

,
田 〕 , 。 ) O

,

中 ( , , 。 、对固定的 `是 。的 J仁降两数
。

再选取凸
、

7IJ
、

有界集

1 1 = { 二
1

, ` 记
, ,

!
: 。

( ` ) l簇 。 ( ` ) 圣
,

趁里
,

(P 心是 〔0 : 。〕 _卜的正值速擅面数
。

于是
,

’

有下列定理

定 理 1

若微芬方程

( 4 )
碌P 二

,

, ; , 一~

=
气卜.

t 不
, p )

以才

对某 p
。

) 硬) ,

在区悄1〔0
、 (。 〕上存在解 p (才) 满足 ; ( t ) 二 p 。 ,

具d系 耕 ( 1 ) 存 豹三周期

为 。 之周期解
。

征 明

首先注意
,

廷算子 (2 )是完圣遵粳的
。

事实土
,

由.{( t 。司的速袖 比推得 F 的蓬植

性
,
另方面

,

任取 尸的有界序列 {
二 ,

} ( 。 = l , 2 , … )
,

可靓 了F ` ,

正( “ = l
。

2
, 一 )是一

致有界
,

同等速艘的
,

从而由 A sc ()l i 引理知
,

存在收放子列 才刃与
` 奈( f = 1 :

水一 ),

故 尸 是紧致的
。

因此 F 是连擅的及紧致的
,

即完全连被的
。

可以靓明 F 在 11 存在不动点
。

为此
,

只要靓 明 ( 按定理甲 ) 叭 川
c ll

,

郎

只要征明

1
`,

·

( ` ) { 簇 p (艺)

一 l尸
二 (七) 1̀ 。 ( ` )

, ,。 〔o
, ( 。
〕

.

宇〔意到当 }
: (亡) ! 《 。 (乙)

, f` 〔o
, 。 〕,

有

! F ·
( ` ) : 、 !

· ( · )。+

{:
!

.

`〔… `
·

)。!
《 ·̀ 、

、
·

!
·

(毋 ) , +

!:
巾 〔一 }

。·

`· , ,〕“
· 簇

、 1
二

(。 )卜 }
` 中厂: 。 。 (

:
)〕

` , : , : 。 〔。
, `

小

由假殷
,

d P

j
一豆矛

.

l p ( 。 )

二 中 (亡
, p )

= P o
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,
· (毋 )卜 {乞

, 〔一 p (
· )。“ · 、 。 。 +

{:
, 〔一 。 `· )〕“一

。 (` ,
, `· 〔” , 田

一

“ ,

从而

!F
二 (云) }镇 p (亡)

, 亡。 〔O
, 。 〕 ,

即有

F ( H ) c 丑
,

所以
,

由定理甲和 引理推知
,

系挑 ( l) 存在么 。 为周期的周期解
。

若此不动点不是常数解
,

lRJ 是对 亡的 。 周期解
。

五

现来考虑以 。 为周期的周期解的唯一性尚题
.

仍考虑系毓 ( 1 )
,

我 们 有下列定

理
:

定 理 2

殷定理 1 的条件满足
,

而且

s 。 尹 If ( `
, 二

) 一 f (亡
,

夕) I《
汀U

二一 , n
, 二 , 刀。 H

,

o < 口。 < 1

〔O
, 。 〕

则系貌 ( 1) 存在唯一的只 。 为周期的周期解
。

靓 明

由定理 1 的征明知

F ( H ) C
、

H ,

由本定理的条件得出

UF , 一 F州 ` 叮川 n
二 一州

,

于是
, 由定理乙及引理即得本定理

。

皿

现棘向微分差分方程的封喘上去
。

考虑非裁性微分差分方程

( 5 )
d劣

,

, 丈一 二 J L ` , 劣气石 ) , $ L̀ 一 。 ) J
肠 `

这里
, 二 (云)` E .f , “ LO

。 + oo )
,

f 〔云
, :

(忿)
, 二 (卜 。 )〕`

E’’
,

潇 足解存在唯一性条件
,

解存在区简为 ( 0
, + oo )

。

对于以 。 为周期的 城 O而言
,

有

f 〔亡+ 。 , 二 ( t )
, 二 ( t一 。 )〕三f〔云

, 二 ( ` )
, 二 (亡一 。 )〕
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而且对于莲箱的

为简明起兑
,

城约而言
,

f 是趣擅的
,

对于分段速擅的 城约而言
,

f 是分段赴擅的
。

引入韶号
二 = 城 O

,

作 ( 一 co
, + oo )

,

及

沪 (老
, 二 )三了〔亡

, 劣 (乙)
, 另 (卜 田 )〕 ,

卜 考虑定义在 〔0 ,
o,J 上取值于 砂 的速擅函数全体

,

按通常 方 式 把 此 集 合 构成一
八 八

B an ac h 空简
,
豁为 马 以

二。 二 x 。 (t ) 代表 “ C 龙走〔O ,
司 为基本区简的周期延

A

拓
,

显然以 。 为周期的
二。 或是莲箱或是分段莲擅的

。

八

殷 价 ( 亡
, 二 ) 满足下列条件

:

( 6 ) ! 矽 (亡
, 二。 ) }` 万 (忿

,

}
二。 ! )

, t: 〔O
, 。 〕

,

这里
, M是其变元的速艘两数

,

且对固定的 住 〔O
,

司 而言
,

是非降面数
,
考虑作用

在 C 上的完圣莲擅算子

( 7 )

可只既明下列引理
:

T · ( ` ,一 (田 ) +

{;
` (一全

田 ,击
·

引 理 ( ( 4 ) )

系就 ( 5 ) 有以 。 为周期的周期解的充分必要条件是
:

算子 T存在不动点
。

利用此引理及定理甲我们得到

定 理 3

睽 ( 5) 的右端漏足条件 ( 6)
,
对某 p 。

> 0
,

微分方程

d P
月

一
.

二气一- : 二二 区性 【石
, p )

-

a 亡

在 ( 0
,田 〕存在解 p (亡)满足 p (云) = p 。 ,

旦j] ( 5 )存在周期为 。 的周期解
。

此外
,

我俩还可以按照第二节的类似手祛衬流系枝 ( 5) 的 。 周 期 解的唯一性简

翅
。

由于方法雷同
,

从略
。

作者对胡金昌教授的热情鼓励和指导
,

表示衷心的榭意
。
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