
关于凝保角映射的若干性臀

许 毅 然

( 数学力学系 )

妇
.

引言及定义

本文的工作
,

主要的是利用复变函数的几何理希来研究拟保角映射的拟保角性

和面数列的收数性
。

为此
,
首先对拟 保角映射的 S c h w a rz 引理作一 些 有 益 的 附

往
。

为 了方便乱
,

我们采取如下关于拟保角映射的定义
。

〔定义 1 〕 把
z 二 x + 污平面上的区域 D 映为 w 二 u + iv 平面上的区域 习的拓扑

映射 w 二 f ( z )
。

若它满足下列条件者称为 D 上的 Q一拟保角映射 ( 常数 Q 》 1 )
。

1
“ u ( X , y )

, v
(

x ,

y )在 D上有连植民一触偏导数
。

Z
o

J ( z ) = u x v , 一 u , v x
> 0 2 ` D

M a X I 八
, 、

}
。
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。 、 W ) l

_ _
_

J

U 皿 U I 一
~

3
O

F ( z ) 二 一可获二下j

——
一丁一 ` Q

` ’

廿“ I D
_

( w ) !
口 l 口

’ `

!

其中 D 。 ( w ) 二 ( u x c o s o + u , S i n o ) + i ( v x c o s o + v , S i n o ) ( O ` o < 2
“ )

〔定义 2 〕 w 二 f ( z )在
z 。

点 Q 一拟解析意指
:

存在一个
z 。

的邻域
,

使 w = f ( )z 在此邻域中是一个 Q 一拟保角映射
。

在此顺便提二个常用的 Q一 拟保角映射的性厦
。

( 1 ) w 二 f(E )是区域 D言的 Q一拟保润映射
, 右二以 )z 是区域 D

:

的 单 叶 正则映

射且其象落在 D亡内
, 则 w 二 f (以

z ) )是区域 D
·

的一个 Q一拟保角映射
。

( 2 ) Q一拟保角映射的逆映射仍是 Q一拟保角的
。

号2
.

s e h w a r z

引理

1953年 fl
.

fl
.

B e 兀班 : I e K H盆在〔一〕中得到如下形式的 S e hw a r : 引理
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引理 1 没 w “ f (
z )是把 !

2

1< 1映为 !w l< 1的 Q一拟保角映射且 f ( 0 ) = o
,

只U

f ( · ) } 、 M一 〔告
M (!

·
! ) 〕

0 < 卜 卜 1
( 1 )

其中 M ( p ) ==
K ( P `

)

K ( p )

`
盈4

, 1 d x l

—
-

K ( p ) 一 J尸万不哀补而二不灭万
- , “ ` 一

汀1一 “ 2

〔附注一〕 注意到它的靓明
,
可以征明把引理 1 的条件改为 w 二 f ( z ) 是 把 !

2
}

< 1映为 l w ! ( 1的拓扑映射
,

0 o f( O )
_

且 f ( z
)在 }

Z
} < 1中除去一 条光汾若 当曲

筱的点外点点 Q一拟解析
, 只巧( 1 )式仍成立

。

1957 年 A
.

、 。 ir 在 〔二 : 中利用不等式
去

一
1n

告
、 M ( p ) <

一

女
4

, 、

I n二尸 又 U ` 又p
尸

< 1 ) 来估补〔1 )式得到

1

J f ( z
) I 二 M 一 ,

}弄M ( 1
2
一) 1、 4 }

z
r万 。 < }

z
一< 1 ( 1

` 、丫 户

嗣后 1% O年王传芳在 〔三 〕藉参数表示法得到比 A
.

M or i 的 拮果更进一步的改

进
,

也{J

引理 2
带
投 w = f( )z 是把 }

Z
} < 1映为 } w ! < 1既 Q一拟保角映射

_

且 0 二 f( O )
,

1 一蒸 4
】f (

z ) } ` 4 冤 }
2

1 勺
,

O < }
Z

} < 1
。

( 2 )

〔附注二 〕 若把上面的 cS h w ar z 引理中的条件
“
把 }

Z
} < 1映为 l w 】< 1’’

改为
“

把 }
Z

! < 飞映为 } w l < 1内的区域△ ” , 引理的粘谕仍成立
。

“

蔽
” :

在此就引理 2 的情况来靓明

△ 是一个边界点多于一点的单连通区域
。

据即 e m an
n
定理存在一个单叶正则映

射 w 二 以耐把△映为 【w } < 1且 O = 叹 o)
,

不难雕征 w 二 F ( )z 二 沪 〔 f ( z
) 〕是满足

引理 2 条件
。

于是有

1 一 4 蒸, 、 t , , _ { p / , 、 ! 扩
, `

Q 1 7 ! Q
。

! w ! 二 } 厂 ( z ) ! 戈 4 丫 } 2
1 、

’

叨 二 留一 : ( w )是把 } W ! < 1映为△的单叶正则映射且 O 二 沪一 , (的 据解析雨数希

的 女 hw a r z 引理得 I
,。

I三 ! 护
_ : ( w ) l三 1w l

. 原著的条件比这里叙述的条件弱一点
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1一Q

Zw } 三 4

1

Q

巨IJ ! f (
z ) 1簇 4

, 一

音
1

z
! Q 靓毕

。

关于在引理 1的情况除用此法外
,

还可 直接在原靓明的过程中拾予适当斑处理

亦可得靓
。

〔附社三 〕 我俐可以由 ( 1 )式直接推山 ( 2 )式而且有不等式

1 1
, 月 、 , 一 丁丈一 7 、 一

M
一 :

i行M ( “ , J簇 4 叼 “ 叼 。 < “ < ’ ( 3 )

L靓 1 首 先 豁 明 是 (0
,

1) 上递减函数

p一4一了
一n

生 厂竺妞工 1 =

d p L I: 1
生 J

1 ( K ( p 矛
)

二尸一万 2
下厂 丁 一 十 l

一 , 一_
4

、 `
t p入 L夕 )

q 气 , 王l we 二
~

夕
p

4
n—

. 旦「丝<星功 )

即 L K ( p ) J )

4ì户
n

1
月 , 1

. _

4
、 乙

兮 、 1 1 1

— J

p

( K ( p ’
) 二

} P l又( p ) 2 K Z ( p ) p ( 1一 p Z )

据周知的不等式 ( 昆 〔三 ) )

In P +
2 ( 1一 p

万
K ( p ) K ( p `

) ( In 4
,

O ( p < 1

得靓: 牛 「
~

些华帐。 。 < p <二1

u p ` In
生

J

夕

故 是 ` 的递诚函数
。0一4一M一11

土Q1一Q

又J
·

Q > 1工1之p : < 4
Q 、

。
_

,

, 下 1J F O 一 拜

二l lJ O< p : < ` , o 久
。 司

。
连 八

。
三

。 1 / 夕 。

因而有
M ( p l ) 州 〔p 。

)
,

4
I n 一 二

尸 l

4
I n 万

-

`
口
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或 M ( p , ) ) Q M ( p 。

)

自! J

当

M
一 ,

[合
M ( 。 , )〕

< p 。 一 4 ’

: > 。 ,夕 4 卜 Q 。、 4 ’ 一

合
。 ,

音

M一 〔青
M (。 , )

〕、
, 一 4 ’ 一

毒
。 、

岛

一

合
。 1

音
。 : < 4 ’ 一 Q

) 1 显然有

靓毕
。

1一Q
一

在附注三中我俏利用
M ( p )

In

主
的递减性来推出不等式 M 一 、 M (。 )

〕
( 41一Q

1 1
p Q

,

下 “ 我律。将利用不等式M一

【音
M `。 ,

〕
夕 , 万 来。 明 M ( P )

In

李
尸

的递增性
,

并

由这两个面数的递减性和递场性推出函数 M ( p )的一个估影公式

oP一内
n

、 ...J
1一4叹

1一几
n

M ( “ 1 ) 一 M ( 。
。

)

}
、 M ( 。

。
)

( 4 )

1

事实」
: ,

会 。一 。 , < 1
, 。 。 二 。 : Q

,

Q二 In 。 : / In 。
。

代入不等式 P
一 :

f蒸M ( 。 )
` 冤

便得M戈

1一Q

M ( p ,
) 一 M ( P 。

)
,

f 、 万万-
I n— I n—尸 1 P o

0 ( p ,
< p o

< 1

习匕示
M ( p )

I n
工

是递增西数
。

M ( p )

In
工

p

的递减性和递堆性对 O< p :
< p 。

< 1粉

有
尽 ( p o

)
1 _

4

- —
1 . 1

一.

4 p l

1 0 丁一
夕 o

戈 M ( p」 )簇
M ( P。

)
, _ _

1
一一- - 二, 一 1 1 1—I P -

I n—p o
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两处同减去 M ( p 。
)得

粉
’ ·

会
` M`“ 1’ 一” `“

。
,`

P o

些今2 , n玉
一 _ l 夕 -

1【1了一
`

夕 o

若 O < p
。

< p :
< 1

,

同理可得

匹笼互
、
今

飞n瓦

》 M ( 。 ; ) 一 M ( 。
。

) 》 丝今Zl n些

I n上 口 l

P o

自口得 ( 4 )
。

、 于不等式 M 一 、

〔告
、 。p。〕

) 。

音
应用 Q一拟保角映。 w 一 ,

z

,专
e

、
于引理便可得到

。

托
.

拟保角性

定 J J刀一段 w == f ( z )在
2 0

们在
2。

的交角为 。

为 户
。

点 Q一拟解析
, 7 卫、 儿是通趁

(0 < 口< 哟
, 下』、 鸽 在 w 平面的象 lr

、

z 。

点 的两条光洛曲忿
,

它

r Z 在 w
。 二 f( oz )点的交 角

、声厄沙、 1了

65
了̀、
`

r、

“ “ “ “一

〔Q M ( `g

备
,〕

、 ` g

母
、 M一 ,

〔号
M (。g

备
)〕

、 4 ,一 Q t g Q

备
、 t

蜡
、 4 ’ 一

场备
【征 1

:
f ( z )在

z 。点 Q一拟解析
,

。 。

土的 Q一拟保角映射
。

据定义二存在一个
z 。

的邻域夕。 。

使 w “ f ( z )是

小妨戒 丫;
是 夕。

内的一条光滑的阴若当曲裁
。

又 孔 完全落在 Y ,
所包围的 区 城

内
,

且 丫. 、 为只有一个交点
2 。 。

此时 lr 也应是一条光滑的闭若当曲裁
,

r :
也应完

全落在 r :
斯包围的区域中且 lr

、

几 只有一个交点 w
。 ` f ( z 。

)
。

据 R et m a油 定那必

存在二个单叶正则映射 Z 二 尹 ( z )
,

W 二中 ( w )
。

它仍分别把 丫, 、 r l所包围的区域映

为上半平而
,

尹 ( z 。
) 二 O

,
中〔w o) 二 0

,

且及使 W 二中 f卯一 , ( )Z 把 O和 oa 不 变
,

实瓤

映为实帕且方向亦不变
。

据 〔 四 〕第九章 务 1知 丫: 在 Z 平面 的 象 r : 和 丫:
在 W平

面的象 r : 与实朝的交角仍分别为 a 和 尹
。

F ` Z , 一

{
小 f 尹一 ,

( Z )

中 f 护二( Z )

几 ( Z ) 》 O

几 ( Z ) < 0



第 1 期 关 于 拟保 角映射 的若 千性 质

W二 F ( Z )是把整个平面映为 自己的拓朴映射
。

它把 O
,

oo 不变把实翰映为 实 翰

且方向亦不变
。

又 (F )z 除去实朝上的点外点点是 Q一拟解析的
。

任取下
2

上一点
2 1

( Z x 二 望〔z ,
)今 0 )及置W

, 二 F ( Z , )
。

对割去负实 :hltI[ 的 Z , W平面分别下变换
:

C 。

/三二 _ ,

1 付 { Z ,

1
丁

.

万花一一
一
甲

衬口刀 +1

,

了于恶
一 、

不
.

石黯万石
它俏把割开的平面分别映为单位园且把正实翰映为单位园上的虚勒部分

。

通过这二个变换及 W二 F ( )Z 得到的 C与山的关系是一个满足 cS hw 盯 z引理条件的

映射
。

据引理 1

,田 , ` M一

〔音
M ( ,` ,,〕

或

l
se

下而

—
.

{ 1 1
.

2一
`

!
J 百丁 i万尸 丙 一 飞{ } J 万万

~ ~

i 一 l {
. 、 i 气吕乙 1 1少 }

_ 一 r , _ _

/ l ” l乙 I L } \ 〕
一兀下二不共

一
了一一一一 { ` 川 l _ , l 健

二

M I }
-

下牛牙二卜一一 } 】 !
声 W

_

}
.

L O 、 } I 乙
.

日 j J
`

了、 ;丁 1 于一` 万 + 1 }
一

、 }
`

了 j二 , er i
甲

十 1 1
, r 、 l乙 ` I )

一

1
.

1 , l乙 1 . }

取 z 一 z : 一 zJ :

ile
o ,
及合 w , 一 Iw

:

}e i蜘代入上式及利用不等式

~
` ~ 护 1

护
L g万

使将

于是得靓

` g

令
` M一

〔合
M (七g

导
,〕

` g

骨
、 M一 〔音

M (̀ g

备
,〕

. ,

~
_

_ _ _

二“
`

~ 。
,

~
, 。 , _ 口

_ 、 二

r l
、 ,

尹
、

、
_ _ ~

, 一
_

_
_

.

一
、

_

对稠
z 、 w 的位置同理得 t g专 《 M _ ,

l片 M ( gt 专 ) }于是得到 ( 5) 式r “ ` , 一

”
’

” J

~ ~
” `

一
” ` 一

。
4 又

` ” 一 ,

LQ
` ’ ` 、 “ 5 4

Z

J “
儿

小 J’
月

、 ` 7

乃

在视明的过程中若用引理 2的粘果便可得到 ( 6 ) 式
。

定理二 殷 w = f (z )是把 1
2

}< 1映为 lw } < 1 的 Q 一 拟保角映射且 0 = f( 0 )
,
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则对 】z
}< 1上任二点

z卫 , 2 2
有

1

} , ( 2 2 )一 、 ( 2 1
) l̀ A ( Q ) 1

2 2一 z立

I Q
( 7 )

Q拓十的
八 1 2 1 八 _ ~ 1 2 1
Q一片 六

/ 。 、
片一 Q Z一 Q一 汁 舟

, , 、

告
其中 (A Q ) < 4 “ Q Q Q

(卜矛)
Q “ 十 4 ` 一

“ 一 Q Q Q

(卜子)
Q

当 Q峥 1时 A ( Q ) 冲 A ( 1 ) 二 1
。

“
能

” 帝 :

据 ( 二 〕之定理 4可且把 w == f ( :
)扩张为 一个把 1

2

1̀ 1映为 lvlt 石 1

扑映射
。

谧

(
z

1
}

z

} ( 1

【
2

1> 1
、龟..

一

刁11一ù乙
产
1̀、、内十l1

.、、
F ( z ) 二

w 二政
z ) 是把整个平而映为 自已的拓扑映射

,
O 二 (F o )

,

住F ( z
)在除去 !

z
}

一 , 上 玲勺点外点点 Q一拟解沂
·

又对任 r。 (。 <
「。

< 1 )
,

w 一 F `· , 将 ,
·

}簇

凡
映 入

{ W }和
。 。 ,

、 中夕。 一 ` Q一 ’

令
。 、 于前 )L 点是 : 然的

,

二于最后一点其靓 二

,门下
`
关

一

卜这一点只要靓明 1 < !
· {<光

映入 `W }簇 “ 。
便够了

。

事 实 上
,

此 时 飞、

1
、

_
.

` 、二 _ , , _
.

一。
卜 , _

而}
一
户

` 。

姑 5 !刃仁乙 l j

! , (

含
) } 》 、 ,一 `之

1令I
Q 夕 4 ’ 一 Q

r O

Q 。。 ! F〔· ) ! 、
。。 。

作

z 二
一

卫兰卫立
,

w

1一 r o Zz z z

p 。

( w 一 w : )

p o Z 一 w l w

前者把 }
·

}`
几
映为 }Z }、 1

,

把一* 为o j
后。 }W }、 。 。

映 为 }w }、 1
,

把

w , = f( z 卫 )映为 O
。

Z与 W的关系W = 叹 )Z 是一个把 」jz 咬 1 映入 JW 】镇 1内且把 O不

变的拓扑映射
, 又以 )Z 在 {lz 簇 1内除去一条光滑曲艘的点外点点 Q一解 析的

。

据

引理 2 有

. 此靓明的办法是仿 〔五〕的
。
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月.

1

V2Z沪 ( 2 2 )

、 4 1
一

音l
· 2

1号

1一Q

或
p o

( w Z一 w l )

p 0 2 一 w l w Z

、 4 ,
一

合 r 。 ( 2 2一 z , )

1一
r 。 2 2 一2 2

1一
钾P n

1+ p 。 2
全( 2 2 ) 一 t ( ` ; ) ! 簇 4

,
一

音

1一Q

f ( 2 2 )一 1 ( z , ) 1镇 A ( Q ) }
2 2一 z ,

A ( Q ) = i n f

0 < or < 1

(
, 。

+

六)
4 ’

一

合( r ,

l 二厂 一 ~ 二
、 1 一 【。 `

,
门 ` 产

下面肚我了r口来估豁A ( Q )

Q 一 1
,

、 . _

/

~
、

Q
令不子毛

一
丁

.

二 今 助 p 。 = 4 叹二二斗
~

)
l 一

1 0 流 、 ` I

( 2 + 1 )VQ

一
( 2 + 1 )

QQ一一
j.
.1

一

弄 Q

A ( Q )镇 ’ n `
1 4 叼 ( ` + ’ ) + 4

o ( 又

取 又=

Q Z一 1
代入便得

2一Q

Q

1一Q。 1 2 1
、记 一 二丈~ 笋不 , , 、 井犷

A ( Q )簇 4 甲 Q 冤 { 1一 瑞拼 l 勺
、

一

勺
一

/

2 一 Q 一

+ 4

臼
一

韵价
Q

不难算上式右边当 Q分 1时趋于 1
。

靓毕
。

关于定理二有辞多人工作过
, M or i在 〔六 〕得到佳的拮果

:

S u P

Q
,
f

, z : 钾 2 2

I f ( 2 2 ) 一 f ( z : ) !

1
2 2一 z :

l 订
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“
.

拟保角映射叙列的收歇

拟保允映射叙列的收赦性有许多与 解析函数列的清况相类似
,

在此我俏利用上

节的定理
,
可似得到一些关于这方面的定理

。

定理三 股 f
。

( z ) ( n = 1
。
2, … … )及其一叙偏导数在区城 D莲擅且在 D 内任阴集

上一致收放
,

又投 f
,

( z )在 ( D 一 E ) 上点点 Q
, 一拟解析

,

其中 E为 eL b es g ue 零侧集
。

。

以
Q

。 一 1; 。; ( z

卜
。

moo14
f
。

(
· )在。 内解析

。

〔贰 〕
:

由条件知 f ( z ) == u ( x ,
y ) + i v

( ,x , y )在 D内速擅及
u , v

在 D 内有速 粕 的

一扭偏导数
。

如果能靓明
u , v在 ( D 一 E ) 上满足C a u c h y一 R i e m a n n关系式

u : = v , , u , = 一 v :

( C
.

R )

那么据 L o o xn a n
一M e H b山 o B 定理 ( 参兑 〔八 〕 ) 便可得靓

。

考虑点 z 。 `
( D 一 E ) 今分几种情况来研究

:

( 一 ) J ( 2 0

) == 0

若
u 二 ( z 。

) 二 u , ( z 。
) 二 v 二

( z 。
) 二 v , ( z 。

) 二 0则 自然满足关系 ( C
.

R )
。

若
u 二 ( z 。

) , u ,

( z 。
)

, v 名 ( z 。
) , v , ( z 。 )不全为零

, 下面将靓明此利
,`

J肯之乡己是 不 存

在的
。

。
一叭一一

。
一朽

_ _ . _ ,

“
, ,

。
, . _

af
、 、 _

事实上
,
此 .lJJ

一

必存石一个万 fdJ 如 便飞又州 午 U且
u ` J I

c o s ( S
:

S : )
。

取确定方向 S Z f吏 ( 5 2 ,
S : ) = 0 , ( o < 0 <

当 z 自z 。
出发沿 lS

,
5 2两方 向划动时

,

动
,

段此两方向的交角为 尹
。

令
)

。

f (
z

) 自f ( z 。

) 出发相应她沿两个方 向划

.

_
_

_

盯 研
_ 、 ,

, 。
。 斑 口f

, 一 , _
,

。 ~ ~
, _ J _ _

,’ _

一方而
,

山于
一

杀导 二 铁 { C供 0美O
,

尹是
-

影一
, 几蓦进- 两复数的幅丸之差

,

刀 四
少

因
刁

口姚 口5 1 一
`
一 ’ `

一 口热
`

d执
’ -

一
” 一 ` 一 ` “ ’

一一

故 尹 = O
。

另一方面
,
若投 当

z 自z 。
出发沿 lS

,
S : 方向划动时

,

f
。

( )z 相应地沿两方 6[J 划动
,

分别收赦于 谁
U J I

afn
.

北些践而这两方向的交角为 护
。 。

由于在
z = 忍

。

点
,

恶
及
会

钾 。
,

会
斗 。故知 n

oomt
沪一 尹

据条件 r
。

( z )在
Z 。

点 Q
。 一拟解析

,

山定理一得

1一 Q
。

4 t g

, _

二 工 二
、 t g 答、 4

’

Q
” t g Q

” “

份

"一4
乃Q

令 n今 oc 得 。 二 护 ,
此与上面的桔希相矛盾

。
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于是得题此种情况不存在
。

(二了 J ( z 。
)补 。 (实际上

, J ( z 。

) > o 因为 J
,

( z 。
) > o )

.

a f !
、

* , 、 ,

~ 一一
、

卫七时
’

, 一 ; 二, - } ,
中 U L S 二习仕一力 l川夕

。

U b 】 ` O

由于
u J , u , , v 劣 , v ,

在 D 速擅
,
加上上面的条件和仿 (一川

“

的证法
,

可怨明存

在
z 。
的邻域 口。

使 w 二 议 z ) 在 习。
中保角和

一

单叶
,

因 ;而得靓 《 乙 )在 绍。 ;

1
,

解折
,

即

得盔 u , v
在 口 。

涌足 ( c ,

R )关系式
.

定理靓毕
。

定理四
帝
投 w = f抓 z ) ( n 二 1

,
2

, … )是把 } .z j < 1映为 l w } < 1的 Q
, 一拟保角映

射
, f

。

(
0 ) = 0 没

。 l i m

n 一 ) 。
。

Q
。 = i 若 r

,

(
z )丫: }

2

1 < I J玫救于 f ( z )
,

则 、 ( z ) 二 e “ ` z ,

(
a 为实常数 )

。

L靓 1
:

先把 w = 几(
z )扩强为把 1

2
} 簇

_

1映为 1 w l 簇 1 的拓 扑 映 射
,
据定理

二有

1

灭讼
厂
{一 !

Q
·

、

}
`· (一 , 一 `· (一 ,

1
戈 A ( Q

·

)
l一 1百

` 8 ,

其
r

l
`

!
z:

}簇 1 ,
}

z ,
1乓 1

.

据此知
{
`。 (· )

}
是一个一致有界且等度” 植的函数歹”

。

据” 知的“ r· e ,“定理

从 {
f
。

(· )

}
中 /。可选 。 一个子歹。使它在 ,

·
{ “ , 上一致 J̀交放习

二
, (· ,

。

不 妨
!

没此

子歹。就是
{

,
。

(· )

}
本身

。

对 ( 8) 式会
n 今 ` 便得

I f ( 2 2 )一 f (
z :

) 】 2 2一 z ,
}

,
1 2 1

1簇 1
,

}
2 2 ! 戈 1 ( 9 )

(一 ) 征明 f ( t e艺口 ) 一 t e￡沪 。 ` t 《 i 其中 , 一 a r g r ( e艺夕 )
.

由 已知条件 r
。

( o )二 o 知 f ( o ) 一 0
.

命
z , 二 o , 2 2 一 e ` 0 ,

代 入 ( 。 ) 式 得

! f ( e艺0 ) 卜 1
,

因而 f ( e艺o ) == e￡甲 ,

又 ( 9 )式表示映射 w 一 f ( z ) 在 r
z

! ` 1 上把

距离 不 变
。

因 而知 f ( t e玄0 ) 二 t e艺? o 《 t ` i

(二 ) 征明 r ( e￡口 ) 二 e艺0 + ￡a ( 。 为实常数 )

首先靓明
z

在 { fz = 1上排列的顺序与 f ( z
)在 } w ! “ 1上排列的顺序一致

。

. 定理四实臂上就 是 〔五〕 9 8的定理二
。

首先为M
.

么
.

而邓。 ” ” 所氯
。

关于 这 方面 夏

道行在〔七〕得到好的精果
,

但他们的靓明方法和这里的完全不同
。
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攀实二几
,

没 f f : 工)
、

f ( 2 2 )
、

f ( 2 5 )在 } w } = 1 上 lorI 日寸酬
·

方向排列
。

由 于 f
,

( z )一致 J次

赦于 f ( z )
,

故当
n
充分大时

,
f

,

( z , )
、

f
。

( 2 2 )
、

f
。

( 2 3 ) 也必是按顺时
·

金J方向排列的
。

而 f
。

( )z 是一个拟保角映射
,

故 自变量
z , 、 2 2 、 2 3

也应是顺时斜方向排列的
。

据 (一 )可成 f ( oe ) = e昭据 w 二 f (z ) 把距离不巫性及把单位园 映 为 自 己便

知 ( f e “ ) 一 e艺恤 + a )
。

任胎 e￡0
。

据 上 所 靓 e o , e了口 , e `“ 的 排 列 11贬序

与 e艺a ,

, ( e ` 0 )
, e艺(“ + “ )的相 I司

,
.

且

} f ( 。艺a ) 一 e艺a
l 一 l 。艺a 一 e o

一
,

I f ( e艺a ) 一 e ` ( “ + “ ) I = }e ￡0 一 。试“ 一,

由此可推 得 r ( e落口 )二 e￡( 0 + “ )即得征 (二 )
。

吐x (一 )及 (二 )便得 到 f ( z ) = e , a z .

定理五
.

投单连通区域 D 的边界是一条阴若当曲接 r
, w = f

。

( z ) 是 D 上的拓

扑映射又是 D上的 Q
, 一拟保角映射 ( 。 一 1

, “ ,

… )
。

黑
OO Q

。 一 1
.

若

1
o

f
, ` z

)在 D卫玫欲于 f ( z )
,

且丫I三r上一致 J次赦
。

oZ r 关于 t 的象 c 与 r 拓扑同胚
。

o3 存在
z 。 〔

D使 红 2 0) 落在 C 所包围的区域 B 内
。

刻 w = 《 )z 是 D上的单叶正

月叮映射
。

L靓 1
:

不妨孜 D为 1
2

{ < 1 及 f
。

( 0 )二 0
, 2 0 二 0

。

事实土
,

先用 f
。

( z ) 一 f
,

( 2 0

)

代替 f
。

( z )再下一牟叶变换把 D映为单位园
,

及把
z 。

映为 0 便可
。

置 B
。 二 f

。

( D ) , C
。
为其翅界

,

它是一条若当曲枝
,

据条件可知当 n峥 OO 时
,

I,,
`

收放于它的关于 0点斑核 B .)
。

据 ilI e m an
n
定理存在单叶正 lAJ 映 射 w = 气 (匀

,

( n 二 1
,

习
, 二 )

,

把 坑映为

1誉 }咬 1
_

且 甲 ` .

( 0 ) > O , 犷.

( 0 ) , 0

由条件 1
“ 、

o2 知对 e > O 存在 N使 n > N时
,

C
,

与 C
- - ·

一对应点的距离 < e 据

书 〔四〕56直户
; 笼理知气

.

(旬在 1 2
{乓 1 上一致收放于一个单叶正只U画数 w 二 留 (普)

,

w = 甲 (右)把 }登 }
嘴

丈 1 映为 B 且 留 ( 0 ) == 0
, 沪 r

( 0 ) > 0

置 奋 二 F
,

( )z = 蛛
一 ’

( f
。

( z ) 〕
,

其中 沪扩 ’
表 职。

的逆映射
。

lnJ 奋 ” F
。

( z )是把
z } < 1映为 }钊 < l 的认

.

拟保角映射
,
且f抓0) 二 O据定理二有

1

{
厂

,·

(一卜 F
·

( ·

小
A ( Q

小一 }丽
,一 !

·

砚 ` ,

,一 , 簇

由此知
{
`; , ;

(· )

}
是一个一。 有界

,

且等、 、 , 的函数歹“
。

据“ r二 ,“ 定理必存

、 。一个
·

二收、 的子歹。
。

不、 二它就是
{

F
·

(· )

}
,
且。 F

,

( · ) , F (· )据定理三匆

. )核的定义是按书〔四〕淞直所述伪
。
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`

.-f 性 质

F ( z
) 二 e ` a z 。

下而征明
f ( z ) = 犷 ( e , 仪 z )

。

在 }
Z

{ < 1 内任取一点
z ,

.

任抬 e > O
。

据书〔四〕56直定理二的征明中知气 (幼在 1钊 二 1 等反篷祯
。

据条件易知=llf,
一

是

一致有界的
,

因而知沪。
(旬在 】钊 ` 1 上一致有界再加土 留 ,

(幼的解析性便 可靓知

叮幻在 l 钊 叹 1 上等度速梢
。

于是存在 , > 。 使当 }右一 e aL : :
! < ,

,

}钊 < 1时
,

_ , 。 、 一 , _

记
_ 、 l / 8

, _ , 0

甲 . 戈 , j 一 丫 . 戈c ` 1少 l
闷几、 一 ` f 气` l , 上 , ` ,

`

” )
乙

巳知 F
.

( z )及 沪
。

(匀分别一致收赦于 (F
z )及 尹 (言)

。

于是存在N 使
n > N 时

,

及

成立
。

1几 ( z )一 F ( z ) { < 不对 }
Z

{ 蕊 1 中任意的 z

, e
, .

_

! 。 .

一
, _ 。 、 , “ ,

l r 枯又` ) 一 r 、 , 夕 l 吸 、 几丁 尹可 l , }
、

诀 止 勺
闷

侧认侧
,

目习 、

乙

取
z = 2 1 ,

$== (F
2 1 ) 二 e昭 2 .

代入上二个不等式

得当
。

> N 时 I F
一

( 2 1 )一 e , a z ,
l < , 及 l 尹

。
( e , a z , ) 一 尹 ( e , a z , ) l <

成立
。

e

2

于是得到
: n > N 时 ! 户

,

( F
。

( z , ) ) 一 尹( e , a z : ) I < e
。

息p n > N 时 l r
。

( z : )一 * (矛
a z , ) } < e ,

会 n 兮 oo 得 I f (
: : ) 一 尹 ( et a z : ) l 咬 e

。

令 e 峥 。 得 f ( z , ) 二 * ( e , a z l )
。

f ( z ) 二 * ( e , a z ) 1
2

1 乓 i 靓毕
。

〔附注 〕 定 理 中 条件 o1 改为 1
。

( z )在 D上一致收放 glJ 条件 3
。

可似 省去
,

因

为新的条件蕊含条件 o3 ,
事实上

,
取 w

。 `
B

,

韶 占为 w :与 c 的距离 (占 > O )
,

据新

的条件存在
n 。
便 I f

, 。
( z ) 一

` ( z ) } <

号
,

Z `
D

.

由此知 w i `

氏
, 因而存在

2 0 `
D 使

r
。 .

( z 。
) 二 w 。 ,

于是有 一f (
z 。

)一 f
。 。

( z 。
) l < 典 此示 f ( z 。

)
`

B
.

, 甘 O

致榭
:
本文蒙刘俊登教授的指教和蔡克聚

、

林和曾同志的帮助
,

在此表示咸榭
.
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