
乘积空周稳定性与微分方程粗哈界情形 ( )l

朱 思 筑

L e f s e h e t z “

微分方程的几何理希
” 〔 , ,

一书中曹应用 K
,

fl
.

fl e p o H八e K H让 的
“

拟稳

定
”

定义引用 E
.

H
.

八曰 x MaH 的桔果拾出了驻定 方程祖第一临界情形的 IJ 只n y阳 B 定理

一个新靓明
。

但其渐近稳定性的靓法是错涣的
,

也缺少了条件稳定性的桔果
。

在敲书的

B H 1o[ r aP 仄和 rP a6 aP b 的俄豁本
〔 2」中已趣改正了错摸

。

但仅征明了稳定性
,

不能推征渐

近稳定和条件稳定
。

即是羡
,

他们的敲明井不是 IJ 而 y llo
B
敲定理的完备的蔽明

。

同时

必须指出
,
孩书仅甜流了第一监界情形的

“

一般情形
” ,

而有意或无意地避开了
“

特殊

情形
”

的封谕
。

本文拾出 IJ 只n y H O B 第一临界情形包括
“

特殊情形
”

的完善的新靓明
。

并在推证过

程中得到具多重零根时判断其稳定性的一个方法
。

但这时
,

必须对 K
.

n
.

n e p巴机吹 H施

的
“

拟稳定
”

定义作某些改变
。

1
,

考虑微分方程粗

窦一
Y (y ; z ; 、 ) p 阶 ( a )

爵
一 Z (y ; z ;、 ) q 阶 (b )

( 1 )

假投在定义域 Q ( A
,

下冲 方程右端痊擅且适合 iL p sc he tz 条件
,

又有

Y ( 0 ; 0 ; t ) = Z ( 0 ; 0 ; t ) = 0 当 t ) 下 时

定义 拟稳定— 对任何足够小的正数 e ` A 及初始时尚 七。 ) 下
.

存在正数

勺一 勺( e
,

t 。 ) 及 号二毛( e
,

t 。 )
: 刀 ( e ` 毛《 A

.

使对 q , 连 , 向量 、 (̀ ): !}` (七。 !} < :
,

p 阶方程
一

需
一 Y ỳ ; 、 (`) ;` ) 的二合 、,y (̀

。

)、} < : 的解

y ( t )
,

当 {粗(七) l}̀ 专
, t夕 t 。 时有 }y (七)l! < e

.

这时称原点对 y 为拟稳定
,

筒称 O y 拟稳定
。

拟条件稳定—
仅对 p 元实函数 f( y ) (卫) 当 f ( y (0t ) ) ) 0 时

,

O y 才拟稳定
。

刻称 O y

对 f( y ) 拟条件稳定
,

筒称 O y 拟条件稳定
。

*

作者感榭尊师胡金昌
、

静淞庆教授的审阴指葬
。

( l) 对于条件稳定性
,

不少书上税成
“
有转些解

”

或
“

有某函数 取 )
”

是不确切的
。

为丁适合足

够小的初始值域 }}
x 。 }l < 力的限制

,

而不致使 f (
x 。 、弃 O 在域 }1 x o 11 < 勺

十

卜落本
,

必须对 t (x )

附加条件
“
在原 汽的仔意小邻域均存在适合 到x )〕 。 的点 x ”

或大大加强了的条件
“ f闰 座

艘
_

民 f(0 )二 。 ” 。

木文述及的条件稳定雨数 fy( )
、

以 z) 均假定已满足附加条件
。
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拟渐近稳定—
O y

称 o y 拟南近稳定
。

拟稳定
,

更当对任何 七夕 0t
,

l 、〔t ) l《 专成立时有 h m 式t) 二 0
.

助

拟条件撕近稳定
·

-

-

一若仅当 f ( y (t0 ) ) ) O 时
,

O y 才拟渐近稳定
。

lIH称 O y 对 f (y ) 拟

条件渐近稳定
,

商称 O y 拟条件渐近稳定
。

拟不稳定— 若有某正数 仑成 A
,

对任何 勺
、

与
:

0 < 力 ` e簇 号̀ A 及任何 q 推连艘

向量 ` (`)
: 、}气(“。 ) }! < : 且当 七、 七J

时 },、 (七) {!` ;
.

方程
斋

一 Y (y ; 、 (七);七)的* 足 .}y (̀
。
) .} < :

的任何解 y ( t )
,

均有某 t , > t。 使 }}y ( t
工
) {卜 仑

.

具IJ筒称 O y 拟不稳定
。

宝理 .I 对方程粗 ( l)
,

合 O 表坐标原点 y = 0, “ 一 ;0 o y 与 0 2
分别表方程粗 ( la)

与 ( l b) 的坐标原点 y二 0
,

与
z 一 0

.

l 。

若 O y 、
0 2
拟稳定

,

具以O 稳定
。

o2 若 O y
、

0 2
拟条件稳定

,

刻 O 条件稳定
。

3o 若 O y 、
0 2
拟渐近稳定

,

刻 O 渐近稳定
。

4o
一

若 。火 0 2
拟条件渐近稳定

,

IHJ o 条件渐近稳定
。

}

5o 若 O y 、
0 2
有一拟不稳定

,

llR O 不稳定
。

能
.

1。

裂拾定 七。 ) 下 及任何足够小的正数 仑` A
.

按假定
,

对 O y
,

有

0 < 刀, ( e 《 葺1` A ;

对 0 2 ,

有 0 < 刀。《 已( 专; ` A
.

取 勺二 m i n (勺
l ,

勺2

)
,

可征
:

对方程祖 ( 1)的解 y ( t )
, z ( t )

,

当

l y ( t
。
) }1< 勺 、

{1
2
(t

。
) }!< 勺 时

,

必有 I】y( t ) l} < 仑
、 .

1
2
( t ) l}< 。 ( 对任何 t ) t 。 )

。

良日O 稳定
。

否 l1R
,

必存在 ]]y ( t ) l! = ` 或 卜(t )11= e
.

对存在 l,y (t ) 11= e的情形
,

宫p有 t , > t o ,

使 七̀ t < t i

时 {iy( t ) }i< 仑
,

而 lly (t
: ) }l = `

.

这时
,

由 O y 拟稳定
,

知有 t ; : t 。 ( t : < t l ,

使当 t 。簇 t < t :

时
,

}}
z
(t ) } < 号

1 ,

而 n
z
(t

:

) {}= 坛
1

.

但因 0 2
拟稳定

,

知 七。簇 t < t ,
时仍有 {{

z

的认< 仑
,

矛盾
。

对存在 1z( t) l = ` 的情形亦同样处理
。

故方程祖 ( 1)为 O 稳定
。

一

o2 若 O y
、

0 2
分别对 f (y )

、

g( z) 拟条件稳定
,

刻显然
,
0 对 h( y ; )z = 心飞而早习家乞了

为条件稳定
。

o3
、 4了由 1 “ 、 2 。

容易推征
。

o5 投 O y 拟不稳定
,

若 O 稳定或甚至 O 条件稳定
,

郎有 e
,

勺
,

七。 及方程祖 ( l) 的

某解 y ( t )
, z

( t )
:
11y (t

。
) 11< ,

,

】!z (t 。 ) {}< , 且当 t ) t。 时有 {}y (七) }! < `
,

{】z (t )11< e
.

此显然与

o y 拟不稳定
,

良日有 t , > t
。

使 l y ( t
,
) {! = ` 矛盾

。

2
.

胜定方程粗所对应的首次近似膜性方程粗中
,

若其特征根有 p 个为零 ( 对应的初

极因子次数均为 1 )
,

而其余均具负实部
,

则可粗正则变换化为标准形式
:

, 一

少 一 Y ( y ; z
) p 阶 (

a
)

)
u 毛

户 d z 一 一
’

L
刁无一 = 叼 z + 乙 ty ; z ) q 必r t D)

( 2 )

其 中 Q 为常障
,

其特征根实部为复 ; Y
、

Z 在域 n (A ) 莲擅且廷合 iL p shc e tz 条件
,

又

Y ( 0 ; 0 ) = z ( o : o ) = 0 ; 且当 】!y l + 卜 }{令 0 时 12 (y ; z ) ]卜
。

( 1! y】}+ 卜l )
.
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对这具多重零根的第一擂界情形
, 、

砚考虑通过 p 阶方程祖 ( ? a )的稳定性态判断全方

程祖 ( 2) 的稳定性的方法
。

定理 2
.

对方程祖 ( Z a )
,

若 o y 为拟稳徒
、

拟条件稳定
、

拟渐近稳定
、

拟条件渐近

稳定或拟不稳定
,

则对全方程祖 ( 2)
,

O 分别为稳定
、

条件稳定
、

渐近稳定
、

条件渐近

稳定或不稳定
。

敲
.

稳定性
:

为方便升
,

取 0t 一 。
。

显然
,

有芷数 B
、

了 使 l
e Q 乙{ < B e 一丫 `

( 任何

t夕 0 ) ,
且有 p > ( )

,

使 1y l < p
,

l}z砚< p 时 !}Z ( y ; z ) l <
7

3 n B
( }ly !}+ 卜l}) (其中

n = p + q )
.

砚征
,

对方程祖 ( Zb )
,

0 2 为拟稳定
。

对任何足够小的正数 。 < , ,

可令 : 一而
n

犷
又

军
石

,

e

)
\ j 11 0

/

专二 e
.

于是对 1}y( 0 ) {1< ,
,

n
z ( 0 ) !}< 力 当 】ly (t )1}̀ 专

,

{}
z ( t ) {}< 户 时

,

方程粗 ( Zb )有解
:

z
(七)一 e Q , z

(。 ) + f
` e Q ; `一 , z (式

u
) ;

z
(
u
) ) d

u

!} z ( t )】}<
n B e 一丫 `

!1
2
( 0 ) {}+ e一 丫 (`一

,`
)( !}y (

u ) l}+ {}
z
(
u
)1! ) d

u

<
一

互
+ 一

晋
一

丁卜一
l
·`· , ,̀d

·

用 e y` 乘上式井应用广义 G r o n w a l l 引理
f Z〕 ,

可化筒得

一 e y “
d u =

_
_ c

3

一 e丫 。 + 一旦
6

广 兰
e y `
一 几 e 3

6

`一3ù
Y一。

e

月

IOJ、

一
3

+Ye
e
一3<

Ye
`、.了人L

ō

仁
龟

Z

! ,
·
(̀ , l <

令
< ` < ”

勺
,

l im
亡一 口

于是
,

0 2 拟稳定
,

据定理 l ,

知对方程粗 ( 2 )
,

O 稳定
。

渐近稳定性
:

没 O y 拟渐近稳定
。

据前 已知
,

0 2 为拟稳定且 O 为稳定
,

郎有正数

使当 {! y( O) 11< 刀
,

l!
z (0 ) It < 力时方程 ( 2 )的解有 }!: ( t ) 11< c

,

l}
z
( t ) }!< ` (任何 t > 0 ) 且

式t) = 0
.

现靓明亦有 h m z( t) 一 0
.

取豁号与前同
。

对任意小的 “
`

,

育 T > T ) 0
.

当 t李 T 时 !ly ( t ) {i< ` ;
而当 t 升 T 时 身

一 e 一兰“ +

令
e 一号“ `一下’

< 旦。

于是

l{
z
(t ) {}<

一

李
e 一丫 ` 一

卜

平 「
’ e 一丫 (。一 )。l}y (

u
)一l + l}

z
(
u
) {!) d

u

0 0 以 O

( 1!
z
(t ) 1}

+ 11,
’

〔̀ , }t, e丫 ’
<

言
一 + !]y (̀ ,!“e“ +

令上
`
(。Z

(
·
, 1,+ lty (

·
, l ) e /̀ d·

应用广义 G r o n w a l l 引理
〔 2〕
得

( 11
2 ( t ) !1+ {i y“ , 11,

e 了’ <

二
+ }}y ( t ) z一e丫 ! +

令 工
` e

于
`“一 ’

(一香
一

+ l}y (
·
) }}e丫

·
) d·
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一
一一

~一
一奋

门
一~ 一~ 一一一一一一~

产 ,
,

. 亡 丫 ,

1(z )t l< 扩
了七+ e 一 Y `

天
e下 (`一 孙 ) ( + Ily (

u
)皿e

y “

) d
u

e

一
+ 一

誓
一

e 一 , ’ `

工
`
--e `
二

“
d· +

令
` ”“ `

: 省
一 。一气

, ` +

今
e 一 ` , 竹

「f
丁

l式u ) }l。 ”
, “

d u +
f

气 J 口 ` . 0 肚

丁;
l , (U ) }:

e ;丫
·
d u

;“
·
, }}e”’

“
d·

]

一
3

.

。

一
3

利用 t ) 0 时 ! Iy( 七)11 <仑
、 t异 T 时 !} y( t ) l! < 仑

,

知当 t 》 T 时可化商为
:

ùe
<

ù仑一才
十l

` (t ) }
一

<

令
` 钱“ +

令
e 一“ “ 一` ’

宜p l im z
(乞)二 0

.

征得对方程祖 ( 2 )
,

0 为撕近稳定
`

t , 口 .

条件稳定性
、

条件渐近稳定性及不稳定性均易由前推得
。

3
.

现在利用前面的桔果
,

抬出驻定方程粗第一哈界情形的 刀只yn oH B 定理一个新征

明
。

.

、

当方程右端正员巧且膜性项的特征根实部非正且仅有一零根时
,

在
“

一般情形
” ,

方
一

程粗 ( 2 )可化为
〔i 」“ , ’

,斋
一 ’ ·̀ ,+冲

;· , ’ 阶 `· ,

孟尝
一
: Q

· + z (y :
2
)

( 3 )

其中 Q为常障
,

其特征根具负实部
;

Y ( y ; z ) = 〔了 ; z 〕, = 〔 2 11 = [ y ]。 + 1 ; Z ( 0 ;
z )

圣
,

Y
,

.

2 在域 以 )A 芷 lRJ , 《 y )二 gy
N + 〔y] 、 , ”

z 〕: ,
Z y( : 0 ) = 至y J丁 ( N ) 2

。
T势 N

,
g并0 )

。

显然
,

当方程
窦一

, (y )在 。 y 为稳定
、

条件稳定
、

, 、 稳定
、

条件` 近稳定或不`

定时
,

d y _
~

疏
~
一

对方程 ( 3a )有相应。 y 拟稳定性态 ( 取 、一 “

婀
)

。

而
斋

一 , 切 “ 方 ,

gy
N
在原点 O y 的足够小邻域具有相同的稳定性态

。

于是征得
“

一般情形
”

中的

IJ 只 n y的 B 定理
:

定理 3
.

对右端正剧眺定方程粗的第一临界情形
,

,

其首天近似麟性方程粗的特征根

有一为零
,

其余具负实部时
,

在
“

一般情形
” ,

可粗正刘变换化为 ( 3 )式
。

此时

蚕 (力二 gy
“ + 仁y 〕N+ 1

lRJ }
,

N 为偶数时
,

方程粗的零解为条件渐近稳定 ,

N 为奇数时
,

方程粗的零解当
,

g < O 时为晰近稳定
,

当 g > 0 时为不稳定
。

4
.

兹里
,

抬出 p 个零根的第一临界情形在
“

特殊情形
”

时稳定性的一个道接靓明
,

此簌法较已知的 刀 , n y oH 。 靓法
〔“ , 及 M a ” K朋 献法

仁̀ 〕 更为商捷
, 、

且并不依辑前面的橄
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念和定理
。

“

特殊情形
”

的方程祖为

条
一Y(s

; : )

李
一Q

z 十 Z ( y ;
z
)

P 阶 ( a )

q 阶 (b)

( 4 )

其中 Y (y : z ) 二 [ y ; z ] 。 Z ( y ; z ) = 〔y : z ] :
且 Y ( y ; 0 ) = Z( y : 0 ) = 0 而 Q 为具复实部特征根的常

障
,

宜p存在 jE 数 B
,

丫
,

当 t ) 0 时 11
e Q` }} < B-e Y七 .

方程粗 ( 4) 等价于积分方程粗

y 。̀卜 y 〔̀
J

卜丁;
。
Y ( 、 ·

);戏
·
, ) d

·

2
(̀ 卜

e” “、

一
: (̀

。
)+ 丁:oe

Q 咨̀

一 Z ( y (
·
) ;: (

·
) ) d

·
(b ,

( 5 )

由 Y
、

Z 的性厦
,

知对任何正数
,

例如
下

Z n B

,

有足够小的正数 p < 1
,

当 l式咧 < p
,

1z( t ) 1}< P 时有
厂

、 ,矛、刀了
a

`

Q
了.、了.飞}{Y ( y (毛):

: (、) ) l <
了

泛丽
`

叹叭
” , 11

、尹、 /

6
.

0
润
了、

7

l今
广

1}Z ( y( t ) ;
z
( t ) ) 1}<

下

Z n B
}}(z t ) }}

砚估爵 ( 5 )
,

由 ( 6 )及 B e l lm a n 引理
,

易得

l“ ` , ,, <
· B e一 “ `一 `。” ,

2
(̀

, , ,̀
·

+

了:
。

令
e一 “ `

一 ’ ““ u , }}d。 < n B I}
z (̀ 。

, }}

,,(rt ,” < ,,“
。̀
, ,,+ 了;

。

Z n B

卜̀ · ,”d一 ,,“
。
, ,̀ + 丁:

。丫 Y
,

言!}
z
(七

。
) l犷了

“ “ 一 “ “ ’
d u

七

< l}y (t
。
) {}+ 1

2 (t 。 ) }}

于是
,

对任意足够小的正数
。 < ,

,

只要取 : < m `n

(火
_

一卫` 、
n B

J

Z /

( 7 a )

flR (九有

}}y( t ) I}< 。 < 户 t芬 t 。

!】z( t ) !} < 。 < p
’

t 》 t 。

良p ( 4 )的零解为稳定
,

且由 <s a )
、

( 6 a )及 ( 7b )知

l im y( t ) = e

漂
z
( t )二 0

( c 为 p 推常向量
,

O 为 q 推零向量 )

显然
,

( c , 0 )为方程祖 ( 4) 的特解
。

于是扯得

定理 4
.

对具 p个零根的第一擂界情形的特殊情形
,

郎具形式 ( 4) 的方程祖
,

其零

解是稳定的
,

且当 t ) 仍叹其解趋于方程的某特解

当 p二 l 时
,

郎得
“

特殊情形
”

中的 IJ 朋 y oH
B 定理

。




