
在相平面上微分方程粗的某一类奇点
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关于微分方程祖
:
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在原点的邻域的性态
,

A
.

M
.

IJ 只n y朋 B 仁1〕 早已就其个别情形作了研究
。

这里 X
,

Y 为

解析两数
,

起始项至少为二次
,

原点为孤立奇点
。

A
.

中
.

A狈eP eB 仁2 〕 曾作相图麟的群

尽研究
,

他的工作是根据 M
.

rF
o m m er 方法利用密 切抛物我作轨接的迫近图貌 ( 除了在

〔创 cT p 钊 当 d = 0 处用 IJ 牙 n产 oB 拮果作图 )
。

在这工作中还可决定寻常例外方向及

奇异例外方向
,

沿着这些方向有有限多条或无穷多条轨换趋向原点
。

从工作 盯2 〕 中得知

伙 B
·

X州MoB [ 3 J 也曾在同时采用类似的方法研究过这个简题
,

,

获得同样的图貌
。

执是

此项研究的一方面
。

另一方面
,

5
.

B a r o e i o 汇4 J 根据如下的方程粗
:

dx〕 刃一 = 一 I戈X, y )
U L

与粗 ( 1) 互为正交
,

但祖姆 ) 已为 L

此粗 ( 1) 可么从正交作图立郎决定
。

有的七种图貌
,

其中由 5
.

L fe sc he tz

援蓉
一 y + X (x

,

y , ( 2 ,

B e dn ix on 「5」群尽研究
,
已握有了握典的桔果

,

因

故工作二4 1在所稠
`

,m de af n,’ 条件下
,

开列出可能

〔6 〕 帮助他靓明只能有一种特殊的椭圆域存在
。

此

方法此较用 rF o m m er 方法为筒
,

亦无须涉及厂1 」的粘果
,

但 〔4 〕还需作如下补充
。

本文牌根据工作〔41 中的 r y ,
r H 办法

,

用另一种筒单方法作图
,

由这种方法立郎可

得「6 」的桔果
,

拜颤明以下两个命题
*

崖型上 微分方程粗 ( 1 )的介乎两个双曲域之周
, `。

f a n’, 不存在 (郎只能有一条 .0 -

曲减作为分界换 )

崖鲤竺 微分方程系盯 l) 不可能有桔点如江引中 lP at e 丑
,

B 订 4 之形 ( 即本文图 3

及其对 x 轴
, y 轴和原点的反射 )

现在我俩先作粗 ( 1 )的一切可能的相图

dx
_

布
,

一

而
一 = y 一 X 十人 t X

,

y )

。

对祖咬1)作变换
: x 今 x , x + y 净 y 得

由 _
、 , .

访
_ , _ 。

一

df ~ J 一人十 工 L入
, J 少 ` 。 j

这两个命题是胡金昌教授提邵泊勺
,

且指出其解决途径
,

本文是在他的直接指尊下完成的
。

强

致新意
。
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其中又了与 x
,

Y 具有同样的性盾
。

根据魏尔斯特拉斯镇备

卜
x +

夕
x

,

力二 ( y 一加献x) , E l
(X

,

” 、

y一 x + Y (x
,

y )三 ( y一 x 一 B (X ) )场 ( X万 )

定理有

( 4 )

其中 A
,

B
,

E , ,

E : 为解析函数
,

A, B = x[ 」:
,

A 丰 B
,

E `
(Q, 0) = 1

因此在原点的足够小的邻域内
,

粗 ( 3) 的帆换之扮直切袋和水平切换的切点轨跻肠
,

T H
分别为

:

vr
: y一 .x 一 (A x) 二 O

例外方向直麟 L 为
: y 一 x = O

yr
.

r 。
把原点的邻域划分为四个扇形

,

换在每一个扇形内是单稠变化的
。

r 。 : y一 x 一厌 x )二 0

、 * 入 . ~ 二 dx 勿 二 * 。 ` , .’’
_

。
李上节多

` l一月日 八 , 丫呀
,

万二一 , 一 j 工 一大e 户七 , 了口幼 , 协月1币卿 b

U L U L

由 B e n id x o n 〔5 」的理豁我俩知道
,

趋于原点的就撰或是螺旋迫近它
,

或是沿者确

定的方向 ( 例外方向 ) 趋于它
。

我们册根据上远两个事实作图
。

这个方法只用到 r y ,

llr 和 L
,

同时我俩只是研究原

点的足够小的邻域内的相图
,

因此可卫妙巴E `
略去

,

其 n
,

r 。 和 L 不变
。

于是变为对鼓

筒单的方程粗
:

血
d t

的研究
。

为了方便起兑
,

d x

d t

一 y一 x 一 (xB )
斋

一 y一 x 一、 x)

我俩对粗 ( 5) 再作变换
: x 令 x

,

y一 x 令 y 得
:

一 y 一 (A x)
斋

一 、 )一、 )

( 5 )

( 6 )

郎间到祖 ( 1) 的坐标系
。

在原点的足够小的邻域内
,

余且(6 )有
:

I’ v : y一 (A
x ) = 0 几

!: x = O L
: y = 0

现在我佣来研究祖(6 )在原点的足够小的邻域内的相图
,

这里立郎可得 〔6」的桔果`

却如果有椭圆域存在必与 y 轴相交
,

因为 r H
是 y 朝

。

令 g( x) 二 (A x) 一 B (劝二 x 无G ( x)
,

G ( 0) 并0
.

根据 k 为奇数或偶数分下列四种情形来衬

输
。

1
. x
以x) < O

(a ) r 、
在 x 朝之

朴 lRJ 从
尝

的符号知道
,

轨撰可

能如图 1
:

原点邻域

由一个椭圆域
,

一个

双曲域和 抛 物 域 祖

成
。

也可能如图 2
:

原点为中心或焦点
。

(b ) r 、
在 X 朝之下

。

、

. `二卜 梦
,

2 卜̀一日一 O

勿一dt

郎情形 a( )对 x 翰作反射
。
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c( ) r 、
穿过第一和第三象限

。

刻轨换可能如图 3 或它对原点的反射
:

郎桔点域
。

我
一

们书耍征明不可能有这种桔点域 ( 定理 2 )
。

也可能如图 4
:

郎普通的桔点域
。

还可能

为中心或焦点
。

(d) r 、
穿过第二和第四象限

。

郎情形 ( c) 对 y 翰作反射
。

因此对于 x g( x) < 0 的情形可能有的图貌为 ( 图 l :
2 , 4 ) 和它们对 x 帕或 y 翰的

反射
。

对于其余三种情形用同法分析我们得到
:

丑
.

9 x( ) < 0
.

( 图 5
, 6 ) 和它佣对 x 朝的反射

。

盯
.

x以 x ) > 0 ( 图 7 )

IV
.

g (x ) > 0
.

郎情形订对 y 朝的反射
。

定理
_

l
鱼征明 在左半乎面

,

只当 g ( x) < 0 时才

出境双曲域
。

图中的 S `
表示两个双曲域之尚的一条分

界楼
。

我们的周题是耍敲明代替各 iS ( i = l
,
2 , … , 6 )

不可能出砚
“ f a n’, 郎是歌两个双曲域之简不可能有无

穷多条轨换趋向原点或从原点离开
。

例如假投 5 1
处有

“ 至a n , ,

存在
。

靓 又 (x )
,

y :

(x )二 y i
(x ) + e ( x ) 为对应的两

支 O 一曲撰
, ` ( x) > 0

.

因为 y ` (x) 满足方程
:

d y _ g (x )
刁又一万二瓜刃

- ( 7 )
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_

_

1 二 _ 一
旦邀劝
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其中

因为 以x) <
、

0

y i ( x ) < y < 几 (x )
.

所以号牛 > 0
U盖

良p 已单稠上升
。

故此 0 < e (x 。
) < e (x )

,

当 x 。 < x < 0 时
。

因而
:

缭
e x( ) ) “ (̀ ) > 0, 这和 x ) ” 时 “ x( )

一 ) O的假投矛盾
,

对于其余的 S水̀ = “ , ” “
` ,

6)

依同理可征
。

在右半平面的情形
,

闹协与左半
2卜面的情形相差一个符号

,

郎只当 以x) > 0 时才出

砚双 曲域
,

依同理可征得
:

奈
。 ,

。。 。 单 , 下降
,

0 < “ ( x
。
,` “ 〔X , 当 。 < X < X。

时
。

故 li m 仑(x ) ) e (x0 )> 0
,

之叶 O十

同样和 x令 0 时 e ( x )今 0 的假投矛盾
。

因此 “ f a n , ,

不存在
。

定理 2 的征明 如果图 3 型桔点存在
,

此时
x
以x) < 0

,

但 g( x) 二 (A x) 一 B。 )千 x[ 〕:
. `

故 g ( x ) = 一 b x g饥 + E I
( x )

,

b > O
.

E 、 ( 0 ) = l
, : n 为正整数

。

在图 3 的情形 A (x ) > 0
,

当 x > 0 时
。

因此 (A
x
) =

a x

吧
:
( x )

, a > O E : (0) = 1
.

n为正

整数
。

略去 E ` ,

把祖 ( 6) 的等号改为出得
:

呜蒸* y一 。 x

U毛

旦又 = _ xb
; 。 十 ,

d t
( 8 )

。

即变成征明粗 ( 8) 没有图 3 。

我们用归馨法蔽之
。

假殷 ( 8) 有图 3 如果 n 为奇数
,

lRJ 作变

换 x = 一 x , ,

y

一
y , .

此时戳
8 )仍然不变

,

因此在 ( xl, y , ) 平面的第一象限有轨鹿沿 X1 、

乾趋于原点
,

郎在 ( x, y )平面的第三象限有戟钱沿 x 翰趋于原点
。

狄和图 3不符
。

如果 n 为偶数
, ,

lRJ 作变换 x = 一 x l ,

t二 一七, ,

粗 ( 8) 仍然不变
,

故在 (x
、 ,

力 平面的第一

象限有轨麟当 lt 令 + 戊 时沿 x l
朝趋于原点

. ,

郎在 ( x, y )平面的第二象限有轨袋当 t今一 口

时沿 x 朝趋于原点
,

同样和图 3 不符
。

对于图 3 关于 x 朝
,

y 勒和原点反射 f净清形依同理可靓
。
因此图 3 型之桔点不存在

。

总拮上面所远
,

我俩得到粗 ( l) 只有六种类型的相图 ( 如下表 )
,

它们关于 x 帕
, y

朝
,

或原点的反射我们看作是同一类型
。

对应的指标 ( i n d e x) 可用 B e
dn iXO

n
公式补算 :

i n d o = l +
l

U一 d

2

其中
。 为椭圆扇形个数

, ` 为双曲扇形个数
。
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对应 B e n d ixo
n 粗

NNN

一

兰州
一兰一里

一

少乳
一
竺
二

}
“N 一 H一 O … 图 ’

+ ’
}

F 或 C

{
图 2

_ _
_

一一到- 一兰一}一竺生一
-

0

ZH 一 N

ZH 一 N

一 1

ZH一 N

…
图 5

一?毕 卜
一搜

甲

竺二
一

.

4 ir … 图 7 4 H

遮里 N
,

H
,

0
,

F 和 C 分别表示桔点域
,

双曲域
,

精囿域
,

焦点和中
』
合

。
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