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二 阶常系数楼性循圆型微分

方程粗 的若 千边界周题

吴 律 良

(数学力学系 )

摘 要

二阶常系数拔性椭园型微分方程粗的若干边界简窟
。

本文研究已化成标准型的常系教校性椭园型微分方程粗
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Ì I = 1

( 2
.

2 )

巷一L
: 二二 + ￡, = , 。 `口, : 二 。`亡 , 。 ( : )及 、 ( : )是始定在 1e l == i 上 的建 擅函数

,

而且

夕` ( C )
、 h ’

( C )满足 H 6 ld e r条件
。

我俩用 F ou ir er 分析的方法来解廷个周题
,

这就是扒方程粗 ( 1
.

1 )的一般解 ( 1
.

3)

川发
,

命

OC
可约 = 艺 气尹

” 二 0

OC
沪(

:

) == 公 乙, 。 .

几 = 0

即得



第 2期 二阶常系数钱性椭圆型微分方程粗的若千边界周题 6 1 1

( f
:

)
一

悬 (导一
“二 , + “· p·

)
· “̀ “ +

(导
一 +

器砚)
; 。一` ,

全工 丛̀二 p。

4泥 ?碳

一艺性 08户臼叫+

口f

日
,毛

一

器
一

悬〔导
( 外 + 2 )一

p
一 + 件、 p

一 〕护
’ `口 +

(导
一 十

+

釜砚)
。 一`“ +

悬知
一 : 。
一

。 一 ·̀ “
,

沙

命 夕( C ) + 艺h ( C) 二 。 ( C ) 月IJ由 ( 2
.

1 ) ( 2
.

2 )有

。 ( :卜了(
·

卜豁}
l ,

: 二 :

一
县 f华

( 。 + 3 ) 、
: + (、 、 l )。

。

1
。`” , + :

(华
。 。 +

华砚、
。 一` ,

.二 0 ` 任 几 声 、 任 几 任 几 I

1+ ” 一 一坛物口

— 气 _声
肠

( 2
。

3 )
.l一孟许一小co云叫+

由此立得
:

, . , _ 、 , , .

2 兀

2
又景

一 +

带
云

。

)
一

六{
。 口`“ ’ “ ’ d ` ( 2

.

4 )

宁鄂一贰话
e

一*
, ·

、

豁
(

一
,、
一

(

一
, 6一六J:几

(: )
。

一

( 2
.

5 )

九 》 0 ( 2
.

6 )

当 孟笋一 1时
,

由 ( 2
.

5 ) ( 2
.

6 ) 得
:

。
2兀

_
,

_ 任 几 l { 一 万 , 、 l , l

“ ” 一

而示 Jo 叭
` , 、一而

e一` ( . + 1 ) 云己忿 。 》 1 ( 2
.

7 )

b。
通一 1 1

完+ 1 2兀

(2
二

—
/ 卫 - 、

! ` ( C ) 气i +
科

i 】
` 一“ ’ + z ” d云+

J

0

。

2兀

+ 三 ! 。 ( C ) 一生一 。一`“ ` d云

2兀 J八
’

1 + 几

U

儿 > O ( 2
.

8 )

故得
:



16 2 中 山 大
`
学 学 报 1 9 6 5 年

4孟4泥 1
甲 t Z ) 二 二 肠。 月~ 万 - 丁-丁 二丁一

孟+ 1 2兀
产丽 「聋之

:

、 竺绪聋些 十生 十工
。一 “

1
己。

J n
’ `

L l
一配

. ` 么` e一 “ 名 Z J
U

工助
庄盖一ó

沪 (宁)己右= a 。 ” 一

。
2 兀 _ _ , , , 、 _ : , 、

1 石又万j l i + 香二
一 “
衬丝毕任嚣二卫

J O

价( : ) 二 一

r

Z兀

_
,

_

_ :’:
, _ , , _

_
_

_ ` , 、 、

A 一 1 1 ! 爪丁不又 ! 匕 ” ` 0 9气 l 一 哪 ” j I J
二

吮尸 - ,
.

兮

—
I ` U 、 、 ) I - , - - - - - - - es - : 二 es

一

—
l肠`
一泥 + 1 2 兀 J n 一 L l 一

名己一 t . z e , `
J

U

r

Z忿
1 !

_
_ 工 , 、

一二 - l 山气乌 J
艺兀 J八

U

10夕( 1一
: e 一 “ )

么己一 “
d云

将它仍代入 ( 1
.

3 ) 得
:

.甲七d
、、 .刀/了(

·

卜 一

六{:几
( : , eE (

` · 2

·

瑞六{:ha
一 〔粤一

+

(于
` 2̀ 一 ,

)下釜
丽

10夕( 1一 ez 一 “ )
必 e一 “

( 1+ 2
10夕( 1一 肥一“ )

么己一 “ )
+

J乙己
、 ..J.一

令一 ` , + ,一
,

卜 仔
己` , ,一 1

)
10夕( 1一

。 。一 “ )
名己一 “

这就是第五简题的解的复数形式
。

定理 1 :
段 g (灼及 h (劲是抬定在单位园卜】= l 上的建植两数

,

且 g `

( ` )及 h ’

(劲

在 !刽“ 1上满足 H 6 1de
r 条件

,

具lSJ 程粗 ( 1
.

1 )
, 当 孟钾。 ,

士 1 时
,

它 在单位园

内存在唯一解
:

。 (
:

) = R e
( f (

z

) ) ( 2
.

1 0 )

, (
:

) = 1 . ( f (
:

) ) ( 2
.

1 1 )

痛足如下的边界条件
:

舫 +

公 +

会 }
! : , 二 :

斋 }
,: , 二 ,

== g ( C )

= h ( C )

廷儿 f (
:

) 如 ( 2
.

9 )所示
。

靓
:

i ) 解 ( 2
.

1 0 ) ( 2
.

1 1 )适合方程粗 ( 1
.

1 )
,

由 ( 2
.

9 )得



第 2 期 二阶常系数校性椭圆型微分方程粗的若干边界尚题 163

a Z
f

口百2

1

2汀

2 兀

。 ( C )
0

r Z
es 二尸- - 7 二一 - - -二二 ; ,

L
~

蕊万
一 `。 g L`一

“ 己 ’ “

’ +
2

2 2
( 1一

: 。 “ )

J六ó

己
、 leeJe `七

“
( 1一

: 。 “
)
2

又一 1 1 「2打
、

r Z

=
~一二二 - 二一 , ; - 一 l 田 ( ` ) ! 一

—
人 十 l 名几 J。

’

L 下 ,
_

“
U z 。 匕 , ,

10 9 ( 1一
: e 一 “ ) 一一ù多

子J一八口,一忿拼一口

声口d
、 .1砂-

一
一旦一- +

: 2 ( 1一 : e “ )

e “

“
( 1一

: 。 `云 ) 2

代入 ( 1
.

2 ) 得
:

护了
. , 、 、 、

护f
、 l 一

^ 夕 一二尸 十 、 l 十 流夕 一一二丁一 =

口
2 2 口

2
口

:

迫p解 ( 2
.

1 0 ) ( 2
.

1 1 ) 适合方程粗 ( 1
.

1 )

11)解 ( 2
.

1 0 ) ( 2
.

1 1 ) 适合边界条件
:

汉十)一
飞

, _ _ 、 , _ a
, , , 、 、

·

1 声
7r / _ 、

_ 了

田 吸么
.

夕 少得
: 一万二一 L p J ( z 少 j = 气蔽厂 1 tO L` ) 该币̀ 几

甘 F ` ,` J 八 \
一

U

1 + 公己一 ` t

1一
公己一 ``

- 一 、

之一 1 1 「2 兀

—
_ ~

二

厂

+ t ￡ 么
一 1 ) 一下一下一丁一

~

下 , 一 l 田又2 , e一一
“
I

几 十 l 乙兀 J八 、
一

U

1

1一 您己

召Ld
`
1
.沪1

( 1一 “ 一 “ ) 2

由于 。 ’
( c )在 !` ! 二 i上潇足 H 6 ld e r条件

,

按 C o x o 双k 。众公式
:

j已d
、 ..砂黑

:

命 {l谕
己

一 [
一

U

1

1一 邵一 “
1

( 1 ~ 娜一 “ ) 2

存在 〔 4 J ,

故

, (· )+ ,

器 I
}
:

}一 1 一

黑
1

〔 I t
2 7r

,

2 兀
一三` !
2 7r } 。

。 ( C )五。 t’一 1士典 )擎
-

、 1 一 沈一二

, , 1 ,

2 汀 , , 1 、

+

羚
1 ` p , 一 `卜长全金 }

。
可万

`一 ` , ,

t飞续牙丽
+
万正蕊不司

“ ,

U

== . ( C )

芝就税明
。
(
:

)
, 。

(
:

)适合边界条件 ( 2
.

1 ) ( 2
.

2 )
.

明所欲征
。

附韶
:

第五简题内解可由另 一 方 法 获得
,

郎 将 它 归 桔为方程粗 ( 1
.

1 ) 的

D i r i e h l e t 简题
,

事实上
,

条件 ( 2
.

1 ) ( 2
.

2 ) 可写为
:



164 中 山 大 学 学 报 1 9 6 5 年

a
一石二一 t P r 〔 忿 )

U 夕 I : l

仪f }
二 了L 之 J 十 P 一东t , l

口 p 1 1
: l二

二 “ ( C )

a

容易靛明
:

函数
一万又

U f,

D i r i e h l e t 周题跳解
,

( 叮 (
: ) ) 适合方程粗 ( 1

.

2 )

即得

因此我卿可利 用 文章 〔 2〕中

J乙d

`
、、.夕才

。
_

1 「2兀
、

_
/

飞下
-

( “了(
“
) =

家
-

}
。 口 ( ` )人 e

气
一

U

1十 期一 “

1一
么 e一 “

+ (
: : 一 1 )

又一 1 1 r2 7r

—
. , ,

r

二- 产二一
, 万

一 - l 仍 ( C 、 J
一

“ `
.

人十 1 艺兀 」八
、

七
一

U

l

1一溯
刁了 十

口rL

d
、 ..J.1

十 它二
一

一于二下不芍
~

气 1一
忿己 二 )

-

两边对 p 积分立得 ( 2
.

9 )

那 第 六 周 题

第六简题 ( l )
,

就是求函数
。 , 。 ,

使它俏在单位园 }
。

1二 1内适合方程粗 ( 1
.

1 )
,

拜且潇足如下的边界条件
:

” (
:
)

: (
:

)

:
l 二一 二 g ( C ) ( 3

.

1 )

刁刀

+
~

瓦丁
卜 l

二 lt( 匀 ( 3
.

2 )

这儿 叭劲及 h ( C)是拾定在 】引 = l 上的莲擅函数
,

且 夕`
( 劲及 h ’

(匀在 !引 = 1上满足

H 6 ld e r条件
。

仿照 怪2, 我俏仍是从` 般解 ( 1
.

3) 出发

命 2夕 (` ) + 了Z h (` )二 ` (` ) 具lJ由一般解 ( 1
.

3少及 ( 3
.

1 )
,
( 3

.

2 )可得
:

,

2 兀
舀 — 1 产 ~ 一

、
~ 下 l 、 , . 、 , .

一石下
~

又4 a , 一艺。 , ) 十艺 0 0
= 厄万 」八 叭

` ) 。 艺

一

U

( 3
.

3 )

之一 1

4泥

2兀

( 5
` 。2一 。 o

) 一
只+ l

4 2

“ o + 3乙l二
一工一 f
2 兀 J

。 ( C )。
一 “ d亡 ( 3

.

4 )

几一 1

4之
( 3 0 0 一 3 a Z

) +
几+ 1

4泥
3 a 。

一

_ , ,

2 兀
扩 1 1

, ~ 、 」 1 ,
_

O r
=

一气二~ ~ 一

l 仍 t ` ) 己二 件公
名汀 」八

一

U

( 3
.

5 )

流一 l

4 泥
(
?` + 4 ) a砂 , + ( ,

`
+ 2 )乙

, 一
又+ 1

一百万
- 一 、 一 ,



第 2 期 二阶常系数换性椭圆型微分方程粗的若干边界简题 16 5

:

2 ;r

1 .
, _ 、

_
夕 皿 . ,

目
,

下正广 l 口 气̀ ) 己一
” .以乙

` , ` J 八
一

U

?乙

》 2 (
.

3
.

6 )

一气

、
、、.产矛又一 1

4 之
( ” + 2 ) 、 + j 一 ?: b。 +

又十 1

4 风 (
2

1 十 万

`

2 汀
1 . 一 ~ : 尸二叮 _

,
且 J , 。

= 甲万二尸 } 田 L心少̀
.
,.. a 名

` 声̀ J八
一

U

,乙

》 2 二〕
.

7 )

从而有

护 (
:

) 一
a o

一
+ 2砚

· + -

兴 〔
名 , (

·

卜 {
切 (` ’ d` 〕

4孟 1 「2兀
_

_

广
’

1
一

,
_

一
丁万r 亩 J

。 g( O L瓦不飞于石了
一
一 ` 」“

U

一ù .占

、

人一ùJ任一一

一品万+ 艺

,

2 左
1 .

, 了 一 、

一二 -一 l 九 ( 屯 )
乞兀 J 八

一

U

名e一`弓

l 一 邵一 “
d亡 (之弓

.

8 )

当 , <。 ( 。。 }粤当李} < l) 时
,

命 、 2 -

! 品 一 1 1

之+ 1

只一 1 将上式对
名

求导数得
:

毋(
, (

·

卜 一
)
一

(令
、 3无2么

1一 垂2: 2 ) (
, (

·
)

一 )
== Z a o + Z a o忍,

1一 七2 2 2

一

告 命伽
C )

· `

青命伪
: )

1

1一介之
2 2

名己一 “

( 1一
: 。 一 “ ) 3

J亡

l

1一左2砂

么 e一 “

( 1一
: e一 “

)
2

d t ( 3
.

9 )

决
由此可得

:

当 孟二 一 1时

J乙

己
、 . ...砂

ó .上留 (
:

) = a o + a , : + Z a o : 2 一
4又

只一 1

, 2 兀 ,

1 1
- 一 、 I

一不二一 1 9 气兔夕
公

l
` J` J 八 `

一

U

1

( 1一
: 。一 “ ) 2

( 3
.

1 0 )山
、 ..价且

、 .占

一
+ 艺

4之

泥一 1

,

2 兀 ,

1 .
, , 一 、

.

下花犷 I 九气兔) 名 I
` 子̀ 】八 L

一

U

l

1一
忿e 一 “

当 之 粉 一 l 时

、 1
.

.砂

名d
、了月

宫
了
,、

Q

二nU

!
é。

r
赞气名 j ` “ O 十

一丁百一一下万
.

万万互下污
~

I C 十
又1 一 ` “ 名 “

j
“ ’

“ `
( 3

.

1 1 )

其中
“ 。
及 。

是任意复常数
,

`

妙
孟+ 1

=
一

丁二丁
一 多



6 6 1中 山 之 学 学大 196 5年

而 心(
。

)二( Z a。+ Z a。儿 2 )心 i一 无` :2一
4又

又一 1

1

2兀

{2”

J 0

报

2 9( C) e一 `盆 心 I二不李 出

( 1一
。 e一 ` t)3

4又 If
, ` 乞

— 一
!

孟一 1 2兀 J

2兀

h ( C )
e一 “ 一竺正巫1 次

( 1一 二一 “ ) 2

另方面由 (3
.

4) 一 ( 3
.

7) 得

沪(
: ) 二 b o 一

又一 1

4泥
0 0 仑 一

之, 1 职 (
:
)一 a o

一
一

一
甲 -司卜一

~

~

一4泥

Z e一 “

之一 1
_

又+ 1 . / _ 、 .

十 一

石了一 “ ,

一可了
毋 、 ` ’ 甲

,

2兀
1 1 。 _ , , 、

甲
一二 r - - l ` 梦气、 )
名兀 J n

U

1一
名 e一 “

d t ( 3
.

1 2 )

将此式代入一般 ( 1
.

3 )
,

并补及 ( 3
.

3 )得
:

`
2 兀

刀 l _ 、 1 1 _ 工 , 、

J 戈石 少 = -又- - l 梦又、 )
乙兀 J n

U

1 + 召e 一 “

1一 多己一 “

d 。 +

华
( p Z一 1 )些2二些

4 流 之

一 `

宁
1一

(
, (

·
)

)
+ `

宁
1 ,· (·晶卜

` 1 ,·

(导
一 + “ 。

) ( 3
·

` 3 ,

达便是第六筒题 ( 1) 的解的复数形式
。

定理 2
:

毅 g (匀及 h ( c )是胎定在单位园 1
:

} = 1上的趁箱函数且 g ’

(钓及 h `

(灼

在 }引二 1上潇足 H sl de
r条件

,

lRJ 方程粗 ( 1
.

1) 当 之< o 时
,

在单位园 】
。

! < 1 内存在
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【
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一
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公
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)
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满足如下的边界条件
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, ; (
:
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公
十

-下 , - ~

l 一: l = 1 = 几弋乌 )
O 牲
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。
)女n ( 3

.

10 )
,

( 3
.

1 1 )所示
,

而 。 (
:
) 一

f
’ , ( ; )` :

J 0

靓
:

利用复数解 ( 3
.

13) 易靓解 ( .3 14 ) ( 3
.

15 )潇足方程翘 ( 1
.

1 )
。

现在靓明它们

也适合边界条件
,
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故
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.
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明所欲题
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同理可得第六简遭 ( 2 )的解的存在性及唯一性
,

即
:

定理 3
:

毅 g (钓及 h (钓是拾定在单位园 间二 1 上的迷植面数且 g
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在 l钊二 1 上满足 H 6 1de
r 条件剧方程粗 (1

.

1) 在单位园 1
0
1< 1 内存在唯一解

:

· (
·

卜宁
( 。

2一 l )刀。

(竖丝
旦

)
·

六层飞
“ ,几 (寒 )

己!

·
(
·
)·

导
( , 2一 1 ) 1饥

(
望玉兰于些 )

·

矗!:飞
`: , 1。

(寒 )
d`

一

宁
,哪` , `· , , 一

宁
`仍

(
石

。 ·

)
+ 1饥

(
。。 +

豁
· :

)
满足如下的边界条件

:

” (
·
)

{
!
:
}一 , = , (` ,

· +

默{
! : ! 二 : · “ (` ,

越儿 ’ (
·
,一

! 叹 0武 而 《 “ )是如下的函数

当 之二 一 1时 :

护 (
z

) =
。 。 + a i z一 ￡反妙 一 」生生

一 又一 1 2汀

4又

唁
“ 夕`:

听恶场
“ `

, r Z厅 , 、 , _ “

+

着茄!
。 `

t
“ ( “ ,一 `“ (` , 」丁任瓮乌

一 “ `

U

当 之斗 一 1时

.

无2么 2

、 (
·
)一 。 。 +

一
`

了 〔
。 +

{ 。 (
:
)窟

·

〕
.

无2公 2

共甲 丫 L z 少 == “ 一

L一
乞 。 o 一 i a

4又4孟 1
n凡 `

十

— —通一 1 2兀

rZ汀
_ _

Jo
` 〔g (` )一` h ( C )〕

e一 玄云

( 1
一“ e一 ` , ) 2

况亡



第 2 期 二阶常系数性钱椭圆型微分方程粗的若干劲界固题 169

,rn

d

`
l
.

J

广

2 兀 ,

+

着六」
。 g ( “ ,

“ 一 ` ,

l
甘

1

( 1一邵一 “ ) 2

2

( 1一 韶
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, 无2 二

孟+ 1

孟一 1
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