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关于测度正裂性的一个定理

,
招吴 占 生

( 数学系 )

关于拓扑塞简上有限 B ia r e 侧度的正 fRJ 性
,

这是一个熟知 的 事 实
,

( 1〕中对此

豁果已加以推广
。

P
.

R
.

laI lm os 于〔4 〕中曾研究了局部紧 H au s d or ff 空同上
,

由全体 紧 G 。 集所

产生的 6一环上的 B ia er 测度的正 lRJ 性
。

在〔3〕中 ,
J

.

M盯 y k 也甜希过拓扑本简上可

取广义实值的 B ia er 测度的正 lHJ 性
.

〔1〕
, 〔3〕及 〔4 ) 中的桔果

,

看来是互不被蕊含的
。

本文提出了一个较普温的关

于侧度正 lRJ 性的定理
,

其枯果蕊含了 〔功 ,

〔3〕及〔4〕中关于各种 B ia er 侧度正剐性

的拮谕
。

本文是得到 〔l 〕的后发
,

并在郑曾同教授的指导下完成的
,

作者麟在此表示 衷

心的榭意
。

号 1

先引入一些韶号
,

对任一集族 K
,

我仔,用韶号 ( K )
。 ,

( K )己
,

( K )a ,

( K )。
,

分别

表示所有以下形式的集合之族
: 澳

石 I U E Z U… U E , , E ; 门 石 2 门 … 门 石, , ,

这里 召“ K
。

其次
,

我们用刀 ( K ) 表示由K产生的最小坏
,

用 可 K ) 表 示由 K产生的最 小 。 一

环
。

投M是一个由固定集合夕的子集所粗成的环
。

我俏把 M L氏非负
,

有限可加
,

广

义实值集西数称为 M上民 8111 度
。

如果侧度仅取实值
,

lRJ 称为有限侧度
。

如果测度具

有可数可加性
,

圳称为 叮一侧度
。

役 召 是环M上的侧度
,

A
,

B 分别是 口的子集粗成的族
。

对 刃 `
M

,

我们称 A 关
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于 产 自内逼近 E ,

若
产 ( 刃 ) 二 、 尹 { 川 D ) : D

`
M 且存在 A `

A
,

便 D c A c E 于
。

若 M 伟每一集合均可 山 A 关于 产 白几逼近
,

具U称 M可由 A 关于粼自内趣近
。 〔注 1〕

对 ￡ `
M

,

我俏称 B 关于 产 自外逼近刀
,

若
产 ( E ) 二讯 f { 拭 D )

:
D ` M

,

且存在B
`

B
,

使 E c 刀二 D 蚤
.

若 M中每一集合均可 由 B 关于 声 自外逼近
,

刻称 M可由B关于 产 自外逼近
。

卜
引理 1 :

毅 M是 习上的一个环
,

A
,

B
、

是 忍的子集粗 成 的 集 族
,

使对于M上每一有限侧

度
, A

,

B 均分别 自内和 自外逼近M
。

又段 X是一个任意集合
、

C是一族由 X 到 习 内的映象
。

用 S 祀集族 { f
一 ’

( E ) :f
` C

, E `
M 圣所产生的最小环 ;用 Z韶集族 ({ 厂

’
( A :)

f
`

C
, A `

A 产) d : ; 用 U 韶集族 ( { f
一 ` ( B )

:

f
`

(二
,

B ` B ; )`
, 。

剧对于 S土的任一有限侧度声 ,
S 均可由 Z及 U关于声分别 自内及 自外逼近

。

(视〕:
作乘积空阎 牙 = 欠 岛

,

其中 岛 = 夕 ,

刘
·

每 f
o

C
。

I ` C

合屿 = M
,

对每介 C
。

用 M尹韶夕
“ 中如下形式的柱体之全体

:

,

恙 fE
/ ,

其中 E I, = 场
, , 当 厂 尧 f 及 肠

` M , 。

合 x
_

M ,一 *

(
U

_

M护
f` C \ ,` c

显然 X M r 二

,` C ( 足
。 M广)

己吕

我们定义由 X 到俨 内 的映象 C
,

使对每
二 ` X

,

侧幻 在第 f 个因子空周助投影

为 f( 灼
。

注慈到对每 尸
`

X M l ,

有 C
一 ’ ( F ) ` S , 因此由映象 C

,

便可在 X M l 上诱导

出有限侧度 P 二风
一

护一 ’ 。

用 A广记 习“ 中如下形状的集合的全体
:

X 街
, ,

其中 A I, ” 马
, ,

当 f
尸
斗了及 街

`
A

。

f
’

` C

现首先靓明 M广可由 A笋关于 p 自内 蓬沂
。

〔注 1〕 关于此概念
,

可参看〔幻
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事实上
,
没 lP “ “ f

一 ’ 为环 M l 上由 f 诱导出来的侧度
。

考虑任一 E广
` M广

,

可 有

E ` M
,

使

E广 = ,

苍 lE
, ,

其中 场
·

二 岛
; ,

当 f
`
钾 f 及 fE = E

。

由题段
,

对每 8 > O ,
存在 A ` A 及 D ` M 使

刀亡 A C E 及 P, ( E /D ) < .8

、
, , _ X

,
_

廿 `
,

_ .

_ 。
_ . 、 。 , ,

二 , 二
,

_

_ ,

,
一

月 I 一 I
, ` C n l

`

, 乡七 T 月 1
厂

一
“ `

I
r ,
曰 J , J z凡 刀了一 ` .

嗦

那 X
f , 〔 C

D尸
·

其中 D l, = 岛
, ,
当 f

’
勺 f 及 马 = 刀 。

显然 A广
` A广

,
D广

`
M广

,

且 D犷己 A广亡 E广
。

很明显有 p (召力 二 fP ( E ) 及 p ( D扣 = lP ( D )
,

由此便得 p ( E护\ 那 ) < e
。

现再征 只
M ,可由 ( u A八

J .

关于 p 自内逼近
。

、 I` C
’

l 切 .

考虑任一 F
`

X M l ,
IHJ F可表为

:

f` C

, 丸

“
` .

F , n n F , ,

此处 F产 u M ,
。

` = 1 萝二 I f ` c

二
_ ,

~ 一~
, ,

, 。 、 八 一 一
J ; _

U 二 二 二 , _

U
、 : . ~ 二 `

尸
月 `

,

出工四所陇
,

河带 。 才 u ,
仔仕巧

匕 ,` c n 了汉 巧
`

f e C 工 y i
i
一

1史 刀 J` 人于̀

~ ,
,

~ ~ i ~ 八 ~
公

\
_

e
` 才 , 戊 厂 戈

刀 ; \ 刀 ; ) 咬
-石丁

’

托甲
佑 ` 机 a劣气“ , ”

`

、 ,
·

因而我们有
:

门 D l 己 门 A I C 门 A , 及
了二 1 1二 1 了二 1

1,( 泣二加 )
、 尸

(急
(
叭山 )

<
令

,

.侣.

,

A
材n仁.

U引
=A,令

`
州芯哟

d。 ,

D ; X M , ,

,` G

且刀 C A c F 及 p ( E /D ) < e
。

由上面所征之事实
,

即表明 S 可由 Z 关于 p 自内逼近
。
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同样可孤
,

S 可由 U 关于 产 自外逼近
。

引理靓毕
。

引 理 2
:

在引理 1 的假投下
,

又毅 产 是 S 上的有限 口 一侧度
,

合
;

是 产 在 a( )S 上的扩

弧 lHJ a( )S 可由 Z攀 二 ( 2)
6 及 U

* 二 ( U a) 关于
,
分别 自内和 自外逼近

。

〔征〕
:

引用〔 4 〕的已知桔果知
,

对每 E` ( )S
,

卜
, ( E ) = 艺, `

f { , (兀 )
:

二
: ,`尹 {

,

( H ) :

E C万 `

(s )。 }

E习 H ` 气S ) ; 蛋

( 1 )

( 2 )

对任 e > o
,

由 ( 2 ) 知存在 H
` ( S ) 。

,

使 E习 H

, ( : / H ) <

鲁
·

H 可表为如下形状
:

OC
H = 门 H ` 一 H “ S

。

`二 1

由引理 1 拮果知
,

对每 H ` ,

存在 Z“ Z 及 F “ S 使 F ` C Z ` C H
.

及
,

(石
`

/H ` )

e

2 ` + l

E ` ,
及 Z == 门 Z ` ,

具IJ F
o a ( S )

,
Z : 2 .

`= 1

且 F c : c 。及
,

( H / F ) <粤
/

OCc同
一一F令

由此有 F 已 Z C E 且 以 石 /厂 ) < e
。

这就征明 了 口 ( S ) 可由Z带关于
, 自内逼近

。

引用 ( 1 )式及引理 1
,

同样可靓
: 试 )S 可由 U

带

关于
F 自外逼近

。

引理靓毕
。

毅
,
是 试 )S 上的 口一侧度

, H是任一由 X 的子集粗成的 集 族
。

对 E ` 。 ( )S 若存

在 D ` ,
F “ a ( S ) 及 H “ H

, 艺二 1
,

2
,

3
,

… … ,
使 D ` C H ` C F ` , , ( F ` ) < + co

,

玄二 1
,

2
,
.3

, ·

… ,
及 E c U D `

`= 1

lHJ 称 E 是 ( , ,
11冲一 有限

.

定理 1

在引理 1 的假殷下
,

又投
,
是 。 ( )S 上的 6 一侧度

,

卿J我 f肖有如下粘篇
:

1) 若每一万
`
以 S )

,

满足
, (万 ) < + oo ,

均为 (
二 ,

U
*

) 6 一有限
,

剧 试 )S 可由 U
帝

关

于
,

自外逼近
。

2) a( )S 中每一 (
; ,

Z
*

) d 一有限集均可由Z
*

关于
F 自内逼近

。

〔兹 〕
:

1) 鼓分以下各种情形加么征之
。

对任 E `
a( S )

.

若
, ( E ) = + oo ,

刻桔益 自明
。
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刁,喇

若存在 U
o

U
带

及 F
`

a( )S使 E C U C刃
,

.

且
,

( F ) < 十 oo
。

我俏把映象族 C 限制于

F
,

考虑定义在 F 上的映象族 { f }F
:

介 C }
,

另外再考虑 F上的 ` 一 环 6 ( S ) n F,

引用引理 1及 2便知 试 S ) n F 可由日
帝 n 尸 关于

, 自外逼近
。

因 刃 C U C F
,

所级
E 可由 U 帝 n U 关于

F

自外逼 近
。

即刃可由 口辛 关于
二

白外通近
。

若
,

( E ) < + co
,

只IJ存在D ` ,

F “ a ( S )及 U “ U
*

使 D ` C U ` C F ` , ,
( F `

) < + oo
,

印
二 l

,

2
,
3

, …
,

及 石 C U D ` 。

令石
, = E 日D : , E Z二 ( E / D : ) 日 D Z ,

… ,

`二 l

` 一 I

E . = ( E / t」 D , ) 日D ` ,

…
,

,

I = 1

员IJ石` C 叮` C 尸、 ,

且
,

( F `
) < + co

, ￡= i ,

2
,

3 ,

…
,

由上而已靓的事实知
,

对任 e > o
。

存

* 。 _ , , 。 、

二开
_ ` , . 、 。 , 行 , 二 r,

_

, 。 , 。 、
e 人

, ,

碧 寿 。 _
价 。

:

“
J 、 ` 二。 、 。 , “ LJ `。 U ,̀ 。 ` “ U `一 “

:

已“ 、 “ ` I “ . , 久 乎
O

节 LJ = `
岁

, U ` , J L 一 `
岁

, 几
`

具lJ 。 ` 。 ` , 、 ` 。 ( s )
,

且 : c v 二 、 ,

升有
,

(二 z: ) 、 吕
; (二`

z: ` ) < 。
。

` = 1

粽合上越各种情形
, 便知a( )S 可由 U拼 关于

v 自外逼近
。

2 )又少砍 a( S )
。

首先靓明 :若存在 Z
。 `

Z 带
及 F

。
试 )S 使以 F ) < + oo 及 E C Z

。
C F

,

RIJ E可由2
.

关于
,

自内逼近
。

事实上
,
考虑定义在 F上的映 象 族 { fI :F 介 C } 及 F上的 6 一环 a( S ) n F

,

引用

引理 1 及 2 便知侧 5) n F 可由Z 奋门F 关于
,

自内逼近
。

因 E绍 ( )S n F
,

故对任 e > O
,

存

在尤
` a ( S )

, Z ` Z
* ,

使 K C Z 门 F C 石及
,

( E /万 ) < e
。

因 Z
。

n Z
`

Z 帝
且满足 兀 C Z 。

n Z C E ,

故知 E可由 Z
*

关于
,

自内逼近
。

其次
,

若 E是口( S )中的 ( , ,
Z , ) a一有限集

,
员1J存在 D ` , F :̀ a ( S )及 Z “ Z

*

使D ` C Z ` C

F ` , , ( F ` ) < + co
, ￡二 1 , 2 , 3 , … ,

及 E C U D ` 。

`= 1

J
伪

令 厂 = u E ` ,

其中尽
` = I

= (酬 U 马 )n D ` ,

lRJ 锗从互不相交
,

.

且 E ` C D ` C Z ` C F
. 。

步= r

由 上而已靓的事实知
,
对每 e > O

,

存在 凡
`

Z
*

及万“ a( )S 使K ` C Z ` C 凡且
F ( E `

/万
` )

, e

\
~

几二1不万 。
田刀石月

:

乙 ’ .

·

(如 )
一

勤
/
价黝助 一

普
一

、 , 一

事

由上式可知
,
若

,
( E ) < + oo ,

lHJ 存在自然数
, ` ,
使
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誉
, / `

)
)

·
( · ,一 e

。/
户

l、
、、

,乙一 _ ?毛 1

令 Z , = U Z ` ,

具叮Z , ` Z气且 u 万` C乙 C `
。

落= 1 `= 1 声

/ 。 \ /
。 : \

若
·

( “ ’ 一 +
一 “ U

·

又
`

野
`

)
一 + 一 对任 M > 0

,

存在处
,

使
·

气挺
1

叼
> ’ ` 。

卜 ?乙2

合 2 2 = U
`= 1

_ ,丢2

几
,

则熟
`

Z
* ,

且 U 万 ` C 凡 e E
,

`= 1

总而言之
。

这便蔽得 6 ( )S 中每一 ( , ,
Z

*

)小一有限集
,
均可由 Z

*

关于
夕 自内逼近

。

定理靓毕
。

〔注 〕从上述对于定理 1
,

2) 的征明中可看到
,
其实我们得到了一个更强的拮果郎

E 可由Z
*

中侧度为有限的集合关于
, 自内逼近

。

县 2

在本节中
,

我们把定理 1 用于甜流拓扑空简上的侧度
,
得出了 ( 3〕 , 〔4〕中的一

些相应枯果
。

先胎出如下命题
:

命题
:

毅 习 是道接土的 B or le 集
,

M是 g 上的圣体 B or el 子集
, A是 夕上的全体紧子集

,

B 是 习上的全体开子集
,

lRJ 对每一M上的有限 G 一侧度 群 , M均可 山A及 B关于 # 分

别自内和自外逼近
。

即
:

对每 E `
M

,

户 ( E ) . 5 , ` p { 声 ( A )
: E o A

o
A } ( 3 )

= 艺?`
.

f { 产 ( B )
: E e B `

B }
。

( 4 )

〔征〕:

( 3 )式可由 ( 4 〕,
P

.

4 O习题 10 的枯果推得
。

现靓 ( 4 )
,

对每 E `
M , 考虑到 E ,

由 ( 3 )有

产 (夕 ZE ) = 、 尹 {
产 ( A )

: E : A ` A }

所级
、
声 ( E ) = 产 (忍 ) 一 s “ 尹 { “ ( A )

: 石。 A o A }

。 认 f { “ (习 /A )
: E o A ` A }

== 玄。 f { # ( B )
: E C B : B 圣

。

靓毕
.

下面抬出定理 1 的两个应用
。

1
.

殷定理 l 中的不是一 个拓扑空周
,
夕是道麟

,

M 取作为直麟上的全体 B or el 集
,
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A是 道枝上的全体紧子集
,

B是道拢上的全体开子集
,

C为X
_

七的全体搜箱函数
。

很明显
,

此时 Z
*

为X上的全体 Z 一 集族
,

U
*

为 X上的圣体 U 一集族 〔注 2〕
,

a ( )S

是包含Z气或 U
*

)的最小 6 一代数
。

` 由此便可得如下定理
:

、
刁

定理 2 :

投 X是拓扑空简
,

用 O
*

韶X上的全体 U 一集
,
用 Z帝韶 X上的全体 Z 一集

,

可 )S 为

包含 U
*

(或 Z *
)的最小` 一代数

,

对于或 )S 上的 6 一侧度
, ,

若使得每一具有有限侧

度的集合
,

均 (
, ,

口
*

) a 一有限
,

具lJ̀ ( S )可由 U
*

关于
F 自外通近

,

而 且 a ( S ) 中每

一 (
, ,

Z
*

a) 一有限集
,
可由 Z

*

关于
,

自内逼扳
。

特别
, 当 ;

是有限 d 一侧度
,

则 a( )S 可由 U
*

及Z
*

关于
F

分 别 自外和 自内逼近
。

注意到每一 (
, ,

Z
*

)口一 有限集必然是 (
, ,

U
*

)` 一有限集
、

便知定理 2 即〔 3 J中所

轮的拮果
。

2
.

现在假没定理 1 中的 X 是一个局部紧 H au sd or ff 空简
, 口 是政楼

,

M 是政耪

L全体不含原点的 B or el 集
, A 是直蔑上全体不含原点的紧子集

,
B 是直挽上全体

不含原 点的开子集
,

C 是X上全体具有紧支柱的连履函数
。

此时
,

Z
辛

为 X 上的全体紧口。集
,

试 S )为全体紧 G 。集所产生的最小 6 一 环
,

即 X

上的全体 B ia l’e 集 (按 〔 4 〕的定义 )
,

U
*

中每一集合均为 X 上 的 开 B a ir e 集
。

( 其

实
,

U
*

即为 X 上之全体开 B ia er 集
,

但为了得到下而的 定理 3
,

我们 并没有用到

此事实
。

)

现来靓明上越事实
:

o1
,

兹征明 Z
*

为 X 上的全体紧 G 舀 集
。

事实上
,

对直挽上任一不含原点的阴集 月 和 介 C
,

f
一 ’ ( A )显然是 X 上的紧 G口

集
,

又因紧 G a 集之有限并
、

可数交仍为紧 G 口 集
,

故知 Z
*

中每一集合均 为 紧 G舀

集
。

反之
, 对任一 X上的紧 G a 集 尸

,

由于 X 是局部紧的
,
所以 存 在 开 集 G 。 ,

, `二 1 ,
2

, … …
,

及紧 万
,

使 闷

件
G

8n
G 。
二兀

, 、 二 1 ,
2

, … … , _

几F =

取 X 土速擅函数
.

f
, ,

满足
:

} O

几 一 )
牛

( 2
,̀

在 G 。

外
。

在 F 上
。

〔注 2 〕一个集合称为 z 一 集
,

若它能表为形状 : {
x o X : f(

x
) = 0

,

f ` }
,

一个集台称为 U 一 集
,

若它能表为形状 : { x 以 : f (
、

)尹 。
,

f ` }
。
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一 ”
- 舟 _

1
且 口 ( f

。

戈 借矿
-

孟 “ -
、 以 ” 、

Z
.T

伪
则

.

厂 “ 乙 人
`

C
,

一

且 F = f
一 , ( 1)

。

这便知 F
o

Z
* 。

伟 = 1

o2
,

再靓明 U
*

中每一集合均为开 B ia r e 集
。

段 B 为直接上任一不含原点之 开 集
, llH B 可表为 B 二 ,

其中每一成
;

均几
A

OCU

卜
为不 含原点之阴集

。

因 而 F
一 ’ ( B ) 为 X 上开集

,

且由
`

f
一 ’ ( B ) 二 f

一 ’
(月

,

) 又 知

f
一 ’ ( B ) 为 I 3a i r e 集

。

自口广
’ ( B ) 为开 B a i r e 集

。

又因少干B a i r e 集的 tJ’ I狠交
、

可 数井

仍为开 B ia er 集
,

故知 U * 中每一集合均为开 B a i er 集
。

按 ( 4 〕中的笼义
,

局部紧 H au ds or ff 空简 X 上的 B ia er 侧度
F

是指定义在全体

B ia r e 集 6 ( )S 上的非负
、

广义实值
、

可数可加集函数
,

且使得对于每 一 聚 G 口 集

另
,

均有
二

( Z ) < 十 co
。

不难红明
,

对任一 B a i r e 侧度
, ,

每一 B a i r e 集均是 ( , ,

Z
*

) 和 ( , ,
U

*

) 6一 有

限的
。

由此可得如下定理
:

定理 3 :
每一 B ia er 侧度

F
均是正 lRJ 的

。

郎 a( )S 可由 U * 和 Z
*

关于
; 分 别 自外

和自内逼近
。

上越定理郎是 〔 4 〕中第十章之 9 52 定理 G
。
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