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系杭渐近稳定性的估植

范 达

(数学力学水 )

摘 要

本文对兼一类非自治微分系就
,

它佣的系数可以是无界的
,

求出各 系 数在某各条

件的估值界限
,
使能获得渐近稳定

。

在 号1 考虑校性系抗 ( 1
.

1 )
: 若其中 (P )t 随意 分

为 p 、
(
t
) + p Z ( t )具IJ得定理 1

.

2 ; 若分为上下三角形 A (
t
)+ B ( t ) 旦lJ得定理 1

.

2
。

在 9 2

蒲非换性系航 (2
.

1)
,

其非钱性部分 f( t
, x

)在条件 ( V )I 下得定理2
.

1和2
,
2

。

最近文〔 1 〕曾用 犷一 函数方
,

法研究过一类具无界系数裁性系貌渐近稳定性且建

立了一个算作较筒便的判别准 lHJ
,

本文拟用积分不等式进行时希一类可以是无界系

数的麟性系毓解的界限 ( 使之能渐近稳定的界限 )
,

并由此导出一类较文〔 1 〕稍为

广些的渐近稳定的具无界系数鹿性系枕
,

同时我俏也豺希了非技性系就的渐近稳定

性
。

孰 簇 性 系 枕

我俏考虑麟性微分方程粗
:

d二 /d亡 = 通 (`)
二 + p (云)二 ,

( 1
.

1 )

假定
。阶方阵」 (云) = d` a夕 ( 尹 : (亡)

, 尹2 (亡)
,

…
, 尹。

( t ) ) 和 p ( 亡) == ( p ` , ( t ) )
1, ,

在 云》 0

上是速藕的
。

把 p ( O随意裂分为二个速植方障
:

p (忿) = P , (亡) + P Z (亡)

于是可写 ( 1
.

1 ) 为
:

1 9 6 5年 3 月 9 日收到
。
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d二 /d云= 注 ( t )二 + ( p : (￡) + P Z
(亡)〕二 ( 1

.

1
’
)

定理 1
.

1 假殷存在常数 勺

( 1 1 ) p ` (亡) 叹 一

a ,

口
, C ,

D
、

五 和 亡. 》 0 使得

, , ,
> 0

, 亡》 亡* ,

(艺二 1 , 2 , …
, ? ;

)

` ” ,

}:
.

11尸
: ( t ) 1ld“ e` a + 五 , C

,五> o
, : 》 : . ,

( l , ) jj尸
2 ( : ) 1jd

: ` D `口 + 五 , 刀 》 o
, ` > 。.

那么
,
如果

二 口 =

= l ,

1
, r >

口 < 1 ,

口 二 1 ,

口 < 1
。

, 、 ( C + D )
.

r > ” C
。

a < 1

a < 1

尹
>

牲 D

,工2
几工J4

产!
、

!
了
胜

l
ee、

VlI

四种情形中有任一情形成立
,

lBJ 必存在常数丑 ( K > O ) 和 p ( 0 < p < 1 )
,

使

得粗 ( 1
.

1 ’

) 的解满足估值
:

( . ) !!
劣 (亡川 ` 万 !}

二 ( `
o

) n二
f 。 , 艺夯 `。 》 o

从两粗 ( 1
. 1护 ) 的解是渐近稳定的

。

〔班〕 由条件 ( I 二)可得知
,
对于一切 t 》 尹 有

,卜、。)。、 一
(̀ 一 `

, .卜 (!
·

) ,! + !:一
r (̀ 一 r , ( 、! p l

(
·
) ,!+ 、p

Z (· ) }})!卜(
·

)!:“
·

再应用 B e l lm a n 不等式 ( 〔 5〕
,

P
.

3 5 ) 及条件 ( I ,
)

,

( l : )可得

}!
·
(` , 11一 I]

· ( ·̀ , 11… ,

卜
· `

〔卜
’

尹
: a 一 ` 一

孚
`“一 ` - 2 ,乞R + ,

·

t .

r云
( 1

.

5 )

易见 ,
必存在常数 p ( O < p < 1 ) 和足够大的少》 尹使得对于 ( VI

: )中任一情形
,

当 亡》 T 时昔有
:

, ` C
, a 一 1

l 一

一
`

一
r

生竺 。口一 1 2 2, R + 云*

,
·

亡
> P > O

因此
,

由 ( 1
.

5 ) 得
:

11
二 ( : ) I! ( 。

11
二 (`

,

) 11
。一 r p ` , ` ) 少 ) ` *

( 1
.

6 )

今毅 x (的 : X 〔0) = E 为粗 ( 1
.

1 ,

)的基解阵
,
于是粗 ( 1

.

1 ’
)的解可表为

:

二
( `) == X ( f ) J

一 ’ (艺
。
)二 (云

。
)

, 艺> 艺。 》 0 ( 1
.

7 )
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会 K l 二 ?`

1IX ( t* ) X
一 ’ (老

。
) 11

,

由 ( 1
.

6 )及 ( 1
.

7 )宫p得

11
劣 (`川 咬 尤 :

[}
二 ( , 。 ) 1}

。一 r p亡 , 亡夕 少
.

此示对于 艺。 ) T 定理已得征
。

而对于 少> 艺。 》 0
,

因可以选取 K : 二 c 。二亡> 0 使

于是会万 二

I}x ( ` ) J
一 ,

( *
。
) 1沐 万 2。一 ,

’

p t , ,。 咬 ` 戈 少
.

二二 (无 : ,

K Z
)便可得扯

I!
二 ( t ) 11` 万 !l

二 ( `
。
) 1

1。一 r p t 。 》 `。 > 0
.

往下我俏考察 p (幻的一种值得注意的特殊裂分
:

P (亡) = A (亡) + B (亡) ( 1
.

8 )

其中

\ 、

|
|

;
一

~ ~
.
~

·

一
~

一 p ,。 ( O

月 (亡) B (云) =

尹 , ,

(亡)
。

一

、 、、|
.||11
1
.

|
ee|11//0

卜
··
····-·-
-
·-······-̀̀····

:0

尹。 。 一 ,
(云)

ù
.

勺今
0
了t、忆了、

2
-.-
...............--------

件p尹

//了||

|
!||l|
.
.

|
、、
\

几

一一

于是可写 ( 1
.

1) 为

汉x
/碌艺= A (云)二 + 〔A ( ` ) + B (亡)〕二

而在此情况下我们有
:

定理 1
.

2 假投存在常数
: ; a ,

口
, C ,

D
,
刀 和 户 》 0

( 1
.

1 `,
)

( I : ) 尹` (亡) 咬一 : , ,
·

> 0
, 亡 ) 艺. ( `二 1 , 2 , …

}l通 (
r ) !!、

: ` e , a + 五 , C , R ) o
, ` ) , ,

**

子
f|八才厂|月
`

( 亚2 )

( 1 2 )
: , D , _ 、 . J _

一 。 声
,

。
, 、

~ 八 :

~
, *

}{ 刀戈 1 ) } “ `
,二七 , j `

个 l ` 多 1 , 二多 , U , “
` `

r十 沈
( W Z ) } {尹“ (

r
) }d丁 < + OO

,
(葱二 1 , 2 , … , ,` )

J

0

那次
,

如果
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a = 口二 1 , , > 城 C + D )

1 ,

a < 1 ,

月 < 1

口崛 1

,123

矶

三种情形中有任一情形成立
,

剧必存在常 数 尤 ( K > O )和 p ( O < p < 1 ) 使得粗

( 1
.

1
却

) 的解浦足估值

}i
二
( * ) }}` 犬 }l

二
( ,

。
) }{

。一 r p

气
, 》 t。 》 o ` * ,

从而粗 ( 1
.

1“
) 的解是渐赶稳定的

.

〔肛〕 由定理 1
.

1 ,

对于情形 (V Z ) 1) 定理显然成立
。
现在我们考察情形 ( V

Z
) 2 )

。

为此迭取足够小的常数 以 0 ` e < 1 )使

, > e
?` C ( 1

.

9 )

令对粗 ( 1
.

1”

) 作 e一 变换
:

夕 = 口二 , 口 , d艺叩 ( e
,

e
Z , … ,

e
份

)
.

( 1
.

1 0 )

于是粗 ( 1
.

1”

) 即化为

d y l d亡 “ 滩 (之) y + p (艺) , ( 1
.

1 1 )

其中 p ( O 二 口 p ( O公一 ’
三 ( 八 I (幻 ) 寸

,

而显然有

八 , (` ) 二 e`
一才p ` , (亡)

, ￡,

J “ 1 , … , 。
.

( 1
.

22 )

现在象
.

( 1
.

8 ) 那样
,

类似地 把 p ( O裂分为二
,

而此时 ( 1
.

n ) 有 ( 1
.

1 11

) 类

似形状
:

d夕/d t “ 通 (云)夕 + 〔A (亡) + B ( t )〕夕 ( 1
.

1 1 ’
)

由 ( 1
.

12 ) 及条件 ( I : )
,

( 皿: )
,

( 万 :
) 易靓得

:

当 亡》 云* 时

式一如
ldI

·
叹 创+at 天

,

{:
* “ 万(

·
) 。 “

· 、 。

一
D 。 , 、 关

·

元 - C。几 S。 > 0

再注意到 ( 1
.

9 )
,

根据定理 1
.

1情形 ( 『 , ) 2) 得知对于粗 ( 1
.

11
’
) 的解痛足估

值式 ( 帝 ) , 又因 11口 一! , 11必一 ` 11 = 。 0 0 5老 > 0
,

故粗 ( 1
.

1 ,,

)的解亦满足估值式 ( 帝 )
,

这里仅可能常数K 有所差异
。

至于
’

清形 (
, 2

) 3) 可仿靓得 (略 )
。

推瞄 1 段 , ` , ( ` ) 二 ,去
` ’ (` ) + ,扩

、 (` )
,

( `产 j )
,

、

而 ,扩
’ (` )在 `> C

,

上连箱

( 艺
,

了= 1 ,
2

, … , ,、 , 无二 1 ,
2 )

。

如果
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1 ) 尹“ (亡)毛 一 , , ,
> 0 , 艺) T 》 0

2 ) 1 1尹
“ ( : ) I d :

< + co
,

+ CO

尹卉
2 ’ ( :

)! d :
< + ao ( `

,

j 二 i ,
2

,

… 。 , f产 J )

3 ) 尹舀
, ’ ( ` )。 0

,

当“ OO ,
(`夕 J

4 ) ;舀
, ’ ( ` ) (` < j )在 ` “ 0 上有界

则存在常数 k( 无 > 0 )和 p ( 0 < p < 1) 使得粗 ( 1
。

1) 的解潇足估值

}l
二
( : ) 11̀ 。11

二
(:

。
)11

。一护 p亡 , .

。 ) : 。 》 o
( .

从而粗 ( 1
.

1) 的解是渐近稳定的
。

〔征提示 〕 作
夕二 口一 1劣 ,

推旅 2 役 , ` , (` ) 二 尹舀
, ’ ( ` ) + ; 扩

’ (` ) (艺翻 )而 ,护
’ (` )在 ` ) o上述值 (` = i ,

2 , … `
,

j “ 1 ,
2

, 二 ` )
,

如果可以求得速箱可微的对角形障

U (亡) = d玄。 g ( 、 ,
(亡)

, 。 2
( t )

,
`

一 , 。 .

(亡) )

使得当 t 》 尸 〕 0 ( `
*

可以充分大 )时下列条件成立
:

i ) 1
。 `

(色) }》 无̀ 二 e o o s老> o , 而

, ` (。) +
龟̀ , `

(。 ) z
。 ` ( 。)喊 一 ,

(
: > o )

,

f中 r,
“ ( :

)一d
: < + OO

,

或更一般
,

甜
“
0

尹` (艺) + ,“ :

(云) l
。 `

(亡) + 尹“ (亡)三。` ( ’ ) (` ) + 9` ( 2 ) (亡)
,

而

。“ , , ( 。 ) 、 一 , ,

{
“ }。“

` , ( : ) l d
: < + OO

J

O

2 ) ( 。 `
(艺) l

, 。 , ( t ) ) 尹` , ( 亡)今 0 ( 忿兮 , 时 ) (艺> J

(
, `

(己) /
、 , (` ) ) p ` , (云) 有界 (￡ < J )

3 ) I { (
, “ (

: ) l
、 I ( r ) ) 尹` , ( :

) Id
: < + , (￡笋 j )

lRJ 存在常数万 ( K > 0 ) 和 p ( O < p < 1 )使得粗 ( 1 , 1 )的解潇足估值

11
` ( `川“ I卜( t。 ) I

e一尹p亡
( .

从而粗 ( 1
.

1) 的解是渐近稳定的
。

〔靓提示 〕 作

夕= U ( t )
二 。
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推摘 3 投 尹 , , ( `) 。 尹舀
, ’ (` ) + p扩

’ ( `) (艺笋了) , 而尹扩
’ (` ) 在 ` 》 0上 速 藏

( 艺
,

j 二 1
,

2
,

… , 、 ; 无= 1
,

2 )
,
如果

1 ) 乡
`
(亡) < , , , > 0 , 云> 亡*

》 0

{
` ! ,

“ ( :
) l d

: < + OO (、二 1
, 2 ,

…
, , )

砂

0

2 ) 对于 ` < j (￡= i
,
2

,

…
, , 一 i , j 二 2

,

3
,

…
, 。 ) 尹护

’ (` )是 `的 多厦式且它朽

的次数最高者为 幻次
,

而

。 。一无, l ,扩
, ( 。 ) ld 。 < + ao

3 ) 对于 艺> 了 (玄== 2
,

3
,

… ” , j = 1 , … , ” 一 1 )

, 。
! , (` , · O

(
` aI

一 “ 。一 ’ ` ,

)

。 。 a `
一` } ,扩

, (` ) Id` < + `

0

其中

刀二 == e o z̀ s老> 0
. 7

a l = o a ` =

乞

D
吕== 2

剧存在常数袱无 > 0 )和 p ( 0 < p < 1) 使得粗 ( 1
,

1) 的解满足估值

1
1
二 (。) l}` 。 }I

二
( :

。
) }l

。一 r p云 ,
: 里 :

。
) o

从而粗 ( 1
.

1) 的解是渐近稳定的
。

例 1 考虑接性粗

己劣 , zd ` = (。 e 。 , t一 。 )二 , + (` + ; z : 孟 ) 二 2

( 1
.

2 1 )

1
_ .

/
_

。 , _ _ , 」 、 _ _

口劣 , 1 0 ` 二二二二 , 二 , ~ -一~ 二~丁 1 ~ 下厂 劣 ,
’

个 t C O 沁 7乙` 一 肠拼
,

( 亡+ 1 )
’ 甲 。

其中常数 古 > o , 之》 0
,

}
a
} < b ,

}
。
1< d , 夕任意

显兑
,

粗 ( 1
.

21 )潇足推希 3 的一切条件
,

因此它的解是渐近稳定的
。

在文〔 1 )中靓明过当
a = 。 二 g 二 0

, b = d = 1时粗 (1
。

2 1) 是渐 近 稳 定的
。

然而

当 a Z + 。 2
产 0 时

,

文〔 i 〕的方法却失效
.

又对于
a = 。 “ 夕 二 0

, b = d 二 1
, 舀= 2

的情形也被文 ( 2 〕考虑技
,

但文 ( 2 〕仅能题明这一特殊情形是稳定的
。
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如 非 楼 性 系 枕

视在我俩把 号1 中获得的拮胎推广到考虑非裁性微分方程粗

d二 l己亡= 注 (云)
二 + 尹 ( t) 二 + f (亡

, 二
) ( 2

.

1 )

其中
。 阶方障通 (好

,

(P 的与 号l相同
.

而 f( 亡,

习是在城 忍: 亡》 O
,

}目峨 H ( H > 0) 上

的
。
雄莲麟向量且关于

二
满足 几脚

。从加 条件

由 尹 ( e 的裂分 ( 1
.

4) 可写

d二 / d云= A (艺)
二 + 〔 p l (亡) + p Z ( ` ) 〕 二 + f (亡

.

$ ) ( 2
.

1 `
)

定理 2
.

1 假投定理 1
.

1中条件 ( 丁:
)

,

( I 日及 (皿 : )成立
,

又没

1{f (云
. 二
川喊 夕(` ) }1

公

}1
,

( `
, 二 ) : 夕 ( V

: )

。 , (` )己“ “ 口+ 五
, a == 。。 ,; : ` 》 o

那么
,

如果下面表 1 中八种情形有任一情形成立
,

lRJ 粗 (2
.

1 `

)的零解
二 二 O渐近

稳定

aaaaa = }}} a < }}}

夕夕= {{{ 7 > 。
( C + D + G ))) 7 > n ( C + D ))) 下> n ( D + G ))) 7 > n DDD

月月< lll 下> n ( C + G ))) 下> n CCC 下> n GGGGG

口口口= lll 舀< !!! ` “ 1 }}}{
: < {{{

〔靓〕 选取奋
:

!! fl[ < H
,

投
劣
( O

: 《 `帝 ) = 右为粗 (2
.

1
’

)的解
,

今变动 `> 沪 使

当 尹 ` r 叹 也时 l}
: ( :

川 < H
,

于是在这些条件下有

,

二
、

_ , ,
,

.
、

「云
, , ,

_
、

_ _ _
. , 、

f r _
, 、

_
, `

飞
, ` . , , _ 、

)
,

劣 t 艺” 工 气艺’ 厂L艺
’ ) 了 ( ` 一 ’ +

{
。 , 了 ( ` ’ x 一 ’

L r 夕
i LJ’

, L r )干厂 , L
r
) J

$ L r ) + j ( 丁
,劣 ( r ) ) i

“ 丁

由 ( 1
.

3 )及条件 ( I : )
,

( 11 1
)

。

( 111 ; )
,

( W l )和应用 刀 e l l , n a 二 不等式补算得

”
·
( ` , ,,叹

,乞

一l
· (

·̀
) .1二 ,

{一
` 〔卜孚

` “ 一 ` -
~

些些 ` 尽一 `

( 2
.

2 )

、口t护,11

、 .,护兰旦 , `一 , 3性 R + r艺*

r亡

易晃
,

必存在常数 以 。 < p < 1) 及足够大的 少夕尹 使 B 对于表 i 中任一情形
,

当 之》 少 时替有
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1 一 止二 产
一 ` 一 里旦 沪

一 , _

又由 ( 〔 4 〕
, 尹尹

.

8 ,
13 一 1 5 )可知

:

( 8 /
, , ,

e )使得当 11
二 (￡

*

川< 刀时

3性 R + 犷艺*

9’ 亡
> P (二士

.

3 )

可选取常数 仑 :0 < e < H 和 刀 : O < 刀 ( , 俪

rl
二 (` ) l}戈 I}

二 (。
,

) !I
。 沦(`

一 t ’ ) < e < 万
, ` *

< “ 少
(二三

.

4 )

于是
,

由 (2
.

2 )
,

(2
.

3) 及 (2
.

4) 可征得
:

当”
二 (￡

*

川< , 时
,

对于一切 ` 》 尹 曹有
:

11
二 ( `) I}气

。
11
二 ( :

*

) !l
。一 r p亡

由此可知粗 ( 2
.

1 ’

)的零解
二 == O是渐近稳定的

。

特别
, 关于尸 (约的裂分 ( 1

.

8 ) ,
此时

d x
/d t一 A ( t )二 + p (` )二 + f (亡

, 二 ) ( 2
.

1 11

)

三 A (止)二 + 〔A (云) + B (云)〕二+ f (忿
, 二

)

我仍用类似于定理 1
.

2的盔明方法
, 同样可级由定理 2

.

1靓得
:

定理 2
.

2 假毅定理 1
.

2条件 ( 1 2
)

,

( 11 2 )〔 1
: )及 (份

2 )和定理 2
.

1中条件 ( V ,
)成

立
,

lRJ 对于表 n 中八种情形的任一情形
,

粗 ( 2
.

1”
)的零解

二 = 0 昔渐近稳 定
: ,

这里

所稍表 I 即从表工中仅解除限制
: > 。 C , ,

·

>
。 D而成

。

例 2 考虑非接性粗〔 1 〕

d二 :
/d云= (一 3 /2 + a召￡, 云)二 : + 忿二 2 + 。 ,公

子+ 亡, 二 圣
(二考

.

5 )
, , ,

1
. , 。

. 1
月

_ , 、 . , , . , 、 ,
. , , _ _ , 、 _ _

,

a 劣 , l “ ` == 不不I于
山 劣 ,十 仁一 乙 一 ” U o 吕`少劣 , 个 、 ` 十 工 ) 劣了个 、 ` o , ` ) 汤 乏

其中常数 }
。

1̀ 母
,

}川喊 告
’

特别
,
对于 萨 + 尽 == 0 的情形是文〔 1 〕所考虑的

,

并 且 蔽 明 了 此 情形零解
二 : 二 二 : = O是渐近稳定的

,
观在我 俩 利 用 lNj 建 立 的 定理往孤粗 ( 2

.

5 ) (不一定要

沪 + 价 “ 0) 的零解也渐近稳定

事实上
,
置

夕。 , 。 ; (亡)二一二 亡e宕, l

夕2“ “ 2
(云)劣2 “ 七2“ 劣 2

于是粗 ( 2
.

5) 可化为

` , : z“ 一 ( 一 1 22 + 1 /̀ + 。 “ ` ,乞̀
) , : + , 2+

令
, ` +

` , 2`d` 一

渝
” 1+ ( 一 ` + 2 “ + “ C。 吕̀ , , 2 +

1

忿e`

云+ 1

e`

l o q云二
一

r 花兀丁 ,

由蔚算可脆征粗 (2
.

6 )满足定理 2
.

2中情形
a = 母= 告 < 1 ,

口二 1 的一 切条件
,

故

粗 ( 2
.

6) 的零解 , : = 夕: 二 O渐近稳定
,

从而粗 (2
.

5) 的零解
二 : = 勺 = O 渐近稳定

。
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