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非胜 定 常微粗 的稳定 性

卜 蒋 延 铸

(数学力学系 )

木文利用改变自变量的方祛和 月只n y H o B 第二方法来研究楼性粗的 稳 定 性朋

题
.

对于方程
.

己不 ,

d乙
= 公

a : I (亡)二 , ( s == 1
,

…
, 、

) ( 1 )

如果系数aaI (约恕过四 lHJ 运算始批 只有有限个极植点 (郎不是无限振 动 的 ) ,
则 它的

稳定性简越
,
均可解决

。

在适 当条件下可推广到弃楼性粗中去
。

似下要用到自变量之变换

亡= f ( : ) ,

其中 f( 约在 〔少。 ,

oo )上是单稠增加的连渡画数
,

且当
r峥 oo 时

,

了( r )冷 oo
。

我和称这

样的变换为
“
基本变换

” 。

显然
,
基本变换的逆变换也是基本变换

。

容易靓明
,

通

过基木变换后 J’I 只 n y 任 O B 稳定性保持不变
,

面数下的定号性
,

有界 性也保持不变
。

用基本变换很易靓明周雪畴在〔 1 〕中之精果
。

由于方程 ( 1) 中系数之性盾
,
可把 ( 1) 式变为

:

d 劣
,

d亡
= 。 ( t ) 公 〔a s , + b s , (` )〕二 I ( s = 1

,

…
, ? ;

)
-

( 2 )

其中当 `充分大时
,

a( 约> O , 又 当 亡今 oo 时
,

有与 ( O峥 0
。

豁 常矩障 A = ( .a, 户

的特征根为田
:

(
。 = 1一巾

? 乙

1

)
。

( 3 )

且下分别时翁 A障的各种情况
。
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1
.

A障之一般情形

健理 ` 〕 o1 ` 贯
。

(t) 山 一 今 耐” 之所有特征 , 叭 均有血 , :

0<
,

则粗 ( “ ,

的零解渐近稳定
。

o2 若辉呻 d)t 一 oo, 而有` 使 凡份

户 ” 时
, “怀稳定

·

“ 。

若订
。
(` ,“ ` < OO

,

H[J 翘“ ,之` 解稳定但郭` 近稳定
。

}

J

〔靓〕 在情形 1
一

。 ,

2
0 ,

即可得靓
。

只要 “ `进基本变换
二 一

儿
。 ·

① “
再用 〔2〕中27 2直的 定 理

在情形 3
“ ; 取尸 = 二 , 2 + … + 、 2 ,

通过方程粗进行估值得到
.

〔推篇 l 〕 当 ( 2 )式中增加非枝性项 a( 约x
,

(亡, 二 , ,

…
, 二。

)时
,

定理仍然成立
。

其

中J
:

是
二 , ,

…
, 二。

的正 alJ 函数
,

展式不低于二次蔺
,

系数是 亡的有界函数
。

11
.

A 障有 k 个具楼性初极因子的零根

如果 A障 ( 3) 有无个具耗性初粗因子的零根
,

二本变换一此
。 · (` ,“ ` ,

及因变量的麟性变换
,

其他根均具负实部
。

通过自变 量之

可变为
:

B ( : ) 公 〔b`少+ C` I ( r )〕二一 (坛== 1
, 二 , 忍)

( 4 )
=lI

,

公倒

己劣 ` _

d T

卫兰生 二 界
o r 心二北+ I

其中常炬障 A 二

a “ 介

( a , :

+ B ( : ) 〔b , I + 几 , ( r )〕二 I ( : 二几+ i ,

…
, ?、

)
,

)补

的特征根均具负实部
.

且当
:

今 OO 时
,

B (
r )兮 O ,

几I ( :
)今 O ,

sC l ( : )峥 O , 当
:

充

芬大时
, B ( : ) > 0

.

又韶常矩障 五 = ( alt )李 ( 5 )

的特征根为

〔定理 2 〕

完̀ (艺二 1
, … , 无) , 具lJ对粗 ( 4 )有 :

,

OC
1

0

当J
: 。

B ( r ) d r == OC
·

划
` 又̀ < o

·

(￡== 1
,

一 无

时
,

零解渐近稳定
。

2 0 .

当 J二
B (

· ,击

一
且有`

使五
。
礼> 0时

,

期零解不稳定
.
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3 0
.

当 j
加
: 。

(B
丁

d)r
< 印时

,

器解稳定但弃渐近稳定
。

〔靓〕 在情形 10

中
,

取定负二次型伴
王

(
, : , … , 。 : 、 ) , l乡

厂 2 ( x 、 + , , … , , 。 )
,

求 出定正二次

峰 型 I厂 : ( 二 , ,… , 2 : )及 V Z ( 二、 + 1 ,
一

, , ,。

)
。

使涨足方程

艺
.

擎
上
(

` = 1 0 劣 ` \
乙 b` r若矛

才= 1 )
一

而
1 , ’ · ’

, 劣· ,
’

卜 公
, = 几+ 1

a V , 了 段 、
几犷 , 一 吸 乙奋 〔乙 s亡沐云 l =
U : ` s \ 公= 化+ 一 /

丫 2
(嵘

十 1 ,

…
, 二 ,

)

再合V = V l + V Z + B (
: ) 吕

, = 七+ 1
云 气

:
气气

.

`= 1

其中气
,

是待定常数
,

用以渭去将在
d V

d r
中出现的有关 B ( :

)
“ ,`“

·

,

的项“ 二 1 ,… ,无;

击
` = 无+ l ,

…
,

心
.

以保靓
1 d V

B (
:

)
是定负的

。

由〔1〕可靓雾解是渐近稳定的
。

在情形 2 “
中可类似地选取犷函数

。

J

清形 3 “

用估值的方法征明
。

〔推输 2 〕当方程 ( 4) 中各方程都增加非筱性项B (
: ) X

,

( : , 二 , , … 二。 )后
,

( J
,

之假役

与推输 1 同 )
,
定理仍然成立

。

如果 ( 5 )式之炬障 B又有实部为零之根
,

其他根均具负实部
,

一

且 J
伪

B ( r
) d

丁二 oo
r .

一

少

,口

刻必须研究系数仇式
: )’, 也可类似地作出稳定性之粘谕

,

得到相似的定理
。

111
.

矩障A具有推性因子的虚根

若川沛 ( 3 )具有一对虚特征根
,
其他根均具负实部

.

fRJ 可将 ( 2) 式变为
:

二 一 p , : + B ( :
) E 〔b 11 + (少1 , ( : )〕二 I,

才= 1

( 6 )
己
劣 ,

d r

p x , + B ( : ) U 〔b Z, + 仇 , (
T
)〕二 I ,

少二

`
d劣

, _

d r 禹
`。 , 。 、 。+ B ( : ) D 〔b

, , + (
` , , (

:
)〕二 , ( s , 3

。

…
, , ` )

,

I = 1

其中 p > 0
,

当 :
充分天时B ( : ) > 0

,

当: 分 oo 时
,
护` , (

:

)兮 0
.

(艺, 1 ,
2

, … , ? `
)

,

B ( :
)分 0

.

而炬障 I 一 (
a : : )笙

的特征根均具负实部
,

lnJ 对粗 ( 6) 有
:
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〔 , 理 3 ) 1。 若 j二
B (· )“ b ; , + 久

:
< O

,

零解渐近稳定
。

户

OC
2

0

当 J
二 。

B ( r
) d

r ` OO , b ` , + 乙2 : >
.

0
,

零解不稳定
。

,

OC _

3
0
当 J

: 。
丑 ( r ) d r < OO

〔靓 〕 在情形 a1 时
,

,

零解稳定但非渐近稳定
。

我们取

r : (二 , , 二 2 ) 二 香 ( 二 12 + 二 22 ) +
B (

r )

P

(。 , 2 + 。2 , )

晋
b , ,
一 b I f

+ 一
二二一` 一 为劣 ,

乙 ` 刁
又取定负 二次型 评 2 ( 二 : ,

…
,

洲 ) 以确定正二次型 V Z ( 二 3 ,

…
, : 。

) ,
使满足

_ 。
a犷

,

二
乙 , 了一 乙. _今 仃工 . 舀一 ,

, we J . . 一 J

然后取
: V

a , 。二 : 二 W Z
(
劣 a ,

…
,

气 ) ,

二 V , + 犷 : + V a (
二 , ,

… , 、 )

其中 犷 3 二 丑 (
:

) 会 ( a ,二 1二 , + 口
: 二 2二 ,

)
,

是待定的
。

选 取 系 数 。 : ,
,
:

借以 消

己V
_

_

去将在
勺

而了 中出现的 五 ( r ) 、 、 项 (` “ 1
,

2 ;` = 3, … ,
哟只保征 B ( : )

d V

d r

是定具的
。

由 L l
一

l可靓得拮希成立
。

在情形 2
0 ,

可类似地选取 V
。

情形 o3 用估值扶靓之
。

〔 推箫 3 〕在方程粗 ( 6 )中
,

各方程都增加非接性填
:

B ( : ) x
:

(
: ; : , ,

一 劣 。

)后
,

( X
,

之假定同推翁 1 )

定理之拮希仍然成立
。

如果 “ 1 1 + “ 2 2 一 。 , 又 f二
B (

·
)d

·

一
,

; 。需由高阶系二 C l , (· )
, C Z , (

· )来

决定
,
也有类似的桔湍

。

如果矩障 A ( 3 ) 具有 k 对接性因子的虚根
,
也可类似地制定其稳定性

。 月

现
.

矩 障
.

有 A 重 零 根

如果矩阵 A ( 3 )具有 k 重零根
,

其余根均具负实部
,

lRJ 方程 ( 2) 变为
:

d 劣 1

d r
B (

r
) 艺
I二 1

“ 1 , + 一 , (· ,〕
· , ,

( 7 )

d劣`

几石- 二 劣`一 ,
+ B ( · ,

睿〔
“` , + C` , `· ,〕

· , ` = 2
,

…
, 无)

,
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d劣 ,

d r
二 公

a , 。二 。 + 刀 ( : ) 公
心= 殆+ 1 了= 1

“ : , + `
了, , (

·

小
(“ 一 无+ 1

,

一
)

,

其中当
T
充分大时

, 刀 (
T

) > o
。
当 r 今 oo 口J

:

刀 (
:

)分 。 。 `
, ` , ( :

)兮 。 (￡二 i ,
,

二 , ? `
)

。

矩障 A “
一

(
a : 。 )笼十 1

之特征根均具负实部
,

对可访程 ( 7 )有
:

〔定理 ` ) 1a , f二
B (

:

) “ · -

一
当 ”

一
时

,

若
:

卜 b , :
> 0 则不稳定

。

当 无> 2 时
,

若 bl
。
笋 O

,

lRJ 不稳定
。

2
。

若 J二
B ( · )“

又 b : 、 == 0
。

当 无 二 3 时
,

若 b l ,卜 , + b Z ; > 0
,

别不稳定
。

当 无> 3 时
,

若 b , ,卜 : + 热
;
产 。 ,

刻不稳定
。

〔肛 〕

(厚 = 无

情形 1
_

。 ,

作 变 换气

,

把方程 ( 7

一了
。B `· , I K一 二 (` 一 1 ,

一
` , ? , 一 又

)变为方程 ( 4 )之形式
,

得到定理 2 之情形 a2
,
这

时 B 障 ( 5 )有实部为正之特征根 又。 ,刀以
。 二 饥> O ,

故关于
二 1 ,

… , 二 。

是不稳定的
。

再作变换
:
勺 一

f
` !

厂玉;百
~

击

场 (
.

7 二
,

一 的则变换后之方程

形式不变
,

这时 B 障的每个特征根均减 去了 一
玄一 故仍有实部为正 的

·

所只 关

于 y , ,

…
,
大 是不稳定的

。

二
_ _ 二

/
田

:
’

呢 一 习
〔B ( : )〕 K一 ` 鄂二

。

刀 “ ( · ’ “ r

y ` (

竺 f
r

Z J 甲 川
~

瓦丁
d :

公. 已

利用 l几
’ ( r ’ “

( s 。 无 + 1 ,

…
, , ` )

可靓笼于
劣 , ,

…
, 二。

也是不稳定的
。

情形 2o
,

作 变 换 一了(刀 ( : )〕R 一 `一 ’ “

该二 1 , … , 无 )
,

万 )

二 : 二 二 .

州 = 无 + 1 , 二 、 )
,

仿情形 a1 靓之
。

在 无 = 2 , 无 = 3 之其他情形
,

必需看高阶系 数 才 能 决 定
.

如 果 k > 3
,

石, : == 0 , b , , 、 一 : + bZ、 = 0
,

月IJ需看 b , ,

卜 : + b Z ,

卜 1 + b3 ;
之值来决定

。

对于 A 障有重虚根之情形
,

可用类似的方法来处理
。

V
.

各 种 情 形 之 混 合

以上淡到矩障 A的具接性因子零根及虚根以及重根之情况
。

还可能遇见这些不
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同类型实部为零之根之各种各样的粗合
,
若一一甜希

,

将不胜其繁
,
但基本方法将

如
_

L越
,
拮希也大致一样

。
.

例如矩障 A 具有一对虚根及 K 个具接性因子的零根时
,

( 2) 式变为
:

州
P劣 2些击

d x Z

顶万一 ` 内
, 十

+ B (
·
,

睿〔
“ 1, + C l , ( ·

小
,

B (
· ,

叠【
“ 2 , + 仇 , (

·

小
,

( 8 )
咭

d不 ,

d t
B ( : ) D

I = 1 〔
“ ` , + C` , (

·
)〕

· ,

(艺 == 3
,

…
, 无+ 2 )

,

J
.

o s

d乙 目 云
云= k+ 3一

+ B (
·
,

自卜
, + c

。 , (
·

小
( S 一 ` + 3

,

…
, ? ` )

,

其中
:

( 艺 =

p > 0 , 当 :
充分大 时

,
B ( : )> 0 , 当 :

峥 oo 时
,

B (
: )峥 0 , C一, ( r )兮 0

1 , … , , `

)
。

炬阵 A = ( as 。 )奋:
之特征根均具负实部

。

矩障 B 二 ( b` , )专
+ 2
之特征根毅为 又̀ (￡二 3

,

…
, 无+ 2 )

,

对方程 ( 8 )有
:

,

的
〔定理 5 〕 若 l o

j
r 。 B ( r ) d r = OO

,

又b , ` + b2 2 < o , R “ 又̀ < o (￡二 3
,

’ ` .

, 无+ 2 )
,

具叮零解渐近稳定
。

,

OC
Z

O

J
: 。
刀 (

r ) d r = co , 乙, ` + b2 2
及 之̀ (` 二 3

,
’ . `

, 无 + 2 ) 中有一个具正实洲`
’

旦lJ不稳定
。

3
。

若 J二
” (

· ) d· < 一 ; lJ稳定但非 , 近稳定
。

〔 推愉 4 〕 当 8式增加 B ( : )
二 :

(: 1二 ,… 二 。

) (召 == i ,
2

,

…
, ?乙 )之非枕性蔺后

,

( J
.

假定

与定理 1 同 )定理之拮篇不变
。

本文承胡金昌
、

舒淞庆两教授之指导
,

黎百恬老 师之帮助
,
强致榭意

。
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