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反 周 期 解 与 反 鞍 点 的 研 究

丁 有 炳

(数学力学系 )

摘 要

本文甜渝右边为周期项的非自治系航
。

号 9 1
,
2敲次稠和共振

,

建立反周期解的存

在唯一定理 ; 同时抬出寻求这些反周期解的有效方法
。

在 号3考虑具有反周期系数的换

性变换的某些特质
,

由此获得这系航的解集所定出的映射可有反鞍点存在的充分条件
。

本文利用 P io nc ar 6 的振动方祛 〔 ’ 〕 ,

研究了一类重要的二扭付稠和共振 ( 反 周

期解 ) 的存在周题
,
并具体地脸出决定反周期解的有效方法

,
最后还基于反周期变

换的某种特性
,

得到了一类突出的不振动情形— 映象的反鞍点之存在条件
。

上述

简题对具有周期右端的微分系就很有意义
,
颇值得探时

。

虽1 反周期解的存在定理

考虑实 外 雄微分系杭

d二 l d乙二 f ( 二
, 亡, 产 ) ( 1 )

其中假投 (下称条件a)
: 二为实

? `

雄 E cu ll d空简奋中的向量
, 亡为一雄实变量

, 召 为实小

参数
,

f(
二 , 亡,

心为
?`

雄向量函数
,

其分量是所含变量的实连渡函数
、

对
二
有一阶建凌

偏微商
、

并且关于
二为奇面数而对亡有最小正周期

二 ,

郎有

j (一劣
, 七, # ) 三 二 f (二

, ` , 召 ) , J (
二 , 亡+ 二 , 声 ) 三 f (

。 , ` , # )
,

( 2 )

在条件
a之下

,

粗 ( 1) 痛足解的存在唯一性定理 〔 2 〕 ,
故对任一 沪

。
誉

,

将 存在唯

一速擅解城艺,

护
,

川适合初值条件 城 。 ,

沪
,

川 = 二 “ 。

我们称粗 ( 1) 的解式亡,

沪
, 产 )是关于 云以

二为反周期的 ( 筒称反周期的 ) , 如果痛

足条件
:

本文于 196 5年 5 月 2 1日收到
。



第3 期 反 周期 解 与 反鞍 点 的 研呢3 3 0

二( 云 +二 , 二 o

产 )三 一 二 (￡
, 二 a

声 )
。

( 3 )

恒等于零的反周期解将称为平凡的
。

容易膝明下面的断言是正确的
:

引理 1 在条件
a
之下

,
反周期性条件 ( 3 )等价于

二 ( 二
, 二 O , 产 ) = 一 二 O 。 ( 4 )

今毅 # = O时粗 ( 1) 存在反周期解尹 (t )
,

将称粗

d、 /d云== f
:

(尹 (￡)
, 云, o

)
、 ( 5 )

为祖 (1 )关于解爪 ` ) 的李旦友鸳
,
这里几 = (叮

`
l叙 , )( 甲

二 1,. 一川是
“ 阶障 ( 以下将沿

用此种豁号而不再加以我明 )
。

在条件
。
之下

,

障了
:

(二
, 云,

川关于
二是偶的

,

郎

f
:

( 一 二 , 恋, 户 ) 三 f
:

( 二
, 亡, 召 ) , ( 6 )

故粗 ( 5) 是有
二为周期的接性齐次粗

。
依这类粗的一般理流 〔 3 〕 ,

若 U (O 为其 基解障

且U (。 ) 二氏 ( 、 阶么障 )
,

剧对它的每个解诚 ` ) ,
必有

、
雄常向量

a ,

使

。
( 老) = U (云) a 。

( 7 )

常障 U (的的特征根
,

郎代数方程

己e 亡〔U (二 ) 一 孟石
。

〕” O ( 8 )

的根之将称为粗 ( 5) 的垂勇
·

易知
, 、
乘子之的确定与 U ( ` )的选取无关

。

由引理 1 立刻可以推得

引理 2 粗 ( 5) 存在非平凡反周期解的充要条件是它具有乘子泥二 一 1
。

回到粗 ( 1 ) , 可得如下反周期解的存在定理
:

定理 1
.

若粗 ( 1) 满足条件
a
且当产 = o时存在反周期解风约

,

而变分方程 (5 ) 没 有非

平凡的反周期解
,
lRJ 对充分小的召 ,

粗 ( 1) 存在唯一连植的反周期解 叭云
, 群 ) 适 合条

件 q (亡
, o ) 三 尹 (艺)

o

〔靓〕
.

由条件
a ,

粗 ( 1) 潇足解的存在唯一性定理
。

毅城亡, a ,

川为它的 适 合初值

条件

二 ( O
, a , 召 ) 二 尹 ( O ) + a

`

( 9 )

的唯一解
,

月lJ城 亡, a ,

川关于以
, a ,

玛也是莲植的
,
故

二 (亡
, o , o ) 三 尹 (亡)

。
( 10 )

由引理 1并蔚及 ( 9 )
,

解城尤, a ,

川具反周期性之充要条件可写成
:

Q ( a , 召 )三
` (“

, a ,产 ) + 尹 ( o
) + a == 0

,
、

( 1 1 )

故对充分小的召 ,

若能唯一地确定 ( 1 1) 的速履解 a( 玛适合条件 a( 。 ) = 0 ,
剧 q( 亡

,

哟 ==
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城乙,

可户 )
, 召 )将就是滴足定理要求的粗 ( 1) 的唯一反周期解

。

因Q( a , 产 )是莲搜的
,
故为靓明a( 产 )的存在唯一性

,

依隐面数存在定理 〔` 〕 ,

只

需忽明
:

Q ( 0
,
0 ) 二 0 与 de 老〔Q a

( 0
,

0〕产 0
,

( 12 )

(注意
,
本文中豁号 O表示零障

、

零向量及数零
,

其具体意义砚出现它的公式而定
。
)

条件 ( 12) 的前半之正确性是明显的 ( 由等式 ( 1的与叭约的反周期性 )
,
而其后

牟即是

汉e云〔, a
(
汀 , o , o

) + E .f

〕笋 O
,

( 13 )

因城艺, a ,

川是粗 ( 1) 的解
,

故有恒等式
:

汉x
(￡

, a , # ) l d云= f (
二 (乙

, a , 召 )
, 亡, 召 )

.

对
a
之分量求微商并稠换微分次序之后得

己̀ a ( `
, a ,召 ) /d `二 f

:

( , (`
, a , 召 )

。 ` , 产 ) ` a
( `

, a , 户 )
,

再令
a = O与群二 O井补及 ( 10) 最后便有

:

d ` a (云
,
o

,
o ) / d t二 f

:

(尹 (云)
, ` ,

o )` a
(云

,
O

,
o )

,

此 示
, 。 (艺

,
0

,
o )是 ( 5 )的矩障解

, 又由初值条件 ( 9 )不难知道
, ` 。 (老

,
o

,

0 )是 ( 5 )的

基解障且还满足条 件
, 。 ( 0

,
o

,
0 ) == E 。 ,

故可在 ( 8 )中取
, 。

`

( `
,
o

,
0 )作 为 U ( ` )

, 至

此
,

注意定理中关于 (5 )没有非平凡的反周期解之假毅并应用 引 理 2 ,
便 可 得 靓

( 1 3 )的正确性
。

进一步来考察 ( 5 )有非平凡反周期解的情况
,

因此时粗 ( 1 )是退化的
,

故不失

一般性地可斡而研究拟腾性粗

d二 /汉亡= A二 + 可 ( 二
, 云, 召 )

,
( 1 4 )

其中A为实 、 阶常障而余如条件
。

所规定
。

相应于粗 ( 14 )的变分方程恒为

汉二 /d乙= A 、 ,

( 1 5 )

魁是常系数换性齐次粗
,

故借助矩障函数护
A ,

其一般解有形如 ( 这里
a为任意实

、
雄

常向量 )
: 〔幻

“ (亡) =
“ , A a ,

( 1 6 )

将对阵 A作如下规定 ( 称条件石 )
:

A = d艺a 夕〔A , ,
A: ,

…
, A : , B〕
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、

、
宁

叮̀1人
沙

`
、

、、../
.

O ( Zk , + 1 )
户

/扭̀龟、

一一
J;SA J 一 ( 2几, + 1 ) 0

这黔提如阶献 敲写出的元素是 “ 而嘘整礼 j 一 ` , “ ,
` ’ ` ,

妞
” 2< 习物

< 、 ’
·

而 B是
? 乙’ = 。 一 Z E 子

。 , 阶阵且

d e `〔e汀 B + E。 ,

〕产 o
。

( 18 )

若用 N
、

万 `与 N
` (该= 1

,
2 )来表示指标集

:

N = ( i , 2
,

…
, 。 ) , N l = ( 1

, 2 ,
2 , ; : + 1 , 2 ” , + 2

, … ,
2 公李

一` ?、 , + i
,
Z D李

一 ,。 , + 2 )
,

万 2 = ( 2 0 1一 i , 2 ?; ,、 2 。 : + 2 。 : 一 i
, 2。 : + 2 0 2 ,

…
,

2公于
。 ,一 i ,

2 云 f
。 , )

,

N
` = N \ N ` ,

( `一 1 ,
2 )

,

井 对
” 阶 障

“ 二 ( “ ` , )、
,

了
`
万 与 “

椎 向 量
“ = ( “ ` )、

`
歹

,
’

靛
“ , ,

一
翰琅

A ,

产 B 与 “ , 一 (叭
` A ,

( 魅里 A 、
’

B 表 N 的子集 ) 〔的 ,
lHJ 在条件 “ 之

下
,

将有关系式
:

r 兀A
.

~ 、 。
r 兀 A

.

~ 1
l 。 “ “ + 石。

.
、 , 、 , 二 0

,

. 召
`

一 + E o

l
、 , 、 ,

== 0
,

( 19 )
L

“ `
一 ”

J N :
N 一 ” ’

L
一 ’

一 J N N Z 一

d· `

〔
已` A + E ,

〕、
,、 2

笋 “

称
。
稚向量 aa 是例外的

,

如果它满足条件

( 2 0 )

a o

万
2二 0

0

( 2 1 )

全体例外向量构成了 奋的 幼 雄子空简 护

由引理 1 与等式 (1 9 )
、

( 21 )容易推得如下的

引理 3 若条件 b 成立且 ao
`护

,

lnJ

尹 ( 。 ) (亡) = 。 , A a o

是粗 ( 15 )的反周期解
。

这个枯果表明
:

.

粗 ( 14) 确是退化的
,

故定理 1

下的

定理 2 若粗 ( 1 4) 潇足条件
a
且对障 A 条件 b

下两条件
:

( 2 2 )

对它不适用
,

但此时我们却有如

成立
,

此外还存在 ao ` 钾 适合如

。
、 :

(。
。 ,。 ) 二 f

“

上 , 1
.

J

(犷
那

,

一
s) A

l N
+ (

e , A a o ,

0 ) d
s = 0 , ( 2 3 )
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D 三 d e￡ 〔 a ( H
、 ,

) l口(
a o 、 :

) 〕笋 0 ( 2 4 )
一 一 一

“ ` 一 、

一 N
l 产 I “ ` 一 N Z / 夕 ` ” “ 了 J

剧对充分小的 召 ,

粗 ( 1 4) 存在唯一连擅的反周期解 叭亡产 )
,

适合条件 叭朽0) 二 尹。

( e
。

〔斑〕 由假殷知粗 ( 14) 满足解的存在唯一性条件且其解关于初值与参数是建擅

的
。

今毅 城亡, a , 产 )就是它的适合初 值 条 件 城 O
, a ,

川 = a 的唯一连箱 解
,
剧 由公

式 ( 16 )并利用常数变易法可得
:

二
(`

, 。 ,二 ) = 。。、 。 + 群

!
, 。 《卜 , )` f ( 二 ( :

, 。 , , )
, 。 , 召 ) d 。 。

( 2 5 )

而依引理 1 ,
这时 城七, 。 ,

川的反周期性条件是
:

〔· “ 通 + “ · 〕 a + 二

{
兀 。 ( “ 一 `

) A r ( 二 (
: , a , , )

, 。 , “ ) d ,二 0
·

0

( 2 6 )

故 ( 也同定理 l 一样 ) 为了得到我俏定理的拮果只需靓明
:

从 (2 6) 可 唯一地确定其

理掇解 a( 产 )适合条件 a( 0) 二 ao
。

下面就来靓明这断言是正确的
。

为此
,

将 ( 2 6 、换成与其等价的 ( 由于等式 ( 1 9) )粗
:

+ ,

J
兀

(
二 一 , ) A

0 N
IN

f ( : ( s , a , 产 )
, s , # ) d s 二 0

i笼11. .1沙百、ù卜一昨v么ù入
:了、”月臼心l

-

,

习
J、̀飞
户甲r17r了

护

汀e7r `0产.户̀. .,.J

声

!|
官

1
.

、

1
且.、

三.丑
` ( a , 产 ) ( 2 7 )

0 ( A = N , )

注意到解
二
(艺

, a ,
产 )的速擅性知

二 ( s , a o ,
0 ) = 尹 (“ ) (

s )
,

因此 由
a o `
普

。

的定义 ( 2 1 )和

( 2 3 )
,

从 ( 2 7 )立到可仑推得
:

H (
a o ,

0 ) = 0 ,

而由于不等式 ( 20 )和 ( 2 4 ) ,
我们还有

“巴`

[爵
(一

“ ,

]
一 “己`

[
· “ ` + “ ·

〕、
,
;

2 ” , 。 ,

故也依隐两数存在定理可得
:

粗 ( 2 7 ) ( 因之也就是粗 ( 2 6) ) 确 存 在 唯 一 速 疲解

试产 )适合条件 a( 0) 二 ao
。

I

号2 反周期解的决定方法

本节将圃明由前面定理保靓存在的反周期解是可级具体决定的
,
但 为 商 单起

见
,

只限于甜希粗 ( 14 )并考虑其右端为解析的情况
。

定理 3 在定理 2 的条件下
,

若 f (
二 , 忿,

川关于 ( 二
,

哟是解析 的 ,
lRJ 反 周期解
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叭云,

川关于 声也是解析的且可展成 召 的一致收徽的幂触数

q (艺
, 产 ) 二 尹 ( “ ) ( t ) + 户 p ( ` ) ( t ) + 召 2尹 ( “ ) (艺卜 … + 召`尹 ( ` ) (艺) + …

,
( 2 8 )

其中 尸
。 ) (忿)如 ( 22 )所规定而其余甜 尸

` ) (的 ( z = 1 , 2 ,

… ) 普为反周期的且可唯一

地加只确定
。

〔靓〕 依通常的解析粗的存在定理
〔 “ 〕 ,

解 叭亡,

川确是 声 的解析函 数且 可展成

幂毅数形式 ( 2 8 、
。

而由它的唯一性也将不难得知这粗数是一致收徽的
。

下面来征我们

对猪 川
` ) (协所作断言之正确性

。
为此

,

把 ( 2 8) 代入 ( 14) 中并比较所 得恒等式两端
声 的同次幂的系数

,
此时

,

对于褚 尸
l ) (均将得如下一系列的

?、 雄粗
:

d尹川 l d ,二 A尹川 + f伽 ( “ ) (` )
, 艺,

o ) , ( 2 9 : )

即 ( 2 ) /d亡= 通尹 ( “ ) + f
:

(尹 ( “ ) (云)
, 亡,

o )尹川 ( 亡) + 尸 ( ” ) ,
( 2 9 2 )

d尹川 / d `= A尹川 + f
:

( 尹 ( “ , ( ` )
, ` ,

0 ) 夕 ( `一 , ) ( ` ) + F ( `一 2 ) ,

( 2 9 : )

这里 F ( `一 2 )含有尹 ( “ ) (云)
、

尹 ( ’ ) (亡)… 尹 ( `一 2 ) (亡) ( l = 2 , 3… )且可由 f ( 9 (艺
, 产 )

, 亡, 户 ) 关

于 召 的 T a y lo r 展式唯一地确定
。

由于定理的假投
, f (二

, ` ,

川对 `有周期
二
且关于

劣 为奇 的
,

而 尹 ( “ ) (约依 定义

是反周期的
,

故在 ( 29
, )中 f ( 尸

。 》 (约
, 艺, O ) 作为 艺的函数来盆是 反 周 期的

。

更一

般地
,

基于奇偶函数袒微分运算之后的奇偶性翰换规律
,

通过对锗 (F 卜 , , ( ` = 2 ,

..3
·

)

的具体分析之后 不 难 推 知
,

若 已 知 道 尹川 。 )
、

尹 ( 2 ) ( 亡)
、

…尹 (卜 ’ ) (云)是 ( 2 9 )中

前 z一 1粗方程的反周期解
,
则粗 ( 29

` ) ( l = 2 , 3 ,

… )将具有这样的形式
:

d :

/汉亡= A 。 + F (云)
,

( 3 0 )

其中 F (约是反周期的 ( 6[J 有 F (艺+ 司三一 尸 (艺) )
。

具有上越性盾之粗 ( 3 0) 是极其有趣的
,

因为对于它来靛
,

也有着同引理 1 所指

出的类似的桔果
,

即其解 可心具有反 周期性的充要条件是

。
(
二
) = 一 。 ( 0 )

。
`

( 3 1 )

趁容易 由直接麟靓得知
,

更重要的是
:

由此桔果可以推出如下的

引理 4 若 F (O是反周期的且阵 A 痛足条件 b ,

刻粗 ( 3 0) 有 反周期 解的充要

条件是满足关系式
:

( 7r 一: ) A

N
,万

F (。 ) d。 = 0 ( 3 2 )

而且
,

在条件 ( 3 2) 之下
,

粗 ( 3 0) 将有无穷多个反周期解
,

其一般形状为

·
( ` ) - ·。

一 }:
· ( 。一 ,· F (吕 )“ 吕

,

( 3 3 )
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此地
a
是达样的一类

? `

雄向量
,

的方程唯一地确定
:

对于它来 歌
, a 二 可以是任意的 而

a 不
人 , 2 上 , 2

由 下 面

· “ A + 二 〕 ;
,、 2 · 、 2 +

!;
。

;澎
` F (吕 ,“ 吕一 “ 。

( 3` )

现在我俏将不去征明引理 4 ( 因为这是不困难的 )而 回到粗 ( 2 9 )
,

利用引理 4

的桔果来圃明 (2 8) 中锗 尸
王) (O ( l = 1 ,

2
,

… ) 的具体决定方祛
。

首先 , 由尸 o) ( )t 与 ao 的定义立刻得知
,

对于粗 ( 29
, )来我

,
形如 ( 3 2) 的条件

已被滞足 ( 这就是 ( 2 3 ) ) ,
故依引理 4

,

它有无穷多个反周期解
,

·

其形如

万
( 1 ) ( , )一 。。 , 。 ( 1 ) +

f{
。 《。一 ) 、 , ( , ( O ) ( ;

)
, : ,

0 ) 、 3 ,

( 3 5 )

J U

廷里
,
对于 a(

’ ) 来能
, 仪塑 )

万 2
由代数方程粗

汀A
.

一 、

已 十 乙。 」一 一
一

N xN Z

a
竺 )

N 2

兀 〔二一 : ) A
_ _

o己天
,刃 J ( 尹

` 。 ’
(
“ ,

, “ ,
o ) d “ 一 o ( 3 6 )

唯一地确定着而嗡 ;可” 是任 意 的
。

其次
,

我仍来选取这样一个 尸
’ ) ( O作为 尸

’ ) ( O
:

它使得粗 ( 2 9 2
) 存 在反周期

解
。

为此
,

再由引理 4
,

令

{几黯
A

{了
:

( , 。。 , ( 3 )
, 3 , 。 ) 〔 己,

二 ( 1 ) +

f
` 。 ( 8一 ’ ` , ( , ` 。 , (· )

,
一。 ) 击〕+

“

O
一

” 一
’

、 J O

+ 二 、 。 , (
吕
)
}
d吕

采用韶号 川
` , (劝 =

上武加且整理可得
:

= 0

r:
〔己“

一 ” `
, ( , ` 。 , (吕 )

, S , 。 )“ 吕

并将

〔l艺
·

梦窝
通r

,

( , ` 。 , (
吕 )

, , , 。 )。

豁
2 “ 3

〕
·

、;
’

一 J酉
7r 一 s) A

2 I
N

(卫

万

半、 2

课
+

础〕
+ `

州
而

。

( 3 7 )

注意到
“ ·。

〔z艺
己

留 fA
·

` , `。 , ( 3
)

, 3 , · ,。舔
2“ 3

〕
一 D

故由条件 (“ 4 )知
,

从 ( “ 7 )将可唯一地确定 弓;” 这就靓明了
;

赫
式 (“ 8) 中

, ”
{

是反周期的且可以唯一地确定
。

至此
,

对一般的自然数 l ,

关于展式 ( 2 8) 中出现的 尹 ( ` ) (均的类似的 断 言
,
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翅可以运用数学归初法推得而毫无其它原 lRJ 性的困难
,

因此
,

在这里我们将不臀述

而仅指出
:

一般的 川
’ ) (￡) l( = 2 ,

3
,

… )有形如

, ( : ) (。) 二 。 , A 。 ( , 》 + 石
、 ` ) ( , )

( 38 )

其中 、 “ , (`卜 r;
· “ 一“ , A〔r

:

( , `。 , (
S )

, 吕 , · ) , `卜 1 , ( 吕 , + F ( ’ 一 ” (吕 ,〕
“ 吕 ,

而 a( 。 由代数方程粗

“ A + “ ·

〕反
, ; 2 ·

尖一 ; ( ` , (· )
( 3 9 )

(二 一 s ) A

万 1刃

r
:

( , “ 。 , (吕 )
, 吕 , 。 ) ·

务
2 “ 3

〕弓:
’

一丁 (
兀一

a) A

N I
N {

了
·

( , `” ( S ,
, S , · ’

·

粱
+

称 }〕
+ `

时武 ( 4 0 )

e

产.o
e

沪l
...
.J声

l
weJ尸

ee
l!lllfee/少

`

、sssee|e|-/

唯一地确定着
.

(注 )在非解析粗的情况下
, 反周期解 城`川 也可利用逐次迫近法来决定 ( 同关

于周期解的拮果 〔” 类似 )
。

那 反周期变换与反鞍点

上面已研究了在一般情形下非自治系就反周期解的存在简题
,

现在将来考察反

周期变换的某些特性
。

我俏在粗 ( 14 )中合
“ 。 lc2 并殷障 A 有形如

` · “ `a 。〔J l ,
J Z ,

一 J 北〕
,

J ` 一

(
- 0

( 2无j + 1 )

2忍j + 1

Q )
(、 j为整数而 ; 一 , ,

…
, 、 ) ( 4 1 )

这时粗 ( 14 )将是完全退化的而矩障函数 U ( O 二砂连

具有反周期系数障的雄性变换

二 二 U (云)夕

与其逆障 U 一 ’
(约 替为反周期的

.

( 4 2 )

将称为反周期变换
。

易知
,

在 ( 4 2) 之下粗 ( 14) 变成

d夕/己云= 召 g (夕
, 亡, 产 )

,

( g (夕
, 亡, # ) = U

一 ’ (艺) f ( U (亡) y
, ￡, 产 ) )

, (4 3 )

范仍是对 艺有周期为
二 的粗

.

但原粗 ( 14) 的反周期解的存在简题此时却变成 了新粗

( 43 )的周期解的存在周题
。

因对后者已有相当完善的桔果
〔 “ ’
引 ,

故我俏 的 l组题也

已随之得到很好的解决了
。

与此类似的桔果我们也可对更一般的
、

不含小参数的
、

具有周期右端的粗

d ,
l d` == B (` )二 + f ( 二

, ` ) ( 4 4 )
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建立起来
。

在这种情况下
,

利用变换 ( 42 )可玄得到一系列有关存在反周 期 解 的命

题
。

下面仅举其一么兹靓明
。

定理 4 若对粗 (4 4 )作如下假毅
:

l ) 侣
为实的 lc2 雄向量

,
B (约为实的 2无阶连擅障且对 艺有周期

二 ,

而 2无耗的

向量函数 六
二 ,

t) 的分量是其所含变量的实莲覆函数
、

对 t有最 小正 周期
二
且 关于

二 为奇的
。

2) 相应的裁性齐次粗 面 / dt = B (灼二 没有形如一 e林 的乘子 ( 这里 无为

整数而 花= 创万 )
。

3) 对充分大的 11
二

!{ ( 此地 !!
·

}表向量的模 )
,

有不等式 jIf (
二 ,

O }1̀ 州划
,

这里

M为某个充分大的正常数
。

刻粗 ( 4 4) 至少存在一个反周期解
。

上远断言的题明是不具任何困难的
, 只要注意变换 ( 4 2) 的反周期性

,

再利用一

个关于周期解的存在定理
〔 `。 〕便可道接推得

。

值得注意的是
,

反周期变换不仅适用于研究有关共振的简题
,

而且对于研究不

振动情形的微分系扶也根有帮助
,

于此
,

我们只建立存在映象的反鞍点之充分条件

为例来作歌明
。

为筒单起兄
,

只叙述在最简单情况下得到的桔果
。

我们考虑 2 推的微分系兢

d :
/d t = B (亡)

二 ,

( 4 5 )

这里
二
是实二推平面土的向量而 B (约是实的二阶连擅障

,

其元素具有最小 正 周 期
二 。

由解的存在唯一性定理
,

对 二
平面上的任意一个点 护

,
粗 ( 45 )必 存 在 唯一解

叹 t ,

沪 )适合条件 式
。 ,

尸 ) = 沪
。

由关系式 沪
一

护 = 城 二 ,

沪 ) 确定着一个从
二
平面

到其 自身的拓扑映象 T ;
类似地

,

由 沪

一
砂 = 戏

?、 ,

沪 )确定的映象 尹扭 为任意

整数 )也是拓扑的
。

满足条件 沪 二 (T 沪 )的点将称为 T 的不动 点
。

比对 op in c a r ` 的

奇点理孟
,

可以把 T 的不动点进行某种分类
〔 ” 〕 。

在所有得到的不动点类型牛
,

最

为突出的一利
,

就是所稍反鞍点 ( 这是通常的奇点理谕中所没有的 ! )
,

其 定 义 如

下
:

称映象 少 的不动点 xO 为反鞍点
,

如果
:

1) 点 沪 在映象 卿 之下是政接鞍点
,

( 与奇点 中的鞍点类似 )
,

郎存在 两对

不变方向或莲箱兢 7 : 与 7 : ,

其中 丫 l

(下2 )这一对把 尸 附近的点分成两部分
,

使它俏

于 卿 ( T
一 2

)之下各朝相反的方向离开 沪
,

而在 7 , (下2
) 仁的点于 T Z(少一 2 )之下却朝向

沪 移动
,

但所有其他的点别当
? `

充分大时在 卿
”

( T 一 2” )之下最招远离 沪
, 2 )

.

在映

象 T 之下
,

下: 与 下: 的 每 一分支上的点各走到其反向的另一分支上去
,

而 在 丫 , 与

下 ,

的 各 一 分支之简部分中的点 lHJ 走到它俏反向的另外两分支之简的部分去
。

现在来指出
:

系粉 ( 4 5 )存在反鞍点的条件
。

首先
,

注意到 ( 45 )是一个毽性齐次

粗
,

故
二 平面上的原点 O就是映象 T 的不动点 ;

其次
,

由反周期变换 的定 义和一
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、
rt

~
:

“ ~ 二一、 一一、 ~ ~ ~
了

了 0 1、
, 了 , 、 、 _ _ , , 。 .l

~ ~
f 少 L l 川 J 二目

产

习 l州 勺亿口 U月争夕七门 、 丹桂 ,崔执日二 雇 5, J 二 、 _ 1 八 于, U 、 L j 二 `
’ . , 只 IJ 3乞」哭

、一 工 V /

二 = U (艺) 夕

是反周期的
,
且当 艺 二 7r 时

,
( 5 0) 还可砚作平面上的一个旋斡变换

,

为与其关于原点形成中心对称的点
。

最后
,

我俏便有如下的

定理 5 若系就 ( 4 5) 的乘子 泥1 与 兄:
替为实的且潇足条件

( 4 6 )

它把每个 点变

一 oo < 完1 < 一 i < 又: < 0 ( 4 7 )

lHJ 原点 O是映象 T 的反鞍点
。

〔靓 〕 在变换 ( 4 6 )之下
,
粗 ( 4 5 )化为

d , l己亡= U一 , (亡)〔B (亡) 一 J 〕U (艺)夕 ,
( 4 8 )

这仍是一个具周期系数的粗
,

但由条件 ( 47 )知
,

它的乘子 召 , 与 召:
将满足条件

O < 召 1 < l < 召 :
< + oo , ( 49 )

故依可化粗的理希
〔 `2 〕 ,

存在一个有周期为
二 的周期系数障 p (O的 月只 n y H O B 变 换

夕= P (忿)。 , ( P ( 0 ) 二 召
: ) ( 5 0 )

使 ( 4 8) 化为一个常系数的接性齐次粗

己。 /d云 = . ( d e亡C < o )
·

( 5 1 )

容易察知
,
在

。

平面上
,

原点是粗 ( 51 )在 P io cn ar ` 意义下的鞍点
,

因之
,

由变

换 ( 5 0) 的性厦得
:

在 夕平面上
,

原点是由系就 ( 48 ) 的解所确定之映象望 (定义仿 T )

的直接鞍点
,
故最后基于前面指出的反周期变换 (4 6) 的特性 便 可推 知

,
在

二
平面

上
,

原点 O确是映象 T 的反鞍点
。

例
.

具有反鞍点的系毓 ( 45 )的最筒单例子是

己二 1
/d云二 〔a C o s Z t一 b s艺?、 2云〕二 , + 〔 1一 (

a + b )
s艺,乙亡 oC

s云〕x Z

碌二 2
/汉云二 一 〔 1 + ( a + b )

s￡、 云 C o s忿〕二 , + 仁。 , ￡, 、 2亡一 b C o s Z亡〕二
,

( 其中
。 与 b是正实数 )

,

因为业明寸粗有乘子 又, = 一 e
盯与 又2 二 一 e一b7r 满足条件

( 4 7 )
。

特别地
,

在这情况下
,

变换 T 的不变方向 丫 ; 与 丫:
就是直旗

: : = O与二 2二 O
。

顺便指出这一事实将是有意义的
, 由定理 5 可以来圃明关于动力系就典型式之

不稳定集的区分
〔 ’ “ 〕的实质

,

因它有如下重要的

推渝 若系扰 ( 4 5 )是一毯左困鲤塑耀感 (即于其 中有 B (` ) = J H ( ` )而 H (` )是

实的二阶对称莲擅障且有周期
二 )

,

lRJ 当它不具有单位模的乘子时
,

映象 r 将以原

点 O 为直接鞍点或反鞍点
。

这拮果表明
:

在动力系毓典型式理希中
,

不稳定集 。 之分成两个子集 。 +
与 。 一 ,
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实陈上是依其系就存在政接鞍点 (。 ) +或反鞍点 (。 一 )而决定的
。

这里我仍也附带提及一下
:

上面关于不振动情形的封希可以对更广泛的一类微

分系杭 (例如对具有非齐次右端的接性粗或者高椎的粗 )来进行
,

特别的是
,

对于

2忍雄 ( 无 > 1 ) 的型如 ( 45 )的粗
,

我们也可以引进广义的道接鞍点和反鞍点的概念
,

而这时
,

利用一般的反周期变换 ( 4 2) 的性盾便能够胎出其相应的存在条件
,

井由此

对胡金昌教授关于高雄动力系就不稳定集的子集 二 \ r 的 区分
〔 ’ 弓’作出与上类似的

注韶
。

最后
,
作者表示衷心咸榭导师胡金昌教授的鼓励与指点

。
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