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( 数学力学系 )

摘 要

本文提出的二元焉尔科头越
,

武观上可琢这样理解 : 一个质点的运 动 具 有 两 个
“

时背
”

参数 ( 非的整数 )
,

在已知某时 (
。 , t ) 〔现在〕质点听处的状态时

,

它在
、 ’

>
,

,

t ’

>
t 〔将来〕的运动状况与

。 `
<

、 , t ’ < t 〔过去 〕的廷动状况无关
。

〔见 秀1 第一段 〕
,

江

可以把这种过理理解为以个序叁数为多数的禹氏徽〔见定理 2 后的
、
乱明

。

〕

号」的桔果 书要是研究这种过程的掀构
,

定郧 2 基本上完成了它
,

那里
、

翻洲二花爪

氏触可看作一族共有某朴{
:

相容性质的搏移规障粗成
。

谷2 指 出 这种过程的一般性瞥
。

号3 研究了与它相联系的听副对角枚
J

临氏触的性质
。

即 定义与存在定理

1
.

投 ( g
,

F
, 尸 ) 为某木概率室简

。 I ; ,工2为两可列集
,

I = 工1 x I Z为其乘积
。

没 { 碌 ” , ?:
夯。为整数 }

,

{
二

扩
’ ,

。 》 o 为整数 } 为定义在基术概率寨洲
,

分

别取值于工
、及 12

上的两随机过程
,

及 任意 戈} ”
,

…
, 佗孟” ` I 工, 荃{

“ )

如果对任意 O镇 ` , < ` 2 < 二 < ` , ,
O簇

,“ :
<

、 2
<

二
< %

,

…
,

味
2 ’ 。
了: 成立

那 ( 2 ,
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吞 2 ,

1
:·

刁
) 一 `“ ’ ) O镇

? 1

簇
?! 一 ` ,

(1.

一一
(l气邵

声尹
l、
、

P

了姿
2 )

) _

o成
。
簇

、 ,

一 1 )
:

;
l ) ; ·

二
2 , 一 、 ;

。 2 ,

1
·

{
1 , 一 、;: { ;

; u ( 2 )

,亡”卜 1
( l )

本文于 1 9 6 5年 10 月邪 日收到
。
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、 、,/
产

、卫声气̀( 当然
,

这是 ,旨上 , 条件。 ` 有意义的
:

。形下
。

) ; lJ称
(
劣“”

,

夫罐
,

筒称为二元禹氏擞
。

条件 ( 1 ) 等价于
,

对任意
“ , 饥》 O

二
盏 为二元禺尔科

` U

s(
“ ) 二

二 尸 `
二

二
\

` ’

;̀
】 , ; ·“

` 2 ) 一 `“ 2 )

{
·

` 1 ) 一 “

,、 2 ) , 。、 ·
、

? 7!
一 `

)
.

1 ) 一 。 《 :

气
,

卜 l ;
一一瑞

Z叮.、、

J,里

`森
] )

; 劣
汽

2 , 一 “ : )

}
/“三; -

￡益

、、 .,.尹产

、 .12一(饥
`口.

一一劣亩二
1 、

( 2 )

更一般地
,

投 刃
`
, (气尹

。 ;

l) 币

了
”
,。 , 。J。

三 {
·
生。 B , 月 `

, (劣矛” ( o t势 `· )刀
·
澎 (嵘

2” `
> “ 。 ) }

( 此 处 了 {气
,

胜 A }表示 隘 机族 { 气
,

胜八 } 产生的手代数
。

) 则有

,
)

(
。

小 {
1 ) 一 、石I ) , o戈丫 镇

? 乳 ;

哎
) 一 “ ” , o戒

习

咬
? ,乙

)
( 3 )

、

、、,/
比仍.伙

一一
2仍(以

2

一 `
)

(
,

小刁
) -

谊孟

( 1 ) ( 2 ) ( 3 ) rl勺等价性是显而易兄的
。

和 ( 1 ) 一样
,

( 2 ) ( 3 ) 均假定

在条件概率有意义的时候才予以考虑
,

今后的类似表达式都附有这个浅明
。

2
.

今 后 常 使 用 如 下 的韶号
, ￡` I 意味着 `川

“ T ! ,
f ( 2 ) ` I : ￡二 (这川

, ￡̀ 2 ) )
o

犷 , , , ;。

一

(
。 ,

“ ”
, / 了

{
` 2 )

)
一 ` 意 味着

。:“ ” -
了孟”

: 。

“
! 2 ) 一 “ ” `一

(
` 〔 1 ) , “ , ,

)
。

显然当
{

父

;
1 ) , /

“
诀

,

2 ) , , !

》 o , ? ,`
妻。

}
为二元 、 氏。

,

具“
{

/ “ 1 ) , /

“ 2 ) , `、 。

}
为相空 ffl] I上的禺氏逊

,

韶这 个 禺 氏跑为 { 嵘
, , :

) o } 称为对角徒玛氏翅
。

今后恒栽二元禹氏巍满足

1
)

(
劣“丰“ 一 J “ ” 毓认 二 了( 2 )

与 h , h ’

无关
。

此处 `二 (艺( ’ ) , ` ( “ ) ) j = ( 挤

定理 1
.

1
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一 ? ,“ ) 二 乙 p 、̀
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I
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)
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.
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.

(
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) l
, 、 , (
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了` 1
.

“ 1
, ` , (
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)

证明

固定

当 ,“ = ? ,“ 二 O
,

桔流显然成立
。

? “ “ o ,
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J
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(
, ; , ? 2`

) I
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只叮因

尹 ( 、
, ,。 十 .

` + : 二 ?.’ }
、 o , o “ 艺)

“ 云
无`

I

p (
二 , , 。 ; + 。 , 二 无]

。 。 , 。 = ` ) l
,

(
” , , 、 + 。 , + , = 了l

, 。 ,。 、+ 。 ’
二 无)

二 兄 p 、 、 (
, ` , , ,` + , , ; `

) p
: , ( 0

, 1 )
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I

“ 云 〔 云 I
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, 、 , ? ,。
) l

, l ; ( 0
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, , , ? ,`

) P : ; ( O
, , ,、 ’ 十 1 )

l ` I

郎当 ? ` ’
= 0时

,

对任意饥
’

桔谕成立
。

现固定饥
’

》 0 ,

由
? ; ` 二 O洁谕成立

,

再对
, ` ’

行归钠法
,

可知定 理拮谕全成立
,

证 完

3
.

由定理 1 ,

我 {尸弓得 :

1
, ` j (

,、 : , , 。
) 二 乙 p ` ; (

。` ,

0 ) p 、 , ( O
,? ,*

)
无`

I

二 皿
无`

I

1
)

`劣 (二) 一 、 、 : ) : :

公2 ) = 、 、 :: )

l
。;

二, 、 二 ; 、 、 ) :

l
枯

2 ’ 二

\ ` )

(
·

“ 1 ’ 一 、 “ 1 , ;
`

U

“
乙2 ’ 一 、 ( 2 ,

1
。·

“
1 ’ 一 ` ( 1 , ; · “ 2 ,一无` 2

i ( 2 ) )

) )

一 p (
·

“ 1 ) 一 、 ` 1 , ; ,
·

“ 2 ) 一 ` ( 2 ,

{
·

“
1 ) 一 ` ( 1 , ; ·

“
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)

(
·

“
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{
·

“
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“
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, ( 2 ) ) (夕( 、 )

,

、 ( 2 ) ) (
’ ` ,

o )尸 ( J ( , )
,

; ( 2 ) ) 、 J 、 , )
,

J ( 2 ) ) ( o
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)

完全同样舒算得

p ` , (
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) “ 云 p 、̀ ( 0
: ? ,;
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当 (该川

作卜分别称作 :

〔 2 ) )固定时
,

( 6)
,

( 7 )分别决定了 I
, , I : 上的棘移矩阵

,

这 两个棘移矩

在点 ￡到 I , ,

I :
一
卜的投影

,

它 {}与的
, :

步棘移概率韶作

1
〕

沈 1
找

, , ) ( `戈2 ’ ) , ` ’

、 l(
, 。

分,玉
, ( “ ’ )

,

由 ( 4 ) ( 5 )的言于算可知
,

对 艺,

歹
`
I 的投形存在关系

,

I
’ ` , (

了? , , ,`
) 一 z

’

; 、 ,

{号卜
) (“ 2 ’ ) `

’

、 (

了
,’

今
,〔 2 ) ( J“ ’ )

二 I
’

艺 ( 2`)

份
’ 、 2 ) ( “ ” ) ` ’

、 ( 1 〕七

犷}
1 ) (

·

挤` 2 ’ )
( 8 )

特别
,

分
? , 次 川 二

1
’

落( : )
.

下川 (￡

1 得

` 2 ) ) I
,

; ( 2 )挤( 2

二 I
’

、 ( 2 ) j ( ; ( ’ ) ) l
’
、川 J

(了
` ’ ) )

( : ) ( j ( 9 )z))

关系式 (山 ( 9 )称为相容 关系
。

定理 2
.

若敲 I
: ,

工: 是可列集
,

{ 尸 、 , 班` I 少 j
少 , ) 0 皿 p 艺

了` I

I之 I : “ I : 为其乘积
,

段拾定

= 1
.

而对每点 艺二 (艺( ’ ) ,

艺〔 2 ) )
。 工存在

:
川 ( 艺̀

“ ) ) (艺: 川
,

j ` ” 。 T :

) ;

协
·

尸、 :
, )

r

,。 2 ) (￡̀ ” ) ( 、 {
2 , ,

J ( 2 , · T : )
( 1 0 )

分别为 I 、
,

及 I :
_

卜的棘移知阵
,

而且对任意 ￡,

J
。工,

它们满足相容关系 ( 9 )

在这此条件
一

l:
,

可以找到概率实尚 (夕
,
歹

, 尸 )和在它上而定 义取值于 I 土 的 二

元 嚼氏 雄 {
汉

一

孟”
, 男 `
豁 蛋满足

: ( 称为初始分布 )

l
’

〔( 二占”
, 二
占” )

f了{i f l
_

以 ( 1
.

0 )为点 ￡到 I , , I : _
L的投影

。

就明
.

没取值于 I } ,
I :
上的无穷序列 {

夕 l , 习2 ,

令 夕二 夕 : 火 夕 : ,

把 :

二 感〕二 I
少、

宁
,。 , ,

》 0 } { 刀
, ;。 , ; , ,

) O ; 全 体 粗 成 寨 借l

z ` , , ( i占”
,

一 ;孟” ) = { 言
。绍 , : 睿

。

一￡店” o 气
, ,
乓

? 之

圣

z ` 2 , (、占
“ ) ,

一了孟
2 、 ) 二 { : 。习 : : : ,

= `括” o 乓 2
1

蕊
? ,`

}

称为柱集
,

此 处 { `活:
’ O气

。
簇

, ,

} C l ,
{ `活” 。戈

,
1

簇
; ,,

} 泣 I : ,

合

一
1

,

〔z 叉` ” ( 厂占
’ 少 , ,

一 了盆
` ’ ) 、 万 ` 2 ’ (声占

2
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饥
一 了

’

( 、占
, ) , ;占

2 , )月
: 了

’
饭活: { 、店

, , ( `么
’ ) ) IT I

,

S = 1

i姿三} 、 s(
: ) ( 该

,

九, ) ) ( 1 1 )

往证由 ( 1 1 )所定义的尸能扩张成 习上的概率侧度
,

只须证相容性
,

而且显然只须证

关系
:

尸 〔Z ` ” ( `占
’ ) ,

… `
,

{ ” ) 又 Z ` 2 ) (杭占
“ ’ , … 落盆 } )〕

二 乙 尹〔z 川 (站
1 )

,
孟

1 )
) 火 z `“ ’ (￡占

2 ) ,

一 了未
2 ’ ) 〕

`扩
’ 。

12

事实上
,

我们有

乙 P
, . `

弋2
己 话

2 耳 尸
嵘鱿

;
若

2
`s(全户 ,爹

, ) ( ￡菇
` , ’ )P

。

n司

))
f护

’ :
12

刀乙一 l

一 尹 ( 、占
, , 、占

, , )
,

彗
, 了

’
、杀: } 、若

2 (结 兄
试孟

, ) 。 I :

月
S= ]

尸 ,梦: : 、 ;
1 ) ( `“ ? ) , p 、 ; : : ,;

2 ) ;̀`“ 1 , )

}
由相容关系 ( 9) 得

:

川 (￡粼
2 ) )

.1 、爪: 、、 ;产
, ( 艺姿” ) 尸￡s(: l) 、梦

工 ) ( `孟兰{)

p ;
,

; : { ;未
2 ) ( `;刀 )

、 r̀̀ 11

1ù(.ú.
门改

J

J

故代入上式有

写
`爪

2 ) `
22 1

’

〔z ` ” ( `占 艺孟” ) 、 Z ` “ ’ ( 试占
2 ’ , … ￡孟

2 ) ) 〕

一 ￡ 了
’

( 、舀
, , , ;占

, , ) 刀
,
.I

`几
2 ) 。 12

:

各织`袋
2 ( `占

】’ )
:

立
p 、 : 森

2 ’ )艺s(
, ) (￡未、 .了,孟

职小
艺毛幼

几

、,了
、 1,

,如(
O.叨

.= I
’

( 、盔
` ) ,

仍 一 l

开 尸
勺 一 l

p 、 ( 2。 、 ( 2 ) ( `聋” ) p 、 , , ) 、 , : ) (`东1} )
盯` 一 I J]卜 一 。 一 l 。

乙

盛
乙 2 ) : 1 2

3= l ( : ) (花姿」{ )
气孟玖

、 ;
2 )

(艺;
1 ) )

{
怜刀ó

2. 1、` es,

尹硫鱿
lz

es、
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二 p
. 、 _ 、 _

鉴
, 。 _ 、

.

_ 、

` 、 ( 2 ) 、

p 、 ,(
1 ) (下氛色} ) 尹

、 。 2 ) ; ( 2。 (、 ;
1 ) )

飞
’

7I’ 一 l
’

跳 夕

”兀=。川(仍

= p ( ;占
, ’ `吞

协一 1

2 ) ) 开
公 = l

p 、 ( 2 ) : ( 2 ) (
` 砂 `

刀

艺占
` ’ ) 开 p `s(

, ) ( ;孟鱿 )

从而可以把 p 唯一扩张成 口上由柱集产生的 a 代数了上的侧度
,

投 (誉
,

刃
` 口 ,

令

二

孟” (普
, : ) = 誉

, , 二
汽

2 ’ (言
, : ) = : 。

耙过一番补算之后
,

可以啦证 { 碌 ” ,

味
2 ’ 圣为 (月

,

,
, 尸 )

一

上的 : :元踢氏触
,

而 几满足定理中的条件
,

证完

从少匕理 2 可以看出
,

对于二元玛氏越关系式 ( 9) 起着市要作用
。

因为我 {}
!

口若把

格子点 (
, ,。 , 、`

) (
, ,。

》 O , , `
) o )定义半 j争p

:

(
? , ` 1?` , )簇 z

} 2 (
? , 。: , , , : ) 产呀且仅

全听? ,` ,簇
。 ,: : , , ` ,

戒
, , 2 ,

而等 号成立当且仅当
? ,、 ; 二 饥 2 、卜 二 。 :

.

只以二元玛氏动就是照这个半序参数为参 数 的

禹氏动郎若 p ,叹尸 2

食
二 睡 p ,

则

`
·

(
? , , , 一 介·

`
· , , , -

此处 无 l , 无2 ,

二关, ` I 二 1 } 又 12 ,

焉氏动的结构
。

、 ,
·

…
。 一 气

一 ,

、
一

代
/ 。 一 凡。

}
/ , , 一 、 一 ,

)

由于关系 ( 9 )
,

我们已担墓术上弄清楚了这种平序 参 数

不难想兑
,

在定义好了
“
多元

”
庵氏动以后

,

关系式 ( 9 )将会起怎样的变化
,

木文的桔果还可推广到这种情形
4

.

段 I , , 几为两可列集
,

对每郊
’ ) ` 11

, ￡̀ “ ) `
12
分别抬出了投影

I
·

p 、 ( : )歹( 2 ) (￡( ’ ) ) ; 亚
·

I
’
、 ( , ) J ( , ) ( ` ( ’ )

)

若投影 I 与脚 ’ ) ` I工无关
,

投影 亚
.

与刹 2 ) `
1 2
无关

,

则称所箱的投影是 独 立 的
。

此时

投影 I
、

亚商靛为气
( 2 ) J ( 2 ) ,

p `川 了̀
, , 。

定理 3
.

役 。孟` ’ ,

味
, ’ ) 为二元玛氏翅

,

刻随机过程 { 嵘 ” ? ; ) o 于与 { 硫
, ’ ,

” `
) O } 独立的充分而且必要条件是

:
二元思氏趣的投影独立

,

而 且具有独 立 的 初

始分布
。

证明
:
如果投影独立

,

而 几有独立的初始分布气 = ,

具lJ
少
1P

1
’ ` , (

, ` , , ,`
) 一 p 、 ( , ) J ( , ) p 、 ( 2 )了( 2 )

而且
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p ( 。
,`

川 二 j川 ; 二 , 么 ( 2 ) 二 j ( “ ) )二 芝三 p `尸 , , ( , ` , , , ,
」

)

公:
I

一 、 (

及
工1 ; (

履
, 2 ” ` { }} p 、 {呈}

` ’
; ` 1 ) ,` 1 ) 尹 ; ( 2 )、 ( 2 )

= p (
。:

括
’ ) = J`

, ) ) (二几
2 ) 二 J ` “ ’ )

从 而 {
二
孟”

, 。、 》 o } 与 于
。 :

森
2 ) , , ,,

) o } 独立
。

反之
,

若二禹元拯 {
。 ,

{
’ ) , : ;,

若
` 2 ’ 于中 {

二

孟
’ ) , ? : 》 o } 与 { :

活
` 2 ’ , ,班

) } o 独立
,

显然它有独立的初始分布
,

而且

1
,

(
: 。 ,

{” = 挤川
, 二
芳
、 2 ’ 二 j ` ” }

之

活” 二
;

艺川
, 二

占” 二 “ 2 ’ )

二 1
’

(二
,

{” = 了` ” }
二

乙” 二 艺川 ) I
少

(
。 、

孟
2 ’ = j ` 2 ,

{
。

占” 二 “ 2 ,

巴 1
’
; ( , ) 夕( l ) J

’

、 ( 2 )了( 2 )

从而它们的投影独立
。

证完
。

知 二元焉氏罐的基本性厦

5
.

木节以二元岛氏拯的投影为共础来考虑二元焉氏题的局部与全局性质
。

固定 花妊
,

考虑在 优的投影

p ; ( ,
与 ( , ) (` ( 2 ) ) ; 尹 ; ( 2 ) j ( 2 ) (艺 ( ’ ) )

( 此处第一个下标的 补 ` ) 与第二个投影括号的 扒 ’ )不同
,

后者是固定的
,

而前者是
·

变动的
,

在 号 l ,

( 6 ) ( 7 ) 式中以 ` ,

川
,
扒 ` ) 区别融之

,

但以后为了方便起见
,

就如上述韶法亦不会混乱
,

对 i( “ )的韶法亦附有同样解释
。

)

如果对在点 艺到 工l
上的投影瀚来 扒 ’ )常返

,

对到 12
上的投影税来 召 2 )常返

,

lHJ

称 ￡对二元局氏触税来是常返的
。

如果在点 落 ,

对 I
,

上的投影 艺( ’ )有周期 己( ’ ) ,

对 I : 上的投影 艺( 2 )有周期己
( 2 ) ,

只IJ称二元焉氏锄有周期偶 ( 己( ’ ) , d ( 2 ) )
。

下而开始来叙述二元焉氏钮在一点的局部性质
。

性厦 1
.

艺对 { :
孟

’ ) , 。
若

; 2 ) 蛋为常返
,

当且仅当

尸 ( 、 、 二艺 存在某
? 。 , 饥 ) l !

, 。 。 二艺 ) 二 1

要靓明这个性质
,

先斑明如下 的引却
。

这个引理对我们今后尚有用处
。

引理 1
.

位J定 ￡二 (饭( ’ ) l’ ` 2 ’ )
` z ,

戒挤
: 为全体集合 { , 。 ( ’ ) = ￡( ’ ) }

?`
> i 所 产生

的 a 代数
。
了 :为全体集合 { 场 ( 2 ’ 二 扒 2 ) 卜

,

》 1所产生的 6 代数
,

fllJ 对任意 A 。
济 : ,
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刀 `
了 2

有

尹 (A B }
。

吞
’ ) =艺川

, 二
占

2 二 该̀ 2 ) )
二
了

J 且 1
。 ,

占
` ) 二 艺̀ , , ,

。

占
2 ) 一￡̀ ’ ) ) I

}

(刀 1
二

占
’ ) 二落( ” , 。

占
2 ) 二 艺̀ 2 , )

即了 : 与矛 :
对集合 {

二 。 。 “ 艺圣条件独立
。

靓明
.

泼 1戈
“ , < 二

·

< 饭

1簇 祝簇龙 ;

1簇
? ,` , < … <

? ,` ,
只U

p (
才

六;
’ 一 “ ” 劣

二几
, = 艺̀ 2 ) 1`

v

镇
5

1
二
占” 二 艺川

, , :

占
2 ) = ; ( 2 )

)

P (
二 0 0 二乞 ) 开 I

,

(艺( 2 ) ) 1
)

了子尹几 ,

一 ? 2达九 ,

九二 1

了之7占一 ,乙孔一
艺〔 l )艺( l ) 泥二 艺( 2 )艺( 2 )

一 , ( ;川 )

p (
.

。 。 。 ` 勺

尸 (
`

川 二 艺川
,王宁毛

1` “ 咬无 ; 砧
2 ’ = 二 。 。

= 艺 )

% `
’

代习
一 ` 乏2 ) 1簇

, ,

簇
3 ;

忆( 2 )

云( I ) 二 0 0
= 艺)识

I
,

盯。

川 二 抓川 l提
了
簇

,老2̀ 川
二 。 。

二 ,件川
2 ) 1簇

,
、

簇
。

}二
。 。

= ` )

从 l介J
冬 ,

川 ;
” 一 “ ” `匆

,

簇元 } ’ 刃 二 { 心
’

~
刃

2 ’ l 簇
尸
簇

吕

} 时弓}脚 ’均钻 洽成

立
,

从而很容易讯印马对 派意几
〔
多 : :

B `
了 2引理的结谕是成立的

。

性厦 1的靓明
.

山引理 1 显煞有
I

,

(
宇, ,`。 。

= 艺存在某
,乙

) 1 , ? ,。
》 ] }

二 。 。 = ` )

岸
二 了

, = ￡川存在某
,。
) 1 1

二 。 。 二 艺)尹 (
二

夯
去 2 ’ = ￡存在某

? , ;

》 1 1
。 。 。

= ￡)

如果 公常返
,

由定 义当
_

几仅当 衫
’ ) , 洲护在点 艺的投影上是常返的

,

容易看 出 当 几

仅当
_

E而的概率为 1
.

证完
.

下 而合

, ?之̀
) = 少

,

( x 。 。 “ j ; x 二笋 j l 镇
、 ;

<
, `」 , 1簇 。 <

? ,`

1
二 。 。 = ` ) ( 12 )

i ,

j
`
I 7乙》 1 , )乙

》 1

C卜〕

以 f , ( , )’

乡
( 1。`

乙 f ` , (
? ; , ? , 。

)
仍 = 1

2 )

(
f 、 屯2

;
’

乡
( 2 )“ ”

)

SE侧
一一

如
*一刁彻f

甜到 I ,
上的投影 (到 I : 上 的投影 )

,

由 艺( `、 (￡又2 ) )出发
, , ,

(
? , 、

)步首次到 J川 (了〔 2 、 )的概率
,

由引理 1 看出

性厦 2
.

对任意 艺` 工 ,

成立 关系式

j ; ; ( ’
` , ” , “

) = f 、
、 : 。?

:
、 , , ( 落̀ 2 ) )

.

厂; ( :

{誓
、 2 ) ( “

’ )
( 14 )

从而义得到
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、

f九=
`

厂才
( ; ) ; 川 ( “ ” ) f才

( 2 ) ; 、 2 ) ( “ ” )

性胃 3
.

艺常返
,
当月

一

仅当 f轰二 1 ,

这直接由上面的关系式得出
。

令

? 林
。 . 二二

飞艺

弓) 二 C洲勺

习 艺
? ; , , `

.

厂“ (
,; , , , ;

)
外 = 1 饥二 I

艺〔 I

当右边粗数发散
,

令 叭
` = OO

性厦 4
.

当 艺非常返
,

则

l乞, , ;

,卜爷 。 。

? 产乙、 ) 。 。

P “ ( , ` , ? ,去

) 二 0

当 艺常返时
,
员lJ

l艺、 ,`

。 d(z
) ) 一 里生里兰

? 矛乙

~ 爷

、 -夕

co l ) `￡(
?:己川

,矛之言̀

此处 (己 ( ’ ) , d ( 2 )
)为 艺的周期偶

,

题明
.

由于 p ` ; (
,` , , ;

) 一 .I 、 、 :

犷:川 ( “
` 2 ) ) ,p ; ( 2

代
、 2 ) ( `川 )

,

当 `非常返
, 、; lJ由定

义或者
, `

公蕊
p 、 、 , ,、 、 、 , (“ , , ,一 0

形均有

,

者丸忽loo
p 、 、 2

祥
、 2 ) ( 崛̀ 】 ,

卜 。 ,

无 、 、 种情

l艺, 7乙

?卜爷 。
刀去- 介 0 0

p “
(

, ; , , ,`
) 二 0

当 健常返时
,

剧

l玄。 ) ;

” 今 OO p “ (
, ` d ( ’ ) , ? , , d (“ ) ) =

哪 - > 。 。

沱( l )

l坛? 7乙

?乙一> Oe

。
犷只;;

’` 1 ) ( ` “ 2 , )

黑
_ 。
李:嗜}: {

2 、 (` ( 1 ) )

d ( 2 )

一
不而不灭种万

`

, ,`艺( 2 ) : ; ( 2 ) (￡川 )

此处

” `￡川 ￡( , ) (￡(“ ) ) = ; 、 ,

;飞川 ( ; ` 2 , )
,
士“
南

寸.飞U,钊?7)

, ,`艺( : )￡( : ) (落川 ) =

O 二

兄
乃二 l

O 0

云
?之乙

(艺( ’ ) )
仍二 1

艺( 2 ) 坛( 2
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故显然有
, , “ `二 , ,`

i 、 , ) ; ( , ) (艺 ( 2 ) )
, ,`、 ( 2 ) 、 ( 2 ) (艺( ’ ) )

,

代入上面的等式就得性 质的 4 第

二个精流
。

附韶 : 由于

C兄〕

丫飞

伟 = l

O O

下一
,

刀奋二 l

(沁

p “ (
, ` . , ,`

) 一 云 p ￡川

O (

、 , , (“ ” )
,

藉
, 尸、 ` 2 , 李{

2 , ( “ ” )

故 筑非常返
,

拜不保证 皿

C叱〕 0 0

乙 八
: (

? : , 。 ) < oo
,

但 当 艺常返剧必有 习
扭 = ! 乃二 t

= 00
0

6
.

上一段以一点的投影来考虑二元瑞氏勉的性质
,

拮果得到在 花

公 1
) “ (

、未 , ? , ;

)
? 〕乙二 !

J

以 的 局 部 性

质
,

要得到二元玛氏题的全局性质
,

我们必须考虑在两点以上的投影
。

考虑在 悦 ,

了的投影

1
’
; ( l ) J ( 1 ) (公( 2 ) ) ; 尸、 ( 2 )夕( 2 ) (挤( ’ ) ) ; 1

”
、 、 , )

,

, ( , ) ( j ( 2 ) ) ; 1
’
; ( : ) J ( 2 ) ( ` ( ’ ) )

它丁{
`
口邢菏足相容关系 ( 9 )

,

称 ￡可以 到 j (韶作 `、
.

歹)
,

如果对投影 /
〕 : 门 、 : , , 、

(丈( 2 ) )
石

’
一

’

J
’ `

`川 ~
.

夕` ’ ) ,

而且对投影 尸 : ; 2 ) j ( 2 ) (歹
: ` ) )￡

到完个对称的定义
: 称 `尸 j

,

如果对投影 P

2 )尸挤

( 2
与

吃

( 2 ) .

利用相容关系 ( 9 )
,

得 到得

: 、
(了川 )有公( 2 ) 、 了( “ ) ,

而 且对投

影 1
, ` ( , ) 挤 挤川 万川 、 J ( ’ ) ,

两种定义等价
.

性厦 5
.

证明
.

如

无二

= 今 艺 .cj

论由定义

砂尹投影 I
’
; ( 2
与` 2 ) (` ( ” ) , “ ” M挤

〔 2 ’ ,

故存在
? ! : > o

对投影 l
’
、川 挤( : ) ( 该( 2 ’ ) ; ￡川 ~ j川

,

故存在
, ` 2 户

、

O

尹
7乙l

i ( 2 ) j
( ’ ) ) ) O

尸
? 之2

`川
.

挤:
: ) ( j ` 2 ’

) ) o

对投影 `
’

j 、 2 ) 、 ( 2 ) ( J 吸` ’
) , J“ 2 ’ 、 “ “ 2 ’ ,

故存在
、 ! 3 )

、

O 尸
.

,
( 2

{背
( 2 ) ( j (” ) > o

对投影 `
’ .

, 、 ! 、 、 、 1 ) (无` 2’ ) j` ” 、 无` ” ,

故存在
、 /布

> o p
.

, 、 1

{分
: 1 ,

(“
` 2 ’ ) > o

从而

`
’
、 。 2 )

; {
2 , ( “ ” ’ 尹 ; ( 1 )

芳笼
1 ) ` j ` , ” p 、 ( 2 )

花是
2 )
( j

` ” ,

,
’

j
、 1 )

艾}
: , (无` 2 ) ) > o

( 15 )

由相容关系 ( 8 )有

: 。 2 )

艾褚
2 ) ( ,、

, ) )
J

` v

一 `
’

、 ( 2 )

长笼
2 ) ( “ ” , `

’
` (」 )

芳;
1 ) ( “ 2 , )

一
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代入 ( 1 5 ) 得

`
’
; ( 2 〕

子}
2 〕 ( “ ` ” 介

( 2 〕

职
2 , (“ ” ) “飞( ’ ) j笼

, 。
(无

` 2 ’ ) 尸
( : ,

常t
, , (、 ( 2 ) ) 、 。

但由于上式左边的乘积
,

前而两个因子在同一投影上
,

后而两个因子在同 一 投 影

上
,

而且由于

、 。

彗}芍{毯
, (“ ’ ) ) >

、 。

狱丫{
, (无 ( 2 ’

) >

j
’
、 、 2 )

今
( 2 ) ( “ ’ ) , 尹、 (:

指
( 2 ) (“

1” > o
( 1 6 )

尸、 、
1

{咨
; 1 ) (几`” : , p , 。、丫克

。 , ) ( “
“ ) ) > o ( 17 )

故对投影 p 、 ( 2 ) ; : ( 2 。 (艺川 ) 由 ( 1 6 )乞̀
2 )` 左` 2 ) ,

对投影 p ; 川 、川 。 ( 2 ’ )

由 ( 1 7 )艺( ’ )` 无 ( ’ )
.

从而 由定义 l’ 、 关
.

证完

性霄 6
.

艺̀ j令兮存在正整数粗 (
? ` , ? ,:

)
,

使 1
〕 ` , (

? ` , ? , `
) > 0

,

(此处 <斌》表示左右两边的命趟等价
,

)

性质 6 可由定义政接算出
, `

胜质 5 术可以 由性质 6 证 出
,

但如
_

E而的政接证明

也很有趣
。

如果 饭“ j
,

了、 `则称 伏,

J在同一 klI
,

如果从 `”
.

夕推出 了闷了则称 艺是菜本状态
.

利 用性质 5 与性质 6 容易证明
, 艺衍 若在同一粗

,

则有相同的周期偶
,

而 且 若 艺是

基本的
,

则 夕亦是茱木的
,

这样的机称为基本粗
。

投 引 是二
一

元庵氏越的一基本粗
,

周期偶为 (副
’ )

,

岔( “ ) )
,

考虑表达式

尸。 , (
, * , , , ;

) = I
)、 、 , ) ,` : ( ; )

( ;
(` )

) 尹 2

:{
( 2 ) (

·

` ( ’ ) ) `
,

J
· C

容易 见出书
’

),. 尸
’ )在投 影 尸脚

)

尸
) (召 2 ) )中的周期是小

` 、 而且是在 同 一基本

粗里
,

脚叼
( 2 )
在投影

一

气(2) 少
2 )

(j 川 )中的周期是 d( 2 ) 而且是在同一墓本粗里
,

依照这种推理方法
,

可得 C = 尸 ! 义
姚 其中口

1 c l , ,

仇 c 工2 ,

而且 C l 中的元满足

条件
: 对任意 让口

,

对在点 了到 工, _
L的投影而言

, c ;
是周期为 d( ’ )的基本粗

。

仇具

有对偶的性质
。

固定让口
,

考虑在 艺的投影
。

对在 乞到 I , _
L的投影而言

, c ,又分成了 d(
卜 )
个子粗

C , (下 ) (￡(“ )
) 1簇下蕊 d川满足

:

若 、 ` 1 , · C l`’ ) (“ 1 , ) ; 。 , ) ; 、 l

号
、 1 , (“ ! , ) > 。

片
? !

三 , (哪
·“ d“ ) ,

对于 仇具有完全对偶的性质
。

从而我们把 C 分成了 碌` ” 汉` 2 ’
个子祖

,

韶 作 C协 }` 7 ( 己
` ” }蕊

“ ` d ` 2 ’ ,

而且

由我们的分析显然可以使得 C为具有如上的性质
:

如果 产召: 。 ,

lRJ
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1
, ` , (

, , , , , “

) > o 二今
, `

三 下 (
? ,、 o d己` ” )

, , ,

三
s (

, , `。 己d ` “ ) ) ( 1 8 )

对于包含 ￡的粗韶作似 动
,

如 ￡基木
,

lRJ 由点 艺的投影 所 分 成 的 满 足 关 系

式 ( 1 8 )的子粗韶作 (
’
, 。 (￡) 1簇 下乓 d ` ’ ) ]

一

戈
“
簇 己 ( 2 ) ,

( d ( ’ ) , d ( 2 ) )为 该的周期偶
。

容易看 出
,

常返状态是基本状态
。

利用上述投影的分析方法
,

我俏实际上证明了如下的定理
,

这个定理包含 了性

从 4 的桔品污
,

定理 1
.

它全「rlf地考察了 尸
:
, (

, , 。 ? , :

) 当
, 、

兮 oo
, ,:

分二的极限性质
。

《 1 )如 j 非常返
,

刻

l下分乙

, `
今 OO 尸 : i (

, , , 。 `
) 二 0

? 矛乙

峥 。 `

( I )女「, J是常返的
,

周期偶为 (浮川
, (乙( 2 , )具J

叻
.

如 i 是不同于 j 的墓本类
,

lnJ 1’i 为
` ,

二 ) 二 0

l,.) 如 夕
` 口 , 。 (` ) lR]

l艺? , 占

,`
分 00 I

J ` , (
,` J 川 + 下。 , ,`己 ( 2 ) + 。

)
” 乙一 ) ,

汉 ( 1 )。 Z ( 2 )

? ,乙了了

及

I
, ` I (

, ` , , ,`

) 二 o ,
当

, `

年下(
, ,: o J汉` ” )或

? , ,

等
。
(

? ;之o d 汉`” )

。 )
.

如 ,:l 非基本
,

则对 l ( 7气 ,l(
’
l) 气

;

( d ( 2 )
有

l艺? , `

宁六
.

令 。 。

州今 。

j
少` , (

? `
己川 + 下 ,

d ( t ) d ` 2 飞
” 乙d 、 ` ’ + “

) = J毒( 丫
, “
)一 不万

此处

`

f毒(丫
, “
) =

幼 戈
习 吕

.

f
` , (

, , , , ,`
)

,公二 l

? 乙三三丫

? 7之三三乡

仍 二 l
” `。o汉 d 〔 ! ) )
7 ,` o d d ( 2 ) )

了、了̀、

推渝
,

对任意 了,

产 I 存在极限

I f? ,。

,卜 )
。 。

—早硬宁尹六,才乙
翻

令 。

犷 乙 尸 `了(
7

,
, S

) == 二` ,

f毒 f表
此处 “ “ 一

而丁
, 万 `一 兀 “ 一 奋i不

~
,

当 `常返
,

常返
。

1

几 “ 万万二
,

在
二 ; > O时称 `是正
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郁 对角楼焉民捷的某些性厦

7
·

、
(
一

“ 1 ) , 二
若

`2 )

)
为二元 J段。氏。

,

才、 : 考 *: 、
一

角* “ ,。氏、
{
之

“ 一 (
?

“ 1 ) , /

、 2 , )
?!
异 ·

{
的性质

。

显然
,

(
次 ,

“
? 乙

) 。

)
的

丫 /

步
,

{哮移 溉̀率 是 `
》`* (

7 / , 护之

)`
,

j
· , ,

它白勺棘 移 处工阵 “口为

{ I
) ` , ( 1

, i )艺
,

J
o
l }

。

木节要用到的几个符号先 作 砒 明
。

叫
“
表示 叫涂尽 始 d : = 阿 川声 ( “ )〕表 示

d ( ’ ) , d ( 2 )自勺录 ,J
、

公倍数
。 己刀 = ( d川

, 己` 2 ) )寻乏示 。z川
, 砚 ( 2 )

的最大公构数
。

毅 让工
,

对二元思氏趣有周期偶 (副
’ ) ,

小 2 ))
,

合 d 为 艺在璐氏趣 (嵘
, ? 、乒

。
)的周

期
,

#lJ 因
:

1
, ` : (

,` , ,`
) > 0 二今 己` ’ )

卜
, ` z弋“ ’

}
?`

故亦有

从而 心 “

易推出 当

尸
: ` (

,` , ” `
) > o 二冷 己: 二 〔己〔 ’ ) , ( z ( 2 ) 〕 }

? `

〔d川
, 己` 2 ’ 〕 }d

,

事实上还有 况二岔。 ,

因为由二元局氏趣周期们的定义
,

容

叭 , 充分大时
,

恒有

I
少、 、 (

, `d川
, ? ,, 己( 2 ) )少 O

从而对于充分大的 N = ?
滋川 二川 d ( 2)

p “ ( N
,
N ) ) O

所有这样的 工 的最大公构数显然是 口: 二 〔彩 ’ ) ,

d(
2 )〕

,

精 合 已 有 的 〔 d( ’ ) ,

d(
2 ) 〕

= 心 }d 得 己二九 故有

性厦 1 如果 ￡。 I 对二元玛氏逆 {
二

盗
` ’ , 二

护
’ } 有周期 l鸽 ( d 〔 ” , d ( 之 ’ )具IJ落对对

角释岛氏动而言有周期 汉“ 碑: 二 〔d(
’ ) ,

小 “ ) 二
。

现没 口为二元岛氏趣的一基木粗
,

周期偶为 ( d(
’ ) ,

d(
2 ) )

,

已知 C 中的 元 在对

角筱踢氏动中有周期 d : = 叼 ` ’ ) ,

小 2 ) 〕 (
`

比质 1 ! )
,

在二元禹氏诞中 C 分 为 ,l(
’ )彩 2 )

个子粗
,

韶为 (
’

, 。 (艺) 吞肖足关系 ( 1己 )
,

就 J “
`

, 。 (艺)员。由 ( 1 8 )

p
:
, (

7, , ? ,`

) 》 o二今
,`

二 下(
, ,` o d ` z` ’ ) )

? ,:

二
s (”

乙。己己〔 2 ’ )

,、 = 忍川 d川 + 丫
, , ; 二 无( 2 )汉 ( 2 ) + 。

要使 J 在对角袋焉氏趾中仍 与 孟同叙
,

必须而且只须存在充分大的 刹 ` ) ,
脚 “ )

使
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? ;二无川
〔Z (l )+ 7二 几 (2咄 (2)+

d=、 ,。

尹“ ( , ` , ? `
) > 0

仓p必须

无川 d ( I ) 一 沦( 2峨 ( 2 ) 二 。 一 丫

由于 d ( ’ ) , d ( “ )的最小公倍数 为 d : = 〔
`
l ( ” , 瑟 ( 2 〕〕

,

故 浏 ’ ) , 己( “ )

数 碌H 为

( 1 9 )

的 最 大 公 构

汉口
汉( 1 )日( 2 )

一 己L

山 ( 1 9 )得

、川
华

一 、 ( 2)

华
一

丫t 一

IJ
L刀刀 叨 H

从 fifj
“ 一下必 须 被 rtII 除 尽

,

依照筒单的数谕知 撤 尚 可 证 其 逆
,
当 j

`户 , 、 抓 )如

果
: 一 下被 心 除尽则 艺,

挤在对角楼玛氏捷中是处在同一粗
,

于是 君在对角筏禹氏罐

中被分成了 汀H 个粒
,

显然每个粗仍是基本叙
。

上 llj(’ 的分粗法
,

对非基木翘也是对的
,

只不过它们仍对应非基本粗
,

故得

性霄 2 若 户是二元玛氏扯中一粗
,

周期偶为 ( 祝川
, 比` 2 ) )

,

则 C 在对对角恐

玛氏动中被分成 汉; : 二 (
` z ( ’ ) , d ( “ ) ) 个粗

,

它 fl
j

性的周期者!̀是 汉: 二 〔 况 ( ’ ) , 〔之̀ , ) 〕 ,
泊j

_

且这些粗在对角挂庵氏地中为共木粗
,
当

_

昆汉当 口在二元禹氏地中是墓本粗
。

吕
.

现役 艺在二元玛氏越中是常退的
,

RJJ 它在对角腾玛氏逊中是否还是常返的 ?

首光考虑 艺是正常返的情形
,

此时 由定理 3 得
:

l艺?矛乙

? 乙~ ) 。 o

1〕 “ (
?` : 、 `

) 二
以( l 、 碑 ( 2 )

? 户乙̀ *
( 2 0 )

此处 (
记`“ ’ ) , “ ` 2 ” 为 `的周期 ,禺

,

命一
> O

由此看出
, 该在对角接局氏涎中仍然是正常返的

。

二 p { ,
`
’ 为
{
: U

:
, , !

》 。

}
从 ` , IJ

.

,的
?乙步。 移 既̀率

,
.

`护
’ 为 从 ` 出 发

? 乙

步
一

首次至“ ,

的概率
,

当 艺正常返时
,

由局氏撇已有的桔流
:

l抓,几

7乙- ) C二̀

。吃)
` d : ) _ d L

。只
( 2 1 )

此处
` z: ( d “ ’ , 己戈2 ’ ) 的最小公 倍数

, ? ,。

乳 “ 吕 叮招
,

上而的式子之所以成立是因为在对角搔踢氏越中 艺有周期 心
。

比蛟 ( 2 0 )与 ( 2 1 )得到
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今

d : _己( 1 )汉( 2)

” `

只
?,“ `

从而得到
” 乞

卜会
总桔上述粘果

,

得到
:

l

险质 3 如 乞对二元禹氏趣是正常返
,

则 艺对对角传焉氏撇仍是正常返
,

而 且

若 二袅(内为对角接禹氏逊从 艺出发首次返回 ￡的时同的数学期望
,

lllJ 饥鑫

( 此处 寿
,

叽
` 的意义依照第 5

.

6段 )

当 ￡在二元禹氏逊
,

扫是非常返的
,

则
:

淤

尸 (
二
孟

’ ) 之 “ ” , 二
未

2 ’ 二 f ` 2 )
存在某

? :
> o , , ,` > o }

。·。 。 二 ￡) < 1

更有

p 价刃= 艺 存在某
?`
) 叫沼 二 协 < 1

故 落在对角楼庵氏抛中仍然是非常返的
。

最后
,
当 落是零常返时

,

下而将举例淤明 艺在 对 角 接 局 氏趾中可能是劣常常

赵
,

也可能是非常返的
。

9
.

例 1
.

定理 3 麓明
,

任意两个焉氏触的
“

乘积
”

就是一独立的二元局氏趣
,

例

。。二
{

/

“ 1 ) , ? 1

》 。

}
,

{
劣

“ 2 ) ? 子乙

》 0

}
为 J直耗:上的 、 单 自由随机游动

, 、 。
{
浴“` , 。牛

护
,

}
形成一独立的二元焉氏动

,

此时对角接玛氏撇即平而上的简单随机游动
。
由上一段

可推得这个随机游动的一些筒荣性质
:
有周期 2 ,

且分成两个基本粗
。

熟知
,

这个

随机游动是雾常返的
。

把平而上的简 单随机游动再 自相
“

乘
” ,

则得到雳常返的二元禹氏挺
,

但那时
_

,

、 , 、 _
_

一
二。 …

,

。
, _ 、 匕

、 t _ 「 r _

一
, . , 、 ;

~
, 。 二

n 。 , . 、
了 1 、 2

对角腾庵氏触则是非常返的了
。

l月为那时 p 会产
’

一 L
~

众
一

少
。

因此我们可作桔希

如下 : 若 i 在二元巧氏

翅中是非常返或者正常

返
,

njJ 它在对角耗焉氏

垅中亦然
。

若 落在二元

踢氏翅中是零常返具吐它

在对角接玛氏雄中可能

是零常返
,

也可能是非

常返
。

令 P g兮 叮
~

令

尸 2 *

{一
, 、 二

} 。 p {个 }
。2 、

—
一 t ,

一

l
“

1 1
.

! ~ .

叮
’

{
_` _

’

{ 。 、

{ g 。 、

} I’
’

…一

一
{-云拼止{

一
I’ ` , }

。 . 1
’ “

}
: ) .

}
, _ g ` :

1 一— 伞
{ 丫亨 } l王 空 } 1 一 下丁 平

q 匕 1 尸加今 } 1 厂

, ,

_ p Z ,

价
,

_ 价
_ 、

、 一 1 一 —
、 产~ 奋福一 l 一

, 不丁 - 7

9 1 ’ 1 ’

声J
se

一J
.es||曰,i
.

1
.

|引
引

确!l

一

一一
一
饭一

—
刃

-

一一
一 打

-

一 下力 —
一呻
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例 2
.

波 O< p< 1护 < P
.

, > 0
.

如右图
,

役 I :

箭头的方向
。

二 (
。 , b , e

) I : 二 (八
, 方 , “ :

)I
一 ,

) 例如
,

固定
。

有

尹 2

尸吸
, 二:

1
、

尹爪
,

二 1 一 止 一
,

q

I
, 2 <

、 )尸 + 口“ 1

仔 一横行与直行都抬定了一棘移矩障 ( 依

I 犯

尸急B =
P 2

尹肠 = 1 1, 扬 二 1

而固定 几 有

_
, _

P Z

I ’ 品 二 1 , I少 ila 二 1 一

—
1j 众 二

甘

尸 2

—
1 ,

由 = 1

余此类似
。

容易劣煎算
,

这一族种移矩障满足定理 2 中的相容条件
,

这个二元 嚼氏趣不一定

是独立的 ( 只要 z少 笋 q )

由于这些例子的繁复性
,

不拟多举
,

它只是对我们研究对象提供 一个浅明
。
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0哎 ` <… … ` 亡。 ,
O 《 ” l < … … < ” 。

·

“ , ,
d 艺川

,

……
。 ￡。 ( l 〕` I x , ￡1 ( 2 )

,

…
￡。 ( 2 ) `

1 2 w e h a V e

,

(
￡

;
」 , 一 、褚
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二
, , 一 、
众

, ,

/
:

{
, , 一 、者

, , , 。 、 · 、 拐 一 :
, 二

疑
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2 ,

o 、 。 、 , 一 :

卜
p (

劣

少
, , 二 ; . “ , , , 二

三
2 , 二 磕

2 ,

/
劣
止
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= 以习
劣 ( 2 、

乞t,仍一 r

= 、又: ) 、
`

仍一 ’
J

w h e n e v e r t h e l e f t m e m b e r 15 d e f i n e d
.

I n s e e七j o n 1 o f t h i s P a P e r w e h a v e s `u d i e d t h e s t r u e七u r e s o f m a r k o v

e h a i n s w i t h t w o P a r a m e t e r s o f t im e
.

I n s e e t i o n 2 a n d s e e t i o n 3 w e h a v e

o b t a i n e d s o m e g e n e r a l P r o P e r t i e s o f t h e m
.


