
变 刚 度 样 条 函 数

数力 系 李丢生

摘 要

本文研究作为变刚度镜度方程 ( , (幼功
,, 二 艺 艺内 I 创 护》 (二一

` ) 在集中荷载和集中
公泛

弯矩作用下的解的样条函数
,

特别容静 抓幻 分段速被的情形
。

通过格林函数构造了样

条函数空简的基底
,

分析了插值样条的基本性质
,

推广了三弯矩插值法
,

并估针 了一

类插值的殷差界
。

引 言

现在常用的三次样条函数
,

是在梁的抗弯刚度刀 J 为常数的条件下导 出 的
,

但

实际上常遇到 E l = 夕 (劝是变化的情况
,

特别是夕。 ) 分段为常数及分段为线性这两

种情况
。

本文研究 了这类样条函数
,

包括构造这类样条函数空间的基底
,

分析它们

作为插值样条函数的基本性质
,

并估计播值余项的界
。

本文研究的样条函数
,

也是一类算子样条
,

但我们容许相应微分算子的系数为

间断函数
,

从而引起样条函数的光滑性和结点联接方式也不同
,

这是区别于 〔 1一 3 〕

中所研究的光滑系数算子样条的主要之点
。

一

1
。

样条函数空简的基底

对区间〔a ,

幻的任一给定分画
汀 :

’

a ” 戈
。

< 劣 l < … < 写 N 二 b

及给定函数 p (习
,

我 们 总假定
t
除了 { x `

}怎
,

( 1
.

1 )

可能是夕 (二 )的第一类不连续点外
,

它是印
,

的上的分片连续函数
,

又假定存在正数 马

尹 (戈 ) 夕夕
。

于 % 。 〔a ,

b〕

使

( 1
.

2 )

积分 !命
存在

·
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续中

还假定给 了一组正 数 { r 企
二 ,

r , = 1 或 r , = 2

现在定义变刚度样条函数如下
,

条函数
:

`
一

阶 勿

少 勺 止

( 1
.

3 )

我们称满足下列条件的函 数 尽 (劝 为变刚度样

( 1 ) (了, ( 二 ) 5 1,
(戈 ) )

I, 二 o 当 x 。 {二a ,

b〕一 灌二
; … , 二 、 一 :

} ,

( 2 ) 于 x 处
,

如果 r : = 1 ,

则 成 x) s
护

(二 )连续
,

即

, ( X
, “

·
(二 )

1
二 = , . + 一 , ( X

, S
·

` x ) }
二 二 二 一 ,女口果 , , = 2 ,

贝”` , ( 、 连续
,

但

, `! ,“
·

`· ,

}
二 = 二

. , 一

殉 , s,, `
叫

二 = 二 `一 , 0
,

谕为
·

廊
亏损度

· ,

这类样条函数的全体作成的集合
,

我们 记 为 S 尹 ( L
, ” , r

)
,

其中
r
表示 ( 犷

, ,

一

犷 、 一 、

)
,

L 表示微分算子
:

L S 二 ( , 、 ·

)’’ 一

共 (
, (二尸华寥)、

U荡 \ U泥 I

( 1
.

4 )

由定义易见
,

如果 夕(
x

)
。 C 〔a ,

b〕且
, :

= l 。 二 1
,

2 , … N
一 l )则 S ( 劣 ) 。 C “ 〔a ,

b 〕
,

特别
,

当尹 ( x )为常数时
,

它们变成通常的三次样条函数
,

上述样条函数的力学意义是
:

它们是变刚度梁在集中荷载和集中弯矩作用下 的

挠度曲线
,

熟知
,

梁的挠度曲线微分方程是

(尹 (二 )习
护

( , ) )
价 = q( 二 ) ( 1

.

5 )

其中q( , ) 表示外荷载强度
,

即单位长度梁上的外荷载
。

如果我们采用 舀̀ ar “ 一 6 的函

数
,

则作用在梁内结点 { 劣
,

蛋
, 。 1

上的集中荷载和集中弯矩可以表示为

入 一 1

甲( 戈 ) 二 E
. !

r , 一 1

、 ,
J` 曰

, 一 O

夕J占
` , )

( x
一戈

) ( ]
.

6 )

其中尽
。

表示
二 ,

处集中荷载的强度
,

口
,:

(当 : , 二 2时 )表示
二 `

处集中弯矩的强度
。

将 ( 1
.

5 )
,

( 1
.

6) 合起来
,

我们得到所定义的样条函数习 (二 )所满足的微分方程式

N 一 l

( 1 ,
(
二

)召
,价

)
尸, = 艺

犷 : ~ l

乙
7 . 0

夕, 6 ` ” ( x 一戈
,

) ( 1
.

7 )

如果承认 ( 1
.

7 )作为我们的出发点 (下面的结果是严格证明的
,

6 函数不过提示

一种方便的看法和算法 )
,

将 ( 1
.

7 )积分两次得

尸 ( x
) S

“
( , ) = a 3 + a ` 戈 + 刃口, 。 (

% 一 % `

)
+ + 艺口

: , ( x 一 %
.

)
。

不 坛 十

( 1
.

8 )
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满足 ( 1
.

8 )的 S (二 )显然有性质 ( 1 )
,

( 2 )
,

也就是我价所说的变刚度样条
。

将 ( 1
.

5) 两端除以夕 (二 )
,

再积分两次
,

则得

召` “ , = 一 +

一
+ a 3

{{
d劣

尹 (戈 )

+ 。 `

! J
男

夕 (二 )
d x

O

·

于禹 11气分
d

二细1瑞分
` ·

( 1
.

9爹

n = 4 + 艺 片 ,

贝甘( 1
.

的中的任意常数有
。
个

,

下面将证明
:

S 尹 ( L
,

二 , ,
) 作 成 n维函数空间

,

并通过构造相应微分算子的格林函数而得到 它 的 基底
。

对参数 (t
a < 才< b)

,

我们来求下列微分方程式

(
, (二 ) , ·

(二 )
)
` 一 “ `二一 ` ,

( 1
.

I Q)

的解
,

将它记为 G ( 二
,

O
,

并称为算子 L 的格林函数
,

它满足什么边界条件
,

暂不加

限制
。 ,

·

记

。
。

( 二 )长拼分 ,
,

( 二 ) 一肠
, 一 ,

向云 (
, 一 , ,

2
, 。 )

尸 、 再 夕
, 净 a

将 l(
,

10 ) 对二积分
,

不计积分常数
,

可求得其尸格林函数为

“ ( 二 ` ) :

{
(一

` )
(

, 、 万
卜 ,

2

(` ) )
一 2

(
。 3

(!

卜。 3

(` ) ) }
(二一` )泣 ( 1

.

1 1 )

格林函数口 (二
, t ) ( 1

.

1 1 )的特征性质如下
:

( 1 ) 如果夕 (二 )在〔 a , b〕上分段连续
,

则口 (二
,

t )在如
,

b〕 x 〔a ,

b〕上关于二和 t分别

一次连续可微
,

在吮
` , 戈

, + : 〕 丫 以 , , 戈 ,十 ;〕上
,

则二阶偏导数连续 , 如果夕。 )
。 C 〔 a ,

b〕 ,

则 a ( 二
,

t )在 〔。 ,

石〕又〔 a ,

乙〕上关于 x 和 t分别二次连续可微
,

在 〔二 ` , 二 + 1〕 x 〔 x ,
,

x l + ; 〕上

则三阶偏导数连续
,

·

( 2 ) 对任意固定公( a ( t < b )
,

在 〔a ,
t )和 ( l ,

b〕上
,

a ( x ,

扩)作为二的函数
,

是齐方程

的解
,

即

L G ( 二
, ` ) = 0

对任意固定戏
a < 二 < b)

,

在 〔a ,

劝和 ( x
,

b) 上 a ( 二
,

O作为t的函数也满足相应齐 方程
,

( 3 ) 有下列间断性

去 (
, (% ) G ( 2 , 。 )

(二
, ` )

) !
二 = ` , 一

丢 (
, (比) o ( 2 , 。 )

(一 , )
)}

x 一 ` _ -

( 1
.

12 )
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d i
_ , . 、

。
, 。 。 、 ,

,
、

! d l
, _ 、

~
_ 。 、 , . `

、 l

丽
一

火尹叹
` ’ “ ”

’ 一 ’

` x
, `少 ! , = 二

一
~

J「 火尹“ )份
’ “ ’ ` ’

( ’
,
` , ) }:

二 二 , = 1

其 中口 ` “ , . ’
( 二

.

0 表示对二的。阶和对云的口阶偏导数
。

定理 1 对于给定分划 武 1
.

1 )
,

函数 尹(劝 ( 1
.

2 )
,

及数组 (r 1
.

3 ) 和 微 分 算子

L ( 1
,

4 )
,

样条函 数集合 习夕 ( L
, 二 , ,

) 为一
: 维函数空间

,

其一组基底 可由 格 林函数

巩 ` O 产生
,

它们是
-

甲。 。
( x ) = z , 中。 :

( 二) = 二 , 甲。 :

(二 ) = 动
2

(二 )
卿。 。

(
二

) =
砷

:

( , ) 一 2功:
(二 ) ( 1

.

1 3 )

甲、 , ;
一 i 一 J ( ` ) ” ( 一 1 )

`口` ’ 一 ’
(二

, x `
)

j 二
r `一 i ( 一 1 ) 0 ,

事= i ( z ) N 一 i

证明
: 直接代入知 甲。 , (

二
) (歹= 0 , 1 , 2 , 3 )是齐方程式

(尹 (二 ) , 令 )
I’ 二 o (

a嘴 x 喊 b ) ( z
二

1 4 )

的解
,

而且是线性无关的
,

因此是基础解
。

当 , ` “ 1时 ,

。
: , 。

(戈 ) = 。 ( 。 , 。 )
(
二 ,
二`

) 一

{ (二 一 二 、

) (
。:

( 二 ) + `艺 ( :
,

)
)

-

一 2 ( ,
。

(二卜 。 3

( ` )
) }

(二 一 二
,

)笠

因此

中 `
( , ) {

。 2

`二 , + ` 2

`二
`

, + `二一 x `
, , 二̀

, , 一 , `二̀
二

)
}
` 二 一 : :

,:

J叻
,
( “ ) 一价

,
( ` ) + ( ’ 一 ’ `

)币
:
( ’ ) 当 苏 > 戈

当 劣 < 为

戈 > 戈`

戈 ( 0

当当(戈 一 x `
)价

。

(二 )

0

0
产tt、J

l
ló

声
、

=

、 ,了
苏

夕̀、
,初

中

当 x > 荡 -

当 戈 < 二 -

.口.荡ù戈八é
了.、才

l
、

=
、 J
ù

工
了、

夕,0

中
`、了

戈
了、

尹

(
, ( !

)(’0 (
!

)
)
` ·

〔
, (

二 ) ;

:’0( % ) 〕
: ` -

o 当 戈。〔 a ,
b〕一 { 戈` }

0

其中〔 f ( 二 )〕
, `
表示 f ( 二

;
+ o ) 一 f ( 二

:
一 o )

可见 叭
。

(劝确具有变刚度样条函数性质 ( l)
、

( 2 )即叭
。

( x) o s可 L
, 7T , :

)
。
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类 似地
,

召夕 ( L
. 二 , ,

)
,

当 , ` = 2时
,

除甲
` ,

(劣 ) = 口 ` o ’ 。 ,
(二

,
二`

)
。尽夕 ( L

, 二 , r
)外

,

还有 甲`。
(二 )

。

事实上
,

甲`。
( 二) = 一 a ` 。 ’ ` ’

(
二 ,

气 )
一

{
, 名`二 , + , 么“ , 一 `二 一 ` ,̀

,

二“ , 一 2 , ; “ ,
}
`二 一 ` ,: !

` = 二 .

二

{
, : `二 ,一 `

2

(二
`

)一 `二 一 二`
) ,

1

(二
`

)
}

(! 一 二 `

) :
,

。 “

(二 ) = 功二(
二 ) (二 一 二

,

)几

功
。

(
x

)

0

夕 (习 甲 (劝 二

当 戈 > 为

当 二 < 为

当 戈 > 为

当 戈 < 戈

可见

可
二 )甲

护

(
二

),,
= o

当 x 。 〔 a ,
b〕一 { 二

`

巨。 二(们
: * = ` 今。

因此
,

对灼* 二 2 的情形
,
价

。

(幻也具有变刚度样条性质 ( 1 )
、

( 2 )
,

即叭 0( 戈 )
。习夕 ( L

, 二 , ,
)

再证函数系 { 毋 , (叉 ) 于 ( 1
.

13 )是线性无关的
,

用反证法
,

设存在不全为 。 的

常数 caI 使

。 ,
, 甲

,
, (
二

) 二 o 于 a 哎二崛 b ( 1
.

1 5 )

` .工
ō.
艺-D

r,

八兄,
丫̀

S ( x ) =

在 ( 1
。

1 4 )中
,

补充规定
, 。 = 4

( 1
.

15 )在
a 《 戈喊劣 :

上 变成

刀 c o l 甲。 I (二 )三 。
, 一 0

( 1
.

1 6 )

由于
{

, 。 , (二 )
}:

_ 。

为齐方程“
·

“ ,的基础解
,

因此
由 ( 1

.

1 6 )推知

C o o = 。 0 1 二 e o : 二 c o s = 0

对任一内部结点 戈。

v( 二 1 , 2 ,

…
,

N 一 1 )
,

如果
r 。

= 1 ,

则由 ( 1
.

15 ) 有

〔(
, (二 ) S ·

(
戈

)
)
`

〕
二

,
= 一 〔伽(二 )《 ( 二 ) )

`

工
,

= · , 。 = 。 ,

如果
, ,

= 2 ,

则
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〔尹 (二 )召
“

( x )〕
二 ,

= c , 。〔夕( 二 )甲
、 。 扩

(
二

)〕
: , = e , 。 = o ,

〔 (尹(
、

) S
“

( 二 ) ) `〕 ,
, = 。 , ,〔 (夕(

二
)甲

, , “
(二 ) )

` 〕, , = 。 , : = 0
.

急之
,

推出 ( 1
.

15 )中诸系数 勺 全部为零
,

这与原设矛 盾
,

这 就 证 明 了 函 数系
`

初 (对 圣的线性无关性
。

又我们所定义的任一变刚度样条函数习(对
,

皆可由 { 价 , (男 ) 圣函数系线性表示

出来
,

也是容易说明的
,

这就证明了 { 叭 , (
二

) }构成 S叹 L, 二 , ,
)空间的基底

,

维 数

是
” 。

注
: 甲。 , (

二 )也可由 G (二 O产生
,

不难验明

一 (夕( x )夕
` 。 , 么’

( 二
,

t ) )
’ , ! , _ 。 二 1 二甲。。

(
二 )

夕 ( a )口
` 。 , ` 、

(二
, a

) = % 二 切。 :

(
*

)
一 口

` 。 , , ,
(
二 , 。

) = 功:
( 二 )

= 甲。 :

( , )

口 (二
, o

)
=

坤
2

(劣 ) 一 2价
3

(劣 ) 二 切
。 。

( x )

推论 1 当夕 ( 、 )
二 1 时

势 ( *
) = 二

/
:

! (
v = o , 1 , 2 , 3 )

,

口(
二 ,

t )
=

(
x 一 艺)

3

( x 一 云)
o 十

/ 3卜 ( 二 一 r )
“ 十

/ 6

其相应的基函数系统 { 叭 , (
,

) }为

工
, 二 一 a ,

( 二 一 a )
2

/ 2 ,

( x 一 a
)

3

/ 6 ,

( 劣 一 x
,

)
“ ,

/ 6当 ,
·

` = 1时
,

(二 一 二 )
之、

/ 2 ,

( 二 一 二 、
)

3 +

/ 6 翔当 , `
= 2 时 “ = 1 , 2 , … ,

N 一 1 )

它们构成通常熟知的三次样条函数空间
。

下面研究夕 (对为阶梯函数和折线函数这两种实际上有用的情形
。

引理 1 设夕(劝为阶梯函数
:

尹 (二 ) = 尹 十 ; / 2

> 0 ,

当戈
·

< r ( 二 : 十 、
(落

= o
,

1
,

… ,

N 一 1 )

又规定 尹 “
专 (尸

` 一 、 / : 十尹 , 上/ :

)
,

则有

功 ( 二 ) = 艺 丫
:

(
二 一 二

) )
十

/ v ! (
, 二 1 , 2 , 3 ) ( 1

.

1 7 )

其中
1

. ,

1
I 。 = 一一 , ,l = 一—

一 一

夕 x / 。 尸
: + z / :

1

夕` _ 1 / 2
(落

二 i , 2 , … ,

N 一 1 )

证明
:

显然 叭 (
、

)为分段线性函数
,

故可表成

动, ( % )
弓x

「

=

夕 (二 )
艺 a , (

二 一 二 , )
十

2一 O

( 1
.

1 8 )

左 。 < 二
< 二 : 上

,

功
: `

(
戈

)
二 1 /夕

广
. 。 。 = y 。

而在 二
:

< 戈 < 鼠
、 l

上
,

( 1
、

1 8 )又有

( , ) 二 1 /尹
: , : ,

另一方面
,

由 ( 1
.

1 8 ) 价
: `

(
二

) = a 。

一方面
,

功
: `

(劝 二 l/ 夕
( . , = 1 /熟

十 : , : ,

而另一 方面由

,

沐卜知
= ’旭一 /名
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由此推出

a j =

1

夕 * + 1 / :

1

夕 i一 1 / 2
= y

i

将功
,

(劝逐次积分
,

便得到 叭 (劝 的表达式 ( 1
.

1 7 )
.

推论 2 当夕(劝为引理 1 中的阶梯函数时其相应算子 L 的格林函数为

G ( 二
,

云)
=

{鬓
, , 、 (二 一 ` ,〔 (二一

, ,
卜

(`一
, ,飞〕 / 2一 〔 ( ,

一
, ,乙

( 1
.

19 )

引理 2

一 (̀ 一 二 , )灵〕 2 6 * ( 二 一 ` )飞
设夕 (二 )为分段线性函数 ,

刀 ( 二、 = 刀
、

+ 2 1土」二里二 (二 一 二
`

) ,
;

` 二` 劳
` ,

劣+1 1 一 劣
,

- ( 1
.

2 0 )

( `
= o , l , … ,

N 一 1 )

则

功,
(义 ) = B : , ; +

h
`

尹
, a `

In
( 1 + a ,

( 二 一 二 `
) / h

*

)

功2 }(二 ) = B : , ` +

h
2

夕
,召

1二少铲之
)
`朴

(
1
一
旱 )

二 一 二`

)
一 a 一

一

下厂-

一
r

几`

)

功
3 , `

(二 ) = B : , ; +

h
“

2 夕
,“

1
一
旱 )“

·

(
1
一
旱 )

一 a ` } ( 1
.

2 1 )

于
其中

h
;

= x
` 十 : 一 二

, , a , =
( 熟

+ : 一 扒 ) /药
=
竺丝 一 1

p
、

苦~ 立

= 艺 一

苦. 0

f~ l

= 公
斌一 0

h ,

夕 Ia 夕
执 ( 1 + a , )

= 动:
( x 、

)

{
(

1

一 )
了·

(
1

一 ,一

}
= 功:

(一
( 1

.

2 2 )

2,一a

h一知"一尹

BB
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、尸
义

了几
仓U必一一

、

l
、

!,、丁

a一 a 了一

2户 , a {(
1 + a ,

)
“ 外̀

(
` + a , ;

2

刁乙勺
一ù方

B
、 , 。 二 B

: , 。 ” B
s , 。 二 0 (公= 0 , 1 , … 万 一 1 )

注 一到
、

可能 尹
` 十 , = 尹 即 a `

二 O ,

此时
,

在 ( 1
.

2 1) 各式中
,

令 必~ o

功
,

(劝
二 B

: . :

+ (二 一 戈 ) /尹 叭 ( 二 ) 二 B 2’ ` + ( , 一 二 `

)叮2尹` ,

功
。

(幼
二 B * + (

x 一 为 )
3

/ 6尹 于 二嘴为喊为
+ ,

一般说来
,

当 勺 甚小 时
,

可 认 为 诸 幻` 。 ( j = O , 1 , … ,

N 一 l)
,

执 ( 1 + “
刁展开

,

取其主要部分
,

则 ( 1
.

2 3 )中各计算公式可简化如下
:

,

可 得到

( 1
.

2 3 )

于 是 将

B
: 、 名构 /尹 , ,

B 知汀 艺h
矛一 0

/ 2 , , ,

凡。 么 { /晒 ( 1
.

2 4 )

以上 动
,

(
` )

`
C

“

〔a ,

b二 (
, 二 1 , 2 , 3 )

引理 2 的结果可以通过计算得到
,

证明略
。

推论 3 当 夕(劝为引理 2中的折线函数时
,

其相应算子 L的格林函数为

“ ( 二 `卜 { ( 二 一 `) (功
2

( x ) + 。 2

( ` ) ) 一 2 (` 3
(

x
) 一 。

3

( `) ) } (
x 一 ` )二

其中 功式劝
,

动
。

(劝 按 ( 1
.

23 )决定
。

在 尹( , ) 二阴 st ( 常数 ) 的情形
,

对 a ( x
.

o 关于宕作四 阶差商
,

可以 得 到 局部

基底
,

对变系数 尹 (劝作类似处理
,

可得到
“ 几乎是局部

” 的基底
,

也就是 说
,

在

局 郊区间之外
,

虽然一般说来
,

相应 6 一 山形样条函数不恒为零
,

但绝对值很小 二` 、 。

2
.

插值样条函数的基本性质

;寸于〔 a ,

。: 的给定分戈。
二
数。 : 及、目应给 定 数据 {

,
)
` ’

}
,

和 。 。 . 。 、 我 、 J研究和

〔4 〕中同样的五类插值问题
:

求厚(劝
。 S 尹 ( .L 斌 :

)
,

使满足内点插值条件
:

、 ( , )

( 、 ) 一 , “
` ’

( ,
一 。 , …

, , `
一 i

,

、 = 1 , 2 , … ,

万 一 z )

并分别满足以下五类不同的边界插值条件
:

( I ) 月 ( x
:

)
= 夕 ,

召尸
( 二

*

)
二 a ,

(落
= o

,

N )

( 互 ) S ( x
:

) 丁夕
,

S `
(二

`
) = a

(落
二 o

,

N )

( l ) S (二
。

) == , 。 ,

S ` ” (断 ) = S ( “ ’
( 二

。
) (

v = o
,

1 ,
2 )

对情形 (更 )
,

自然假定原给数据红
、 二 110

( W ) 名(
、 。

) 二夕
。 ,

S
’

(二
。

)
= a 。 ,

S
,,

(
二 、

) 二 S 解
(
、 :

) 二 o

( V ) S
护

(二
。

)
二 5 1,

(二
、

)
二 o

( 尸 (
、 。

)召
刀

(丫
。

) ) 了 二 一 无:
刀 (

x 。
)

,

(尹(
、 。

,

) S ,,
(
戈 、

) )
尸 = 论。召 (

、 一

)

( 2
.

1 )

( 2
.

2 )

( 2
.

劝

( 2
,

4 )

( 2 5 )

2
.

弓
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(气 > 。 ,
无云> 。 ) 情形 ( V )是摸拟弹性支撑条件

,

以往样条插值 中未 见 研 究
。

其它

几类边界条件的力学意义是明显的
。

以后我们分别称它们为 ( 1 )型… 到 ( V ) 型插值

问题
。

定理 2 ( I )型到 ( V ) 型插值问题的解均存在而且唯一
。

证明
: 必须而且只须证明相应齐插值问题只有恒为零的解

。

值问题来证明
,

其它情形类似
。

设 ( V )型插值的内点条件 ( 2
.

1 )

下面针对 ( V )型插

的右 端 数据全为

零
,
召(二 )

。 S夕( L
, 二 , r

) 满足 ( 2
.

1 )和 ( 2
。

6 )
,

于是

(尹 (二 ) 5 1,
(二 ) )

分 = E

r

一 1

乙 夕, 6 ` , ’
( x 一 x `

)
7一 0

( 2
.

7 )

从而据 ( 2
.

7 )和内点插值条件 ( 2
.

1) 有

困:
(· ( · ) “

·
( · ) )

· 。 ( · )“一
丢丢

口` ,“ ( f ) (一卜 。

( 2
.

8 )

另一方面
,

由分部积分法又有

!:
` , (二 , S· `戈 ) ,

· S`二 ) d! 一

〔`
, S ·

)
, S (二 ) 一 ( , S

·

) S 声

引
+

面:
, `二 , ` S“ 戈 , ’

Z
d X

( 2
.

9 )

对问题 ( V )有

〔` , S
·

,
, S ` , , 一 ` , “ ·

, S ,

〕{:
= ` 乙`“ `“ , ,

2 + K
·

` S`· ) )
2

, 。 ( 2
.

1。 )

从而由 ( 2
.

5 )
、

( 2
.

, )
、

( 2
.

1 0 )推出

!:
, (

·
,`“

·

(
二

) )
么 d二

一 {
K

。

( S (
·

) )
2 + K 。

(“ (。 ) )
2

}
、 。 一( 2

.

1 , )
,

而由于夕 ( x) > 夕
。
> o且分段连续

,

故由 ( 2
.

n ) 推得

( S ,’( 劝 )
艺

` 。 ( 2
.

12 )

故 S
“

(二 )三 。 于 〔 a, 幻
,

即 S (劣 )
二 口

。 十 C : 二
.

再据端点条件 ( 2
。

6)
,

此 时其 左 部为

零
,

从而

( 夕( x 。
)召

I,

(二
。

) )
` = 一 K

o
S (

a
) = o

,

( 夕 (为 )习
,,

(劣
、

) )
’ = K b召 ( b ) = o

而兀
。

> o ,

尤。 > o ,

故必须习(
a

) 二 习 (。) = o ,

因此习 (二 ) 二 o
、

午〔a , 。〕 ,

定理证完
。

注
:

证 明中 自然可 以迥避子函数
,

只是作分部积分时
,

这样处理要简洁些
。

下面我们采 用〔 5〕中的记号
,

用夕户
兄

(
a ,

岭 表示 〔a ,

的 上具有下列性 质 的 函 数

切(习的集合
:

’

( 1 ) 甲( x ) eC 卜
,
( a , b )

,

一

( 2 ) 在 〔a ,
b〕的每一子区间〔二` ,

二 `十 l 〕 (落= o , i , … N 一 i )

上
, 甲 (习苗丫为

,
二。 ,

)
,

:
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( 3 ) 甲 ` 护 ’
(二 ) 的分模有界

,

即

f 理少 面
i甲 .(

’

!{
二

} 万 田
, . 0

炭
+ 之 、 蚤

!甲
〔” ( “ ) t

`
d `

{ < co

一 定理 8 设 f ( “ )为任一被插函数
,

(S f
; “ )沼可标

, r
)为其插值样条函数

·

8(
, )

毋抓几 7T , ,
)为任一样条函数

,

且设 ( I )型插值的边界条件 ( 2
.

3 ) 中的 a0 二 ` 、 “ 0,

即肥 ( f , 二。

) = f’’’ ( , 。

) 二 o ,

习
“

(
_

f’ ; 二二 ) = 了扩 (
、 ,

) = 0, 则有下列事实成立
:

当厂(二 )
: C

Z, 2

(
a ,

b )时有

( 1 )第一积分关系

{:
, `% , “

· ` X , )
Z
d /一

}:
, ` ! ) `

· “ ; ! , ,
Z
d二 +

!:
, `劣 , ` f· ` X

, -

名“
(

,

厂; 、
) )

Z d二 (对 ( I ) 一 ( F )型插值 )

{
` , (

二
) ( .f

`
( 、 ) )

“
d二 , 兀

。

( r (
a

) )
, + 兀。

(厂(。 ) )
,

》
!:

, `二 , `“
·

` f ; 二 , ,
么

d二 +

现:
, `二 ,̀ f

· `二 , 一 “ · ` f , ! , ,
Z
d !

` K
。

(泞 ( f ; a
) )

2 + K 。
(召 ( f , b ) )

2

( 对第( V )型擂值 )
,

( 2 ) 最小模性质

{:
, ( 、 , ( S ·

( f
; ! ) ,

么“ % (

}:
, ` , ,` f

· ` “ , ,
Z
d X (对“ , 一 ` F ,型插值 ,

犷
, (戈 ) ( s

·

( ,
;二 ) )

Zd二 + K
。 。 ( , ;· )

2 + 、 。 s ( , ,。 )
2

、 )
` , (二 ) (了

11
(
二

) )
“、 , + 尤

。

( f ( a ) )
, , 了。

(了( , )
,

(对( v )型插值 )
,

J 口

且当且仅当习( f
;

劝 == 了(劝时取等号 ,

( 3 ) 最佳逼近性质

鱿

, (二 , ( f
· `: ,一 “ ·

` , ; 二 , )
Z
d ! `

{:
, `! ,“

· `二 ,一 S · `二 , ,
·

d二

( 对 ( I )一 (们型插值 )

夕 (二 ) (厂
l,
(

x
) 一 B护 ( f , 二 ) )

Zd多 + K
。

( f (
a

) 一 习 ( f
; a

) )
2 + K

。
( f ( b ) -

“ ` ,
;“ , )

2

`

鱿
, `二 ) ( `· `二 ,

一

岁`、 ) ,
: d二 + K

·

` ,`· ,一 “ `· , ,
:

+ K ,
( f ( b ) 一 S ( b ) )

艺

( 对 ( V )型插值 )

( 4 ) 当 f (二 )` 4 ,

丫
a .

b )
,

且夕( 二 ) f
l,
汇

2
(

a ,
b )时

,

有第二积分关系
-

鱿
, (二 ) ( “

·
( , , : , ,

Z
d二 =

{:
` , `二 ,`· `二 , ,

· R“ ;二 , d ·

矿
, `二 ,` R“ ` :l 二 ,’叼

(对 ( I ) 一 ( F )型插值 )

二 + K
。

(丑 (厂, a
) )

2 + K
。

( R ( f ; b ) )
2
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一

哎
( , (二 , f

· `二 , ,
· R` f

;二 , d二 `对 ` V ,型插值问题 ,

其中 R ( f
; x ) = f (二 )一 S (了

;二 )
.

如果了( x )不是作为被插函数
,

而是看作某 插 值问

题的任一插值函数
,
召( f

;

劝
。夕夕 ( L

, 二 , :
) 是同一插值问题的插值样条函数

,

则定理

3仍真
。

证明
:
性质 ( 2 )是性质 ( l) 的推论

,

性质 ( 3 )和性质 ( l) 证法类似
,

因 此 选 择性

质 ( 1 )作扼要证明
,

令妊劝 =
f( x)

一 S ( f
;

劝
,

则妊二 )满足齐插值条件
,

由于 f
护

(二 ) = S 护
( f

;二 ) + 夕I,
(二 ) 故

由分部积分法

但

困:
, (

· )
(

,

了· (
·

) )
“ d

一嘎:
, (

·
)
(
“ ·

(` , · ,
)

Z
d·

+

卜
(x)( a’’(

二 ,
)认

+ 2

互》 (· ) (
“ ·

“ ; · ,
)
“ “ · ,“ ·

围:
, ( X )

(
S · ` f ; 二 ,

)
。· `二 , d二 =

〔
, (二 ,“ “ f

, ! , “
’ `劣 ,

一

(
, (二 )召

·

( ,
;二 )

)
’ , (二 )〕仁

+

哑:妙
` X , s · ` f ; 二 ,

)
` 。 (二 , d二 ` 2

·

“ ,

(
, 、· ): ·

( ,
;· ) )

` =

写…爵
,
` ,。 ( , )

(一
:

)
,

而 式劝 为齐插值问题的解
,

故

{: (
, `· ) S ·

“
;二 ,

)
` , “ , d一军军“

,

,“ “ ’ `二
!

’ 一 “
( 2

.

1 5 )

又根据插值的边界条件有

〔
, ( · ):

·

( ,
;二 )。

,
( · ) 一

(
, (· ) s ·

(了
, X , )

`。“ ,〕1:
-

0

一 K o S ( f
;石) g ( b )一 K

a
S ( f

; a
)夕(

a
)

对 (一 ) 一 ( r V )型插值
( 2

.

1 6 )
对 ( F )型插值

而
一 、 。。 ( ,

;。 ) 。 (。 )一二
. 。 ( .j

; a
) 。 (

·
) 一 、 ·

(
“ ( ,

;“ ) )
` + K

。

(
S (了

;·
))

’

一 、 。 s ( ,
,。 ) , (。 )一 、

· s ( ,
; ·

) , (
·

)、 、 `

(
S ( ,必 )

)
’ + K

。

(
S (̀

;·
)
)
’

一

省
、 。

((
“ ( ,

!” )
)
` +

(
了(“ ) )

`

)
一

音
K

。

((
“ ( 了

; ·
)
)
` +

(
` (

·
, )

’

)
》 一

音
K

。

(( , (
a

)
)
’ 一

(
S ( r

,。
)
)
’

)
一

合
K ·

((
, (“ , )

`

一

(
s (了声)
丫)

、 , 一

( 2
·

17 ,
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将 (2
.

27 )代入 (2
.

6 1久
,

将 ( 2
.

2 5 )
,

( 2
.

1 6 )代入 ( 2
,

14 )
,

再将 ( 2
.

14 )代 入 ( 2
.

1 3 )
,

便得到了性质 f l) 的证明
。

再证第二积分关系
,

同样利用分部积分法得

于少
(
· )

(
R

·

( :
; ·

)
)

2 “一

[
· ( · ) “

·
( `

; · ,
,

R ,

“
;· ,

一

(
, 。* )二 。: ;· ))

, ; ( · )

}1:
+

鱿(
、 `X )” “

; 二 , )、 ` , )“ 二

伽`二 ) , ·
( f

;二 )
)
“ 一

(
R (

x
) , ·

(二 )
)
` 一

(
, (二 ,“

·
( ,

;二 )
)
` =

一

(
, ( ! )`·

(
二

,
)一 军军

“ 、 ,“ ” ` , 一 ` ’

( 2
.

1 8 )

由于

( 2
.

19 )

将 ( 2
。

19 )代入 ( 2
.

1 8 )右端得

嘎:(
, (二 )“

· ` ,
;戈

)
)
` , `二 , d、 一

{: (
, `二 , f

· `二 ) )
` R`! , d ·

将 ( 2
.

20 )代入 ( 2
.

18 )
,

再注意擂值边界条件
,

便完成第二积分关系的证明
。

定理全部证完
。

( 2
.

2 0 )

至 此

3
.

三 弯矩插值方法

由于 ( 夕(二 ) S 护

为分段线性函数
。

万 (戈 ) =

s 扩
(
二

) ,

(二 ) )
,, = o于 (二

; ,
二`十 ;

) ( 落
= o

,

1…
,

令篮
、 = 夕( 劣

,

) 召
扩

( x `

)
,

则

{ 万
:

( 写
`+ 。一 义 ) + 皿

` + :

(戈 一 戈 ) } / h

N 一 i )
,

故 万 ( 戈 ) = 夕( 戈 )习
扩

(戈 )

戈
,

嫂劣 《 , i + a

而
` , “ 二

`

一 , + “
`
一 `“ 一 , ’ /h`

,
二

:

“ ` 二`一
( 3

.

1 )

对夕(二 )为阶梯函数的情形
,

r ; , , 二 ” : 、 一 ` = 1 )
:

S (
二 ,

) 二 ,

得到

将 ( 3
.

1 )积分两次
,

并要求其满足插值条件 ( 相当

( f = o
,

1
,

…
,

N ) ( 3
.

2 )

习(戈 ) = 〔( 劣
一二 `

)咐
`+ ; + (二

+̀ : 一 戈 )
吕
皿

*〕/ 6 ih 夕; + :八

+

(
,

*十 : 一 、
{二

`一 / 6iP 一 / 2

)专竿 )
+

如
` 一 ;

{“
`

/ 6 , 、一 , 2

) (
竺

拼 )
(二

;

、 ! ` X` , :

( 3
。

3 )
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对 (3
.

3 )求 导数得

S’
(

二 )二 〔 (
、 一 x

)
“

万
:、 , 一

(
二 + ; 一 二

)
z

卫
一

/ 2力尸 十 : , :

+ ( ,
十 , 一 红 ) / h

.

一 (万
, l 一
万 )无 / 6尹

J+ ; / 2

( 二
,

叹 戈 ( % 、 , :

)

要求

S `
(
二 一 。 )

二 S ’ ( 二 + o ) ( 下二 1
,

2
,

… ,

N 一 1 )

导至下列三弯矩方程组
:

召*

皿
一 ,

一

卜 2皿
:

十 几M
+ 1 = 斌

凡 二 息了(邑
`一 1 + 邑

:

) 那 = 1 一 六

乙
:

二 凡/尹
、 , / 。

汉 = 6〔 ( y + : 一 犷 ) / h 一 ( ,
, 一 即

: 一 ,

) /几
: 一 : 〕 / (邑

; 一 ; 十 息)

(公
= 1

.

2 , … ,

N
一

1 )

( 3
.

4 )

( 5
.

5 )

( 3
.

5 )是关于基本未知量卫 (艺= 0 , 1 , … ,

N )的三对角带状方程组
,

程
,

由各类插值问题中尚未用到的两个边界条件来补充
。

边界条件

( I )型
:

2皿
。 + 久

。

M
l 二 d

。

召二皿
; 一 , + 2皿

、 = d
、

久
。 = 升丫 二 1

尚缺两个方

( 3
.

6 )

沪...̀尹....、

d0 二 6
, 1一 , 。

) h0/
一 ,

:」
, 、 h0/

d = 6
, ` 一

伽
一 , 、 一 ,

h)/
、 一 1 “

( I )型
:

M
。 = 八 2/ 夕

。 ,

卫
双 = 尹

一
1/ 2

鱿

( l )型
: 这是周期性边界条件

,

此时我们要求 ( 3
.

5) 对` = N 也成立
,

中

练 = , 。
,

鱿
十 , 二 y : ,

卫
、 =
皿

。 ,

卫
、
十 , 二万

:

从而得到关于皿
, … ,

M
二的方程组

进一步研究任意变刚度夕 (二 )的情形
。

仍对 ( 3
.

1) 积分两次得

但指定其

( 3
.

5 )

劣劣
阴旧旧困

“ `· ,
二

,
`

皿
`

皿
“

戈 + 一 t

另
, + l 劣 + 1

)箫诚
+ :

f
共

了上巡
`

\ h
`

d艺d另

P ( t )
+ G

, 戈 i+ x “ 戈

h
:

+ a ,

+l
戈 ·戈

无
「 ( 3

.

8 )
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作 货数替换
._

` 一 二 =《 二 一 二
)

,

则积分

f
万

f
“
已卫

一

、亘l些茎
二

少 ) \ 再 / 尹 ( t )

戈

「
, 、 , , 、

碌i

J
L ’ 一 `

川
一 “ 少 、 凡心

戈

( 、
一 、

)
“

人 { 成卜 : )
d 丁

尹( 二
卜 : ( 二

一 x )
( 3 9 )

戈 + 1 一

h
丫里

,

/归 ( t )

d l

尹( t )

义 , 、

/ 芜
二 ,
一 Z 、 山

= L戈 一 乙八
-

一
了

气
-

一 } 万石.

, 、 “
.

厂 Z
,
气

`
少

劣 , + 1

一 ,
)丫

_

, , _ 、
d :

( 3
.

1 0 )l
一
王几ù+

戈
`.飞

要求N (
,

)满足插值条件 ( 3
.

2 )得

一
、 一

叮
了 ( `一 , , (

、

井乙
:

动 M
二 弘 一

助冰 ( 3
.

1 , )

哟
, : , 一 h

{{
: ( l 一 :

) M
、 l

二

卜
, 一

助
2

皿
、 ;

( 3
一
幼

击ì十
一戈

ù了.、ó

尹

其以

: 灯 : )
犷Z了

尸( 二 十 ; h )

:

(
:

)
口:

城 戈 二 , 一 : 九 )
3 )

t.

l
口

川

将 ( 3
.

1 1 )
、

( 3
.

12 )代入 ( 3
二

s )得

十

、、吸..尹孟/

、

、,/
芜+戈

了.百、
、

2
去幼口O

`d Z〔了`

厕 )
一

翔一一认
十 ,

`
义 十 J

义一、 .了侧一砷
ó

、、、.̀万了

戈
一

一于几

1
,

十一J

泣了t、
叉况

口...泛
另

戈

一 “ “ “

(一
,

{
十

了汀日铲
、

十 罗
戈 + 工一

h
竺 十 梦十 , X 一 义

h
( 3

.

工4夕

城寸( 3
.

1 4 )求导数
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(3
.

1 5 )

S`
(, + o ) =

皿
`
h
、

(口
: 一 a ) 一万

*+ 、入
,

口
,

+ y + 1 一 夕
才

h
` ( 3

.

1 6 )

sl (
、 , 十 , 一 。 )

二
,

:

;刀 + 二
+ ,

(百
一

动:+h 气华 ( 3
.

1 7 )

其中
丁d r

刃(劣
+ 1 一 :

h ) 补 l
1 r

d
r

。 夕( 劣
:

+ 加 )
( 3

.

1 5 )
了侧侧的

一一a

要求 S `
(

% :
+ o )

= S `
(
二 一 。 )

,

利用 ( 3
.

1 6 )
,

( 3
.

17 )导出三变矩方程

肠
, 一 ;

h
一 ,

口
一 , `

万
: f蔺一 口一

)
“ 一 + y

,

一 夕 一 1

h

=

hM私
一

叼
-

万
二 ,

h 召 十 型. J 二赵
几

( 3
.

1 9 )

整理之
,

得

沁卫
一 1 十 护 对

,

+ 皿
、 1 = 礴 ( 3

.

2 0 )

其中

“ _ - 卫二还二一
口

一再
一 ; + 尽九

几 二 1 一 那
` , 刀

“ _ l h
_ 1 + 氏凡

口
一 ;

h
一 , + 尽氏

( 3
.

2 1)

d
.

=

f里才
全二翌止 _

\ 九

红
,

一 y
: 一 1

h
_ ! ) / (口

f 一 ,
h 一 + 。

.

h , “ = ` , 2 , … N 一 ` ,

边界条件处理同上
,

不再赘述
。

对夕 (劝为分段线性函数
,

以至分段多项式
,

系数 民
, ia

为 了计算简便而通用
,

我们建议采用下列带权求积公式

l

“ 均可 精确 积 分出

I
·
尹(

·
)“一音` ( 0 , `

杏
一

厂( ` ,
( 3

.

2 ,
)

0

1

至
·

( `一 ) 厂(
·

)“一 、七
一

( l’ (。 ) 十
` ( 1) )

0

去求系数
,

这两个公式分别以
:

和 :
( 1 一 :

)为权函数
,

对厂(
:

)为一次多项式时精确
。
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而且按( 3
,

2 2 )还有a = 。
。

注意到这里的三弯 矩方程的系数矩阵具有严格的对角优势
,

因此仿 〔6 〕中 的 代

数方法
,

对变刚度样条插值
,

可以得到和通常三次样条插值的同样阶的误差界
,

而

这里只要求被插函数分片光滑就可以了
。

4
.

H一变刚度样条擂值的麒差界

定理 4 对〔 .a 幻上给定分划式 1
.

1)
,

设夕(二 )在每一子区间〔丸 ,
十 1〕 上连续

,

在

分划结点、 上容许不连续
,

旦 尹 (对 > 夕
。 ,

l/ 夕(戈 )在 〔a, 幻上的积分存在
,

又设 被插函

数八劝和尹 f’’ 在分划子区间上分段二次连续可微
,

则上述 I 一 V型插值余 项 R
出

(力可

表成
b

R
,

( 厂)
=

{
。

K (
x . ` ) L ( : ( ` ) , d ,

( 4
.

1 )

其中L (了)
二 (尸 f “

)
扩 ,

K ( 二 ` ) 二 R 出

不G ( 、 / ) 从 召 (戈O 为算子 L 的任一 洛林 函数
,

特别可取 ( 1
.

1 1 )
。

K (为日当固定 t
,

作为
x 的函数

,

它满足相应齐插值条件
,

固定二作为才的函数
,

也满足内点齐插位条件和相应
`

共扼
’ 米 齐插 沌边界条件

,

唯 I
、

l 型插值是自共辘

的
,

K (戈心
= 刀

:

才( 戈分 圣二 R
:
子以洲 ) 。为对称正定核

,

因此关于 t满足关于
二的同

样的齐插值边界条件
。

这一定理是 I 、 a
彻核定理对变刚度样条插值余项的推广

。

涟明
:
芳巧用格林函数

,

可表八
二

)为

朽

, ( / ) = S`: ) +

{
“ (、 ` ) L ( ` , d

a

( 4 2 )

其中石 ( S )
二 o从而 S ( x)

o
s抓 L : .、

·

)
,

根据插值问题解的唯一性 有 R式
、 ) = 0 ,

用擂

值余项算子 R
二

作用到 ( 4
.

2 )的两端即得 ( 4
.

1 )
。

弓一方面
,

佘项 R (
、

)
= R式 l’) 又可表成

、 (
·

)
一

工
” 、 (

· , ) ; ( * )、 /

( 4
.

3 )

而 L ( R ) 二 石 (厂) 一 石 (月 ( f ) )
,

S ( 协为 厂的插值样条函数
。

根据插值样条函数的定义知
、

一 工 厂 一 1

L f泞 ( 约 ) = 冗 名 山占
〔 ’ 〕

( 二 一 编 )
二 J 召 O

. 共悦插值阴露将另文研究
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K(二
,

忿) L 。
( S ( f ) ) d` =

浑 一 1

艺
1 , 笠

r 一 1

艺
二 O

沙K ( 戈
.

0
P 了- 一

.

打甘
山

一一
廿 ` J

( 4
.

4 )

由 ( 4
。

3 )
,

( 4
.

4 )得

R ( 二 ) 二 …
、
一 1

K (
二 t ) L (厂) d艺+ 艺

否留 l

杯
0口

日` K ( ,
,

老)
自 尸译一一 百石了一—翻 o a 心

’

( 4
.

5 )
亡= 戈 :

比较 ( 4
。

5 )和 ( 4
.

1 )知

口 公
` 。

乡`

乙 乙 户汀一 一

, 1
:
` O

K (戈O

口t
’

( 4
.

6 )

t “ x `

由于了的任意性
,

因此 ( 4
.

6 )中的民,是任意的
,

于是由 ( 4
.

的得

口 K (二
.

0
日t

,

, _
. ,

= o ( ` 二 1
,

… N 一 l j 二 o
,

… Y ` 一 1 )
〔

一
.相

( 4
.

7 )

这就证明 了K (
二

Q 关于 t 满足关于 x 的同样的齐插值条件
。

用 I 表示插值算子
,

则 R 二 { G (二 忿) 圣二夕 (二 t ) 一 I 二 { 叮( 戈 t ) 圣
,

R 。 { 口(二 艺) 圣 =

召(
二 丈) 一 I : { 公 (

, ` ) 于
,

但是
,

I
二

{ G (劣 艺) } ` S 尹:
( L 二 r

)从而据插值问 题 解 的唯一

性有I
:

{ 召(
、 t ) } = 1 0 1

二

{ 口 蛋
,

同理 I 。 { 口 (二 才) 蚤
二 I

:
I : { 夕 }

,

但 对 I
,

I 型插

值 I
刃

z 。 = 1 01
刀

从 而 I
多

{ G } = I 。 { 召 圣 即 R
,

{ 口(
x 才) 企 二 R 。 { 口 ( x 声) 于

.

再注

意 ( 1
.

1 1 )得 公 (二了) 一 口( t 二 )
= { (二 一 t ) (必

2

(二 ) + 功:
( t ) ) 一 2 (必

3
( 劣 ) 一功。

( t ) ) 圣

。 S 夕。
( L 二

,

r
)

,

故 R : { 口 (二 t ) 一 召( t
,
% ) 圣

二 o 即 R : { 口(二
,

t ) 圣
= R : { 口。

,
, ) 圣 于是

K ( , 忿)
= R

:

{ 口 (二
,

艺) } = 丑 : { 口( 二
,

考) 圣= R 。 福公(云
,
二 ) } =

K ( 忿
,
二 ) 即 K (二

,

t ) 的

对称性得证
,

其正定性则是根据微分算子 L 的相应边值问题的正定性
。

( 关于微分

算子理论可参考 〔9〕)定理证完
。

下面特别讨论埃尔米特分段样条插值 ( H 一 召川 in( 插值
,

即 丫 ; = ,
,

:
·

一
,
·

、 _ , = 2

的情形 )的余项
,

这类样条函数空间用 S 尹 ( L
, 二 , 2 )表示

.

引理 1 设夕 (劝
e C

“

(
。
的

,

几> 。为任一 正 数
,

又 设 叹习 > 。 ,

l/ 尹 (幻可积
,

若 H
。

(
二 ) H

。 ,

(
二

)分别满足

( : (
、 ) 。 丁(

: ) )
“
二 。 。 o

( 。 )
= 1

,

。 二( 。 ) 一 。 。

( 、 ) 二 。 ; ( 、 )
= 。 ( 4

.

8 )

(夕(
二

) H
。 ,

(
二

) )
,,
聋 O ,

H
。 ,

( o )
二 万

。 :
( 、 ) = 厅百

:

( 、 )
一 0

.

万二
:

( o )
一 1 ( 4

.

9 )

0《 H
。

(劣 ) 咬 l , o气 H
。 ,

(
x

) 城
二 于 x 。 〔o h〕 ( 4

.

10 )

证明
:

令 叭`·
,
二 ` ,

叽`劝 一 凡 叽`小撒、裔
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。 ,

( 二 )之 ,

则可求得

H
。

(劝
二 1一 、 (

二 ) / 。 ( h )

厅
。 ;

(对 二 丫一久(二 )
士上 , !“

。 (
, ) 一 。 。

(二 ) 。 : ( h )一 , 4

(二 ) :

: ( h )

凡( 二 ) ~ 几二 ( ,
) /。 (无) + (。

。

(几)甲
、

(
x

)一甲
4

(无)甲
3

( x ) ) /。 ( 二 )

多须而 昆贝顶 证
’
州

。簇二 ( 、 ) 簇。 ( h )
, 。蕊只(二 ) 嘴二

注音 , (二 )。
`

(
二 ) / 。

几h( ) 一

《 l(t )
二
是线性函数

,

故在 〔 o
,

“〕

( 4
.

飞1 )

蔚4
.

! 2 )

4 { 3 )

( 4
.

了4 )

上 最 多一个

根
,

而尹( 、 ) ) o
,

从而。 “

( .t) 最多一个根
,

据罗尔定理
, 。 `

(劝在 〔o 的 上 最多两个

恨
,

而已知了 ( 0) 二了 ( },)
二 o ,

故犷 (对夕 。于 ( o 的于是。 (劝为单调
卜

上 升 函 数
,

石城卿
二 。 。

一

汝。簇《 劝 簇城人)
,

即。簇 H
。

(劝 咬 1 得证
。

同理尸 (劝在〔。几 立最多

个根
,

设为息( o < 邑< 的
,

由于又
“

( o ) = 「` d t
’ 。 ;少( , )

一

l;
· ( 1一 ) /* (

·
, “

·

) /尹` 0 ,功“ ,卜 0

万 (的
二 。 ,

故在。` % ` 毛
_

_

卜必尸 (
二

) 》 。 ,

从 而尸 (劝异 。 , 元( 二少) 只 ( 0) 二 。 ; 而

杏 毛̀ 、 ( 人兰
,

由于几
“

( 二 ) ( 。
,

故尸 ( 、 ) 》 v}, (功 二 1
,

因此几(息) 乓双 x) 乓几(凡) 二 i},

耳浪据 叮二 二
的斜率为 1

,

故夕二 双劝 与 夕二 二 在 息̀ , ` 人上不能相交
,

从而义(邑) 簇邑
,

爪 O ` 丫` 乙
一

仁夕“ 又(
二

) 与 夕 。 二 也 不 能 有 交 点
,

否 则 至 少 交 于 两点
,

这

铆 尸 (劝异 。 于 o (
二` 三上相矛盾

。

总之 ( 4
.

14 )得证
,

引理证 完
。

引理 2 ( 1
.

11 ) 中的 口 (二 O 可以表成下列形式

。 。 / , ) 二 。一
` )

3

1:
: ( : 一 : )

J
/, (

/
一

、 ; ( / 一 ` ) )“ :

弓
· 。 , , )

(
。 , )一 (、 一 , )

“

)
`

( z一 : ) / : ( , 、 : (
二一 , ) )、 :

夕 〔 :

一 `戈 ` ) 一 ( / 一 t )
2

1:
息/ , (` + 是( / 一` , ) d ;

叮
。 , 么 )

(
二 r ) = ( 二一艺) /夕( i )

召 么 , 。 ’

(
二 艺)

二
(

, 一厂) /尹(
二 ) (

二 》 `

)

。 1 , 1 } ( · `
卜 {全

` t / , (
去

,

口
` z , ` ) ( 二

、

` ) 二动
。

( 二 )
二

) , 时对 ( 1
.

11 ) 召 (
二
力关于

Z 求导数得

召 。 , ` ’ ( 二 0 二
(
二 一价)叻

,

( ` )
` 、

~

( l()
:

(
: ) 一必

2

( z ) ) 二

( 4 了5

(芳一 广)动 (心

一

于
。功 ( 丁 ’ J丁

4 !的
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可见 ( 4
.

理同

变 刚 度 样 条 函 数 2 3

16) 右端可视为在 〔 t二〕上对 梦
,

(
:

)的积分采用左矩形求积公式 的 余项
,

口 (二 户)
二 ( x 一 , ) (功

2

(
二

) + 功
2

( t ) ) 一 2 (功
3

(
x

) 一 功
3

(艺) )
=

= : 乏(
二 一 , ) 也 (茎)士

-

也 (口
一

{斌闭 d :

}
尸

、 `
2

.

}忿
’

一 ’

,

乃是梯形求积公式的余项
。

采用积分形式的余项公式
,

并作 变 数 替 换

到 ( 4
.

15 )中的积分公式
。

( 4
.

1 5 )中其它公式
,

直接求导数便可得到
。

就可得

定理 5 在定理 4 的条件下
,

I 型H 一御
l落二 插值的余项的界为

` “ ’
100 簇 C

。

h
4 一 “

I L ( 了) Ico /尹
。

(
a = o

,

1
·

2 )

= 1 1 / 2 4 ,

口, = 7 / 6 ’
C

Z = 2

( 4
.

1 5 )R
ro“C

习(夕R ,,
)
`

1}co 喊 Z h }! L (
、

f ) l! co ( 4
.

1 6 )

其中 h 二万
a

xl 戈介 : 一 戈 `
卜落二 o , 1

,

…

!! , !! co = S呷 l夕(二 ) 1

,

N 一 1 ,

a
( x 喊 b

证明
:

其中

因此

由定理 4
.

R (一 (
·

)
=

l:
K ( , 。 ) `· ` , L“ , d`

K ` “ , 。 )
(

, 艺) 二 刀
: { 召 ` “ , 。 ’ ( 戈 t ) 手

,!“
(一 },co 、 ` S笋 I: }

K
( J, 。 ) X

,

` ,d` ) !̀ L ( 厂, ,,-

,, ( , R ·
,̀ ,一镇“ 梦』:

, `戈 , , K
( 2, )

( 二 ` ) ! d ` ,}L (厂) .}-

( 4
.

1 7 )

( 4
.

18 )

( 4
.

1 9 )

任意固定一 x ,

设农 (戈
r

为 十 ,

)
,

造一辅助函数

( 口 ( % 去)

以
“ `) “

}
。 ( , : )关于 ` 的 H插值

,

当 忿 百(
, ,

,

x ; + l

)

当 才。 (劣
, .

x ; 十 、

)

显然

, ,

(
二 : ) = 召 (

二 , 、 ,

) H
。

( `一
二 ) + G

` 。 , ` ) ( x
,、

) H
。 ,

( `一 x ,

) ( 4
.

2 0 )

通过这样定义的 g ,

(
x , 艺)

。 S P 。
( L

, 二 , 2 )
,

于是 R 。 { g
`

( , ,
z) 于= o 从而

兀 ( , ,
t )

= R 。 { ` (
二 ,

, ) 一 夕
*

(二
, ` ) 于

= ` ( x
,

, )
一 夕,

( 二
,

r ) ( 4
.

2 1 )

( 4
.

2一)是由于 I 。 { 口 (
二 ,

t ) 一 g
,

( x 声 ) 升= o由 ( 4
.

2 1 ) 可 见 K ( 二
, t ) = o 当 二 。

(
二 , x ; + ,

)

而 t万 (为二 , * ,

)时
,

于是

K `“ , “ ’
(戈

, t )
二 公 ` “ , 。 ’

( 戈
, 亡) 一 g

; ` “ , 。 ’
(
二 , 瑟)

IK
` “ , 。 ’

(二
, ` ) I` l口

` “ , 。 ’
( 二

, t ) I+ IG ` “ , 。 ’
( , , 二 ;

) I
·

IH
。

( t 一 : ,

) 卜
+ !口

` , ` ’
( x , 二

“

) } : H
o l

(卜
二 ,

) } ( 4
。

2 2 )
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é
根据引理 1

,

2
.

可对 ( 4
。

22 )右端各项的界作出估计
,

例如
,

对 a = o

{:
,` ( /

,

`) d ` =

)
戈 口 + 生

! K ( 戈
,

产) }d 艺̀ { !口 (二
,
才) }d t +

+ “̀ ` X
, 多 ·

, ,

于
火 十 王

{ H
。

(才一 x 、

) }浏
+

于
义 + x

+ }夕
` ” ·

” (二
, 二

。

) { }H
。 、

(才
一 二 ) }d z

_ 肥 了 1
.

1
飞之 一 - -一 一 、

— 一 十 一

尹。 \ 2 4 6

1 1h 4

2 4夕。 ( 4 2 3 )
1上连ù

一一+

其它估计
,

都可类似得到
。

将( 4
.

2 3 )代入 ( 4
.

1的即完成了定理的证明
。

定理 5 的估计关于人的阶不能提高
,

但是系数还可以改进
。

并且同样 阶的咭认

对其它几型插值也可得到
。

关于多项式样条的 H一插值的误差界的研究参考 〔 5〕 , 〔6 〕
。

5
.

Z m 阶广 义 变刚度样条

本文上述结果
,

可以推广到 2明阶广义变刚度样条函数上去
。

此时微分算子 L推

广为
“ , 二 ` , (“ , , ` ’ )

(
·

) ,
(” 少 二

杀 (
, ( , )
冷

,

) ( 5
.

1 )

川为正整数
, 尹(劝分片连续且尹 (x ) 》 尹。

> 0
.

我们定义满足下列关系

L召(戈 ) 二
双 一 工 ,

`

一 1

艺 万
. 1 . 0

夕i占
` 、

(
* 一 多

:

) ( 5 2 )

的函数名 (二 )为2吼阶广义变刚度样条函数
,

定理 6 对给定分划 式 1
.

1) 及亏度矢

6
“ 1

,
。

二 ,

万 一 1 )则有
万 一 1

其全体所成的集合记为名夕( L : ,

: 二 (
厂 1 , 一 , , ,

… , ,
t

万 一 ;

)
,

若 1 ` 戈汁产

( l) 过戒 L, 几刁为一个
。 二 2饥 + 万 r 维函数空间

,

其一组基函数系 统 为
: . 1

才价 (劣 ) (落
二 1 , 2 ,

一
, 2。 )

,

( 一 1 ) ,G ` 。 ) , ’
( 二

, 忿) }
。 . 。、

( J
= o ,

1… , r 一 1 ,

i 二 1 , … ,

N
一 1 ) 蛋 ( 5

。
3 )

其中
中,

( : ) 二 二 `一 ’
/ (` 一 1 ) !

,

( ` = 1
,
一

, 。 )
,

中二 十 :

(
:

)
二

工

二共
一

、
{(

, 一 ` )
。 一 1 , `

( ` )己̀
,

( `
二 ,

, 一
。

, 。 `
)

,

、 了 I ` 一 1 夕 : 尹
( 5

.

唾
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、 ,2J犷F

一戈
了̀、

、

资
J、.J

G 〔, ` ,
二

{
1

( ( , 一 1 )! )
么 {

x

(二 一 r
)
饥 一 ` ( r 一 t )饥

一 ’

尹 (
:

)
d

r

+ ;

( 2 ) 当夕 ( 、 )为以% ( `二 1 , … ,

N 一 l) 为第一类 间断点的分片连 续 函 数 时
,
习夕

(石挤
, 犷

) C C仍
一 ’

(
a ,

b )
,
而当夕(二 )

:
C〔 a ,

b〕时
,

S 尹 ( L
, 二 , ,

)已 C仍 (
a , b )

。

证明
:

只须注意

L甲
、

( 二 ) 二 o ( 公= i , 2 , … , 。 )

且` ( ,
,

O为算子 L 的格林函数
,

即 G (二
,

心作为二的函数满足

L召( x
,
t ) = 占( x 一 t )

于是

L ( 一 i )
`a ` 。 , `’

( 二
,

t ) }
: _ , ` 二 a ` , ’

( 、 一 二 *

)

由此可见
,

函数系 ( 5
.

3 )一 ( 5
.

4 )属于 S叹 L, 7T, 心
,

反之 习抓 .L 二 ,

?’) 中每一函 数 均可

由函数系 ( 5
.

3 )一 ( 5
.

4 )线性表示 、 也不难证明
,

因此结论 ( l) 为真
,

至于结论 ( 2 )
,

由 a (价O的表达式也是显然的
。

定理证完
。

进一步指出
,

如果作变数替换
,

令 (
: 一 O

二
戮 x 一 O

,

则 (” 一 :

)
二

( 1 一考) (二 一 O
,

于是 ( 5
.

4 )中G (为 O可改写成

一守
G (戈

,

` , 一

(碱
、

当夕 (二 )
= 1 时

,
G (二

.

云) = (
二 一 t )

美淮撰汤
“ “

)
(一

` ’
2仍 一 1

( 5
.

5 )

2 ,几 ~ 1

/ ( 2哪 一 1 ) !
。

如果在 ( 5
.

5) 中不 限定 ” 为 正整

数
,

由此可引导我们去研究分数幂的样条函数
。

推广的插值理论
,

可平行得到
,

不再详述
。
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