
一个新的非标准 iH e bl rt空间 ( I)

王 进 濡

(广东化工学院 )

前 言

量 子 力 学 中 一 些 基 本 假 设 与 命 题
,

需 要 给 以 严格的数学分析
。

自

从 J
.

V 。 。 加 e o m a n n 在三十年代把 H il b e r t 空间及其算子谱论引入 量子力学以来
,

在这方面取得 了很大进展
,

但是在许多方面依然不能令人满意
。

例如 D i r a c 假定量

子系统的某个观察量 A
,

有相应于
“ 连续 ”

谱的本征元为
,

满足方程

注 “ = 行 ( 1 )

及它们的正交归一方程〔 ` 〕

` 、 * ,
x * ` ” = 占(凡一 几

,
) ( 2 )

首先在 H il b e r t 空间H 中
,

若方程 ( l) 成立
,

则 几应属于
“
分立

”
谱而不属于

连续谱 ; 其次
,

方程 ( 2 )包含所谓 D i : a c 占一 函数
,

它不是通常意义下的 函 数
。

因

此
,

对方程 (功和 ( 2 )给以严格的数学分析是有极大 困难的
。

F ar
r u k h 在 〔2〕的引言

中提到许多著作对 D i r a c 的其他假定都有进展
,

但 对上 述方程 ( 2 ) 仍未能解决
。

F ar
r u k h 利用 R o

ib lls i o n
在〔 3〕中的可分 H i lb e r t 空间 H 的非标准扩张

辛

H 和转

移定理
,

从标准空 间H中的任意近似解 (
。 是任意小标准正数 )

If卜 1 ,

{!A 广一丸
.

厂l <
:

转移到非标准空间
. H的无限近似解

!到 二 1 ,

}A 了一 久f }二 o

并把 f 叫做相应于连续谱点又的超本征元
。

而且得出本征元的正交归一方程为

、
,

久
` 。 ” a (通 )二三》

5 2< 厂
, ,

f
; ,

> 二 。受
` .

但是 F ar r u k h在 H为可分空间的条件下得出的相应于连续谱的本征元的范数为 1 ,

而方程 ( 2 )要求的本征元的范数为无穷大
,

因此
,

F ar
r u k h 也没有 解决方 程 ( 2 )的

. 本文 1 9 7 7年 12 月且日收到
。
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数学困难
。

所 以在数学上严格地证明方程 ( 2 )的成立是一个比较困难的数 学问题
,

目前尚未见到能够解决这一问题的文献
。

方程 ( l) 和 ( 2 )的解
,

已超出 H i lb e r t 空 间 H 的范围
。

本文用叙 列和超滤集的

方法
,

把 H il b e r t 空间H及 H 中的自伴算子 A自然扩张成非标准 H i l b e r t 空 间
.

H

及 . H 中的非标准 自伴算子
带 A

,

这种扩张是非常具体的
,

目前未发现国内外有 人这

样做过
。

本文的做法不需要限制空间 H 是可分的
,

只应用通常泛函 分 析 自伴算子

谱分解知识
,

就可以得出连续谱 的非标准本征元
,

并且严格地证明了这些非标准本

征元满足正交归一方程 ( 2 )
,

从而为量子力学在
“
连续

”
谱的本征元方面

,

建立了

在非标准分析意义下的严格的数学基础
。

剐 非标准实数系
. R和昨 标准复数 系

.
C

1
.

非标准实数系
’
R 〔` :

设N 是全体自然数所组成的集
。

若 S C N 且 N 一 S 有限
,

N留
,

空集 叻居凡

设 N 的一个子集类 尸
,

满足下列 5 个性质
:

则 S o F ,

若 名
: ,

名
: e F

,

则 S : 日召
: e F ;

若 习。 F 且 召〔 T =c N
,

则 少。
凡

若 S 泣 N
,

则 S 留 或 N 一 S o
.F

、 .产、 ,尹、2.、 ,了、、产1上9曰OJ4
1从」

F 叫做自由超滤集
。

设 R N
是一切实数叙列 { a :

圣所成的集
。

{ a :

于
,

{ 久正。 R N ,

定义

{ a 飞

} 二 { 瓦于井公 { n o N i
a 。
二 久 } 。 F

.

按上面相等的定义
,

把 R N 中所有相等的实数叙列归成等价类
。

令 . 丑表示一切

等价类所成的集
,

并且把
. R 中包含实数叙列 { a 。

圣的等价类记作〔an 〕
。

显然

〔a 口

〕 = 〔bn〕井= 兰 { n o N I
a ,

= b
,

} 。 F
.

( 3 )

为 了以后应用
,

把
带 R 中的加法

、

乘法及序关系列出如下
:

设 a = 〔气〕
,

b = 〔久〕
。 . R 令

1 )
a + b == 〔气 + b

。

〕
,

( 4 )

2 )
a b = 〔久 bn 〕

,

( 5 )

3 )
a < b丈

井 {
n o N I

a ,

< b
,

}
。 F ( 6 )

由超滤集F 的性质容易推知

a < b
, a = b

, a
> b ( 7 )

三 式中有一式且仅有一式成立
。

肛 . R 的绝对值 lal 的定义如下
:
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对实数系 令

… 〕` . R

用这办法可以把实数系五嵌入到非标准实数系
. R 中

,

也就是说
,

R是
. R 的真子集

。

万
。 二 { 此

炭

lR 存在、 R使 }al <
, 圣万

。 ,

叫做
. 五中一切有限数组 成的集

。

万
, 二 { 奸 . R {对一切正数 二五都有 lal <

: }万
` ,

叫做
. R中一切无穷小数 组 成

丁珍集
。

带五
: 二 裕 况一 皿

。
是 . R 中一切无穷大数组成的集

。

二验山
。 =

〔
一

月是一个无穷小
,

而
告

一 〔

嚷
一个无穷大

。

即
袱

1 ,

石今凡贫
。

若 。 ,

!l)产丑 且
a 一 be 万

, ,

则称 a 无限接近于b
,

记作
: 一 b二 o 或 a 二b

.

2
.

非标准复数系
每
C

为 了以后应用
,

我们把非标准实数系
. 丑扩大到非标准复数系

.
C

.

对任意的
。 二 沁

。

〕
,

b 二 乏氛〕尹R
,

令
` 二 a + 公b 二 〔a ,

〕 + 么〔久〕 = 〔a 。
+ 乞b

,

〕 二 〔e :

〕 ,

1人叮

( s )

( 9 )

其 中￡二仁二 1
, 。 。

一 a 。
干 伯 (

。 一 1
,

2 , … )是通常的复数
。 。 二 〔。

,

〕叫做非 标 准复 数
。

令叼表示一切非标准复数组成的集
。

. 召中的加法
、

乘法
、

相等等概念如下
:

设 : 一 〔氏〕
,

d = 〔试〕
。 带C

,

令

1
“ 。 + d 一 〔。

、
十 试二

,

( I G )

其中汽 + J
。

是通常两个复数的和
,

而
。 + d 叫做非标准复数

。
与 d 的和

。

2
’

心 = 〔氏氏〕 ,

( 11 )

其中汽试 是通常两个复数的乘积
,

而 cd 叫做非标准复数
。与d的乘积

。

C 二 d拼` 子。 N !
c ,
二 d

二

圣。 F

这和
一

作标准实数
来五通过超滤集定义相等完全类似

。

。 二 〔 。 。
}

味
一

是通常复数
c ,

的共扼复数
,

而万叫做非标准复数
“ 的共扼非标准复数

。

产 0

为

l八
l U

。
卜 〔 { c

。

{〕

( 1 3 )

( 14 )

。 干 位 }是通常复数
c 。

的模数 (绝对值 )
,

! 。 !叫做
。的非标准模数

。

中巾
、

其其
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号2 非标准 H i l b e r t空间
.
H

设 H是复 H i l b e r t 空 间
,

我们考虑H中一切叙列 { 二
.

}
, 劣

, 。 H (
n = 1 , 2 , … ) 组

成的集H气

定义 2
。

1 若 { 劣
:

}
,

{ 夕
,

于。H N ,

则

{ 二
,

} 二 { 夕
,

} 军亡 { n `
N }二

,

= 犷
。

于
`
F

把H N中相等的叙列归成等价类
。

令 . H表示一切等价类所成的集
。

并旦把
. H 中包含

叙列 { ` 。

} 的等价类记作〔气〕
。

显然

〔二
,

〕~ 〔红
。

〕弃二 { n `
N l二

,

= 叭 } ` F ( 2 5 )

定义 2
.

2 设 〔x
。

〕 , 〔夕
。

〕` . H
, a = 〔a ,

〕 `

叼
,

令

1
“

, + , = 〔二
:

+ ,
。

〕 ( 1 6 )

2 O a ` 二 〔氏 x
,

〕 ( 1 7 )

3 0 < x , 红> = 〔( 二
。 , 岁

,

)〕 ( 2 5 )

其中 ( x
。 ,
% )是H 中气与练的内积

,

而 <二 , , 》叫做
. 丑中 x与 ,的非标准内积

,

显然 、 x ,

沪
` . 0

。

定理 1 由定义 2
.

2确定的非标准内积满足
:

1 ) 《 a 戈 , 兮> = a ` 戈 ,夕> ,

2 ) <二 + 红
. 2 》 = <x

, “ > + <红, 之 > ,

3 ) <二 , , >

` 万刃石
.

,

4 ) <%
, 、 >> 0 , <戈 , 二 > = 0二二戈 = 0

.

证 .
这里我们将只证明 1 )

,

因为其他的证明都是类似的
。

由 ( 1 7 )
,

( 1 5 )和 ( 2 2 ) 得
<a ,

,

, 》 二 〔 (
a :
二

二 , 红
,

) 〕 = 〔a ,

(二
二 ,
叭 )〕 = a <x , y >

.

定义 2
.

3 对每一形
. H

,

令

!!二】卜 〔 1}二川 〕 ,

( 1 9 )

其中幻二
,

!! (
n 二 1 ,

2
.

… … )是空间H 中二
:

的范数
,

“刘叫做 . H中二的 非 标 准 范数
,

是
. R 中一个非负数

。

定理 2 若 x ,

梦 . H
, “ ` . 口

,

则由 ( 1的式定义的非标准范数满足
:

1 ) 】}二 {}》 o 且 }lx !】= o 。 公 x = o 多

2 ) 1Ix + 夕!1` Il
x
ll + l!夕11 ,

3 ) !l
a 二 !卜 !

a
} }}x l】;

4 ) !!二 11
2 二 <二 , , 》

.

证
:
这里只证明 l) 和劝

,

其余类似
。

l) 由 . R中大小 的定义和相等的定义容易看出
:
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因 {{
二:

}1泌 。 (
: 二 1

,

2
,

… )
,

从而

{{
二
}} = 〔 1{二

,

!! 〕> 0 ,

及

1!
,
!1“ o 二竺 { n `

N ! !}二
,

!卜 。 圣` F

二已 生n `
N }戈

.
= o }

`尸

不亡 二 = 0
。

4 ) 由 ( 1 9 )
,

( 5 )和 H 中内积与范数关系得

{{、 !}
念 =

1}x {! }! x l}

= 〔!{二 !! 1!
, 。

}}〕

二 〔 (戈
。 ,

二
一

) 〕

二 <x s 戈 》

有了非标准范数
,

我们再引进距离

定义 2
.

4 对任意 x , 红` . H
,

令

探( x , 粉)
二 11

二一夕}}
,

口雌做戈到红的距离
。

容易验证
,

由定义 2
.

4引进的距离在形式上满足距离的条件 〔 ” ) 。

在余 g 中按照上面引进了非标准内积与非标准范数等后所成的空 间
. H

,

标准 H il b e r t空间带H
。

对每一个 解 H
,

令

另 二 〔% , 戈 , … , 戈 ,

… 〕 = 〔戈 〕` *

H
s

用这种办法把 H嵌入到
带H 中

,

因此
,

非标准空间
. 万是空间H的扩张 空 间

,

说
,

空间H是空间
. H中的一个真子空间

。

定理 3 对任意的二 , y ` 带
H

,

} <` , 红》 i喊 {}二 {}11夕11
.

证
:

由 ( 28 )
,

( 24 )和 ( 2 9 )及
*
B 中序的定义得

` <众 , )

卜 〔 1(
二 。 ,

叭 ) 1〕

` 〔 }}x
。

}1!}弘!} 〕 = }!x }} }!夕1!
.

题2 0)

叫做非

也 就 是

2 1 )

那 速续谱本征元正 交 归一方程的证明

设 A是复H il b e r t空间H 中的稠定自伴算子 ( D ( A ) C万
,

刀乙刃
= H )

。

对 每一

个
戈 二 〔戈〕 ,

戈
`
D ( A )

, 。 = 1
.

2
,

… ,

令

梁
A 戈 二 〔A 戈〕` 帝

H
,

( 2 2 )

算子
带 A叫做从

. D ( A ) = { 二 = 〔戈〕 }戈
`
D ( A )

, n = 1 , 2 ,

… } 到
.
H的非标准自伴 算子

特别当二 二 级幻
`
D ( A )时

,
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*
A % = 〔A % 〕 = A x o

H

即 . A 是A 的扩张算子
。

定理 4 若 劣
,

尹
*

D (A )
,

则

< *
A 劣

, 夕》 二 <劣
, *

A 岁》
.

证 。 由 ( 22 )及 A 的自伴性得
、 ` A 二

, , 》 = 〔 ( A二
。 , ,

二

)〕

= 〔 (二
, ,

A 竺,
”

)〕

= < x , 帝 A双》
.

关于
“

连续
”

谱的本征矢二 ` ,

李炳仁在 〔1〕中曾指出
,

也指出
,

因为气应具有无穷大范数
,

所 以二 ,

万H
。

现在
,

的所谓占一函数 〔 , 〕:

( 2 3 )

% 。 H
。

A
,

v
or os 在 〔8 〕 中

本文按 1 9 2 6年 D i r a e 引进

咖
` 一 x) 一

{趾
,

墓交委
来理解本征元 的正交归一方程 ( 2 )

,

在非标准分析意义下
,

得出的结果如下
:

定理 5 若孟: 几 ( A )
,

即久 ( 标准数 ) 是自伴算子月的连续谱点
,

则有 x ,

尹 H
,

使

万为卜
+ co ( 2 4 )

且

勺为之肠
、

( 2 5 )

证
: 设 { 刀 (劝 圣是 A 的谱族 〔” 〕 ,

取

几
,

< 久< 棍
,

使

, 1 ,
, ` _ 、

儿一
几玩 、

`

而厂厂切
= 土 , “ , ”

’

,.

戈
, ·

(
, ( ;

2,

) 一 E ( *
1 ,

) )
H

左价厅= n ,

(
n 二 i , 2 , … ) ( 2 6 )

},(、 一 * , ) ,
:

1
2 =

i{
+ 0 0

(群一 久)
Z
d 皿E (产)二

”

l
“

《 (几
: ,
一 久

: :

)
“
1{劣

。

刀气

从而

1l(A
一

x)I
二

,

。创丸
。
一 “ 1。

)1l 二
,

fI< 带
· 。 =

斋(。 · , , 2 , …
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义 * = 〔戈
。

〕。 .
H

,

则

挂, 月= 〔业二
.

皿〕 二 〔旧 = + OO
,

。.A
二 一 、

,

。一 〔 l、 一 、
.

。〕 <

图溅
从而

居
. A二

* 一 久%
,

介巴 0

或
.
A气之久劣

*
·

满足关系式 ( 2 5 )的 , 、

叫傲相应于连续谱点几的非标准本征元
。

定理 6 若久从` 。 a 。

( A )且几笋久
`则由定理 5 确定的相应于久与久

`的非标 准 本征元
产

: 与 % :

满足

l

< 戈
,

为 > = 0 ( 2 7 )

证
: 设 毅 二 〔凡〕

,
x 二 〔工尸

。

〕都是由定理 5 的做法确定
,

其 中

一
。

一 ~

二
, 1

又,

< 丸< 几
。 ,

且 从一 几: ·

< 访
-

I

典
’ , :

< 久
, < 丸, : 。

且 厂 : 。
一 浇

: 。 (

(
, = 1

,

2
,

… )

1
, ,

,

石厄
一
一

Ln 二 1 , 乙 , ’

“ 少

因为久笋 尸
.

所 以 !几一 久` } 二 r
是一个正的标准数

,

当” 足够大时
,

J
, 二

(几
1 , ,

又2 ,

〕与 J 了
,

= ( 几
尹 : 。 浇

` 2
.

〕

不相交
,

E ( J
。

)与 E ( J
` :

)相互直交
,

由此得

( 二
。 , 、 ` ,

) = ( E ( 才
。

) x
。 ,

E ( J 产
,

)
、 ` ,

) 二 0
.

由 ( 18 )式得

< 二 、
,

工 尸
> = 〔 (二

、 ,

, 尹
:

)〕

但由
_

上面结果推知
/ 。 。N }( x

。 ,
x 尹

,

) = 0 } 。 F
,

从而
·

凡 x
.

为 , > 二 0
.

<
r ,

从而
2一砂

耗
:
因为我刊想得到非标准范数为无穷大的非标准本征元

二 ; ,

而在 ( 2 6) 式中控制 x ,

(二 = l
,

2
,

… )的范数为 ! x 二 」

= n 。

如果我们想得到非标准范数为 1的非标准 本征 元 x ; ,

只 镇 在

( 2幼式中用
· x 。

} = 1代替 }
` x 。

!} 二 n 。

若渐是相应于 又的非标准本征元
, a ` M

。 ,

员卜 x 、
也是

相应于又的非标准本征元
。
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当久= 久’ 时
,

取 x
、
二 二 * 尹 ,

由 ( 2 4 )式得

< 为
,
二 、 尹> = 皿二

;
l
“ = + co

.

综合 ( 2 5 )
,

( 2 7 )与 ( 2 5) 三式
,

我们就得到D 计。 假定的关于
“
连续

”

的两个方程在非标准分析意义下的严格证明
:

( 2 8 )

谱 本征元

若几
,

丸`
叮式A )

,

则存在相应于几与厂的非标准本征元 % ;

与
二 , `满足

帝月 % 巴几为

<
“
声

`
> 一 “ ( ;

一 “ ` , 一

{
0 ,

十 co
,

先牛久,

久二 久,

当当
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