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1
、

在最近的工作中〔 ’ 〕 ,

应用球面上的联络和规范对应的方法
,

证 明了存在有

0
5

对称的 S U Z
磁单极

。

用同一方法可以导出四维欧氏 空间 S U :
对称 Y a n g

一

M ill
s
场的

类粒子解〔么〕 ,

并指出只有在四维的情况下才有如文 〔“ 〕所得形式的类粒子解 (以下将

文 〔 “ 〕的解简记为 B P S T解 )
。

最近 J a e k iw 和 R e bb i 〔
略〕指出 B P T S

`

r解实际上有 0
6

对称

性
。

这个结论
,

其实已经包含在文 〔 ` 〕、 〔“ ’ 中
。

鉴于 B P S T解可能有效重要的应用
,

因此在这篇短文中对这个解作较系 统的讨

论
。

2
、

首先指出
,

用球面上联络对应的方法
,

容易系统地导出 B P S T解
。

考虑 E
`
空间中的一个 5 8

球面
,

引入这个球面的测地投影坐 标 刃`

(久= 1 , 2 , 3 )
,

它

们和直坐标
x ,

(本文中希腊文附标取值 1
, 2 , 3 ,

_

4 ) 的关系为
:

_ Z r 刀̀

1 十人2 戈 4 二 r

1 一 久
2

1 + 人
2

( i )
= 刀̀ 刀̀ 犷2 = 戈 ,义拜

为护

应用此投影坐标
,

按照文 〔 ` 〕
、 〔 2 ’ 的计算

,

得到在 S
“
球面上的自然联络

{蕊}
为

2

1 + 久
2 ( 6

`才刀: + 占: 才刀̀ 一 6`: 刀, )

然后把它投影到正交归一标架上
,

指标
,

取值 1
,

2
, 3 ,

) 为

I

正交归一标架向量
。 `
及其逆

e

;

( 2 )

( I
、

J 为标架

e

:
二 ,

2

1 + 几2 ( 3 )

弓
二 1 + 护

2

。
J
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得联络在标架上的投影 r
二

:

r
:
: ` , , 二

。

: {
`

之}
·

盘
+ ·

:命
。

;、 子丽 ( , J“
`: 一 , ·“

丁) ( 4 )

为了明显地看出 r
二( : )的 .o 对称性质

,

我们把投影坐标 , `换回 E
`

中的直坐标

为
,

注意到在作坐标变换时相应地有一规范变换 ( O
`
转动 ) 〔

` ’
、
〔 “ 〕 S

,

在坐标一规范联

合变换下联络经受如下 的变换

r
几(

,

卜
r
:

,

( ,

卜 斋
s
二

r
急( , ) ( S一 )了

_

。 p
口

, 。 _ , 、 召

+ 心 “
不了 L。

一 `

,
,

2
, 3 ( 5 )

召, p 一 v ,
R

,

N = 1
,

…
, 4

其中

召 R

砰

二 e几

口x
o

口r

1 + 几么

2 r
(当R ” 1

,
2

, 3 )
刀一月X一刃

`

口一口

( 6 )

丫一丫丫一
犷口一口

二

(习
一 ’

几 日” “ 月

p = 一三甲丁一 已护

U 工

口刀R

1 + 人名 d义
p (当 R == i ,

2
,

3

(s
一 ,
) :

=

粤
=

二
口劣 7

.

由式 ( 3 )一 ( 6 ) 得到

r二
,

(二 ) =

六( x
p 。 , ,

一 x
,

`
:) ( 7 )

式 ( 7) 可以排成成短阵的形式
,
r

, ,

为距阵 r
,

的p行 v列元素
,

则 (了) 式可写成

” I
_
、 _ 1

_

, ,
l “ 、 劣夕 “ 一

下百
一 x A

“ ` , ( s )

其中X
, ,
是 .o 群的生成元

,

显然式 ( s) 具有O`
对称性

。

由联络与规范势的对应关系 〔 ’ 〕 ,

可得O`
对称的规范

势力为

。
斌 (x)

=

告
( 一 “ :

+

洲 : ( 9 )

式 (的是具有 O
`

对称的无源规范场方程的一个特解
。

现在让我们来把这个解的
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形式推广一下
。

由于球对称
,

我们可以把式 ( s) 右方的因子告
换成 f(r )

`

g w
,

(二 ) == f (
:
) ( 一 x p

6
, + x

,

6
,

)

函数 f (
,
)应于由无源规范场的运动方程来决定

。

以导出
,

在四维的情况下 (而且仅在四维的情况下 )
,

f (
,
) = 2

1 + 犷 2

( 1 0 )

由口
`
的无源规范场运动方程可

有如下形式的解 〔 “ 〕:

( 1 1 )

亦即此时的规范势为

武
=

赫可 ( 一八汤喻 ( 1 2 )

这就是 B P S T解
,
显然它是对口

`
空间群

,

.o 定域规范群有同步的对称性的
。

3
、

B P S T解是否还有更高的对称性 ?答案巳包含在文〔 ’ 〕
、

〔 “ 〕中
,

另外又 J
a c ik w

及 R e b ib 〔` ’
所发现

。

下面来说明这个问题
。

如果我们考虑的是五维欧氏空间刀
“

中的四维球面 S
` ,

则用少上的测地投影坐标

,
, ,

4S 的联络在正交归一标架上投影瑞
〔 ” 为

:

r
, ,
(刀 ) = 2

1 十 几2 (刃
左 6

, , 一 ” , 6
,

) ( 1 3 )

” ,
A

,
B

, = 1 ,

…
, 4

久
2 = 刀, 刀

“

其中通
、

B为标架指标
。

我们知道
,

式 ( 13 )是具有 O。
对称性的

,

因为当地把变

量从价换到 E `
中的直坐标二

。

时联络变成 〔“ 〕:

r
:
。
(二卜一

( “
“ “ 。
一 , 。“ 。“

’ ( 14 )

(
a ,

b
, c = 1 , … , 5 )

式 ( 1 4 )具有明显的口
。

对称性
。

注意到式 ( 1 3 )所对应的规范势与 式 ( 1 2 ) 一样
,

这就证明 B P S T解也具有O
。
空间群及。 6

定域规范群的同步对称性
。

在这里我们再一

次强调形式如 ( 11) 的解只有在 E
弓

情况下才会出现 〔 “ 〕 ,

对于其他维数 N
,

( 1 1) 不是

有O ,
对称的规范场方程的解

。

四维欧氏空间是一个例外
。

4
、

B P S T解可 以写成另一种形式 〔 “ 〕:

r 么

1 + 犷 2
g
一 1口

,
g

戈 4 一 多义

~ 刁卜

a

r

( 1 5 )
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或者如 J
a e k i w及 R

e b b i 〔4〕写成为

W
,

_ 一 2公

1 十 犷z
名
召 ,

X
,

其中
:

:

一 牛
〔a , , a

·

〕 =

4 协 (
a 户 ,

o

o 口户夕

O

、、、万/
rlo

一
01ǎ

产了.̀、

一 (昙
`

忿
`

)
, a ` = `

现在证明这些式子也可由式 ( 1 3 )得出
。

把式 ( 1 3 )中的变量换记为 二 , ,

( 几
2
.

, 2 = x , x 拟

)
,

有

r
,

( x) = 2

1 + r Z

x `
X

, ,

其中X
, ,

为口
`
群的生成元

,

其元素为

工 a

叮
一 。夕 。仔一 a a 。叮

召几 拼 人 拼 儿

引入两组 S U Z
群的生成元X “ ` )

、

X “
一 ) :

工“
士 ) = 告 (去

。` , ; 士 X “ )
,

落
,

J
,

K = 1 , 2 , 3

定义

r
, = :

+.<
’ “

城
` , 十

`

:
;
一 ’ “

式
一 ’

由式 ( 1 8 ) 一 ( 2 1 )得
( 土 ) 几

r ` 2

1 + 犷 2
(
e` ,、 戈才土戈 4舀`、 )

r 护
士 )为 二 干

Z x 北

1 + 2
·

名

现在引入

a ` , ==

会
〔a ` , a ,

卜 十
。` ,七“ : 二

云
` ,

口“ = 音 a ` = 一石
` ; ,

这时规范势与联络的对应关系 ( 取夕二 l) 为 〔 ` 〕:

W
,

( 生 ) 为
= r

,

( 1 6 )

( 17 )

( 1 8 )

( 1 9 、

( 2 0 )

( 2生)

( 2 2 )

( 2 3 )

( 2 4 )

由式 ( 2 2 )及 ( 2 4 )便可得到

i
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司
` ’ =

斋以
“
=

w J
一 ’ _ 一 2公

1 + 宇么

a , :

X
“
泛

飞子浏
一 。 ;

,

寸书浏电
一

( 2 5 )

这就是 Ja e
k i w 一 R e b b i 的形式〔 ` 〕 ,

也是 B P S T文 〔 3 〕的另一形式
。

由于规范势与 5 4
球面的联络的对应式为 ( , 8 )

,

规范场强 F扩
’ 与 R i。 c ; 张量应

有对称关系
:

_ ( 士 ) _ ( 土 ) 北 。
扩

, ,
= 五

, ,
二匕竺-

么
( 2 6 )

其中 R扩
’ 抢由下式所定义

:

( + )为 ( + ) _ ( 一 )无 ( 一 )

丑
, ,

= 五
, ,

孟 , + 五
, ,

X : ( 2 7 )

_ 召万

五
“ ,

的元 素 五
, ,

是R ic o i张量在正交归一标架上的投影
。

由式 ( 26 )及 ( 2 7) 不难得出

( 1 + , 2

)
么

4公

( 1 + ; 2

)
么 口户

, o ( 2 8 )

+,工v(拼(拌

尸尸

5
、

由以上的讨论可知 B P S T 解是 四维欧氏空间特有的 〔 “ 〕 ,

它具有 独 特 的 拓

扑性质 〔 3 〕 , 又具有高的对称性 〔 ’ 〕 ,

它对四维空间共形变换的口
5

子群不变 〔 ` 〕 ,

并且

又与 0 。
对称的 S U

:

磁单极联系 〔 ’ 〕 ,

这个解值得予以详细的探讨
。
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附注
:

在参考查料〔2〕中
,

自 ( 2 8) 式至 ( 32) 式中的 E
.

在文内称做
“

能量
” ,

这一祠都应加
_

卜

一括号
“ ” ,

改为
“

准能量
, , 。

这是在文〔3〕所用的名嗣
` ,

9 u a s i一 e n e r g y
, , ,

因为它

是作用量的最小值
,

井不是一般的能量
。


