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( l ) 有奇异弦的饥对称的 SU Z磁单极势

1
。

我们在前一工作中 〔` ) , 应用规范场的积分表述
`“ 〕 ,

使规范势与球面上的联

络对应
,

导出了 U ;
规范场的无奇异弦的磁单极势

。
U ,
群作为非亚具尔规范群 0 。

的

一个子群
,

所得的磁单极势具有。:
对称

。

在我们的讨论中无须引入 H切
s
标量

,

磁

单极势是定域规范对称的 自然结果
。

本文把文 〔` 〕的方法推广用于讨论 S U :
磁单极势

:
考虑在空间每一点上联 系一

个 S U :
变换

,

它相当于 O :
转动

,
O :
的转动可看成在一四维球面召

` 上的转动
,

此四

维球面应存在于五维欧氏空间 E
S

中
。

所寻求的 S U :
磁单极势是对于 S U :

及 O
。

同时

具有对称性
。

从文 〔 ’ 〕的观点来看
,

这就相应于在 E
“
中的夕球面上求出其联络

,

并

使之与仇定域规范势相对应 , 由于口
4” 口: x 口

3

( 或 S U
: x 召 U :

) 因此可导出两组独

立的 习U :
磁单极势

。

采用球坐标 ( 八 a : , …口` )
,

半径为
犷 的球面上的线元为 ( 本文中希腊文附标取

值 1
, 2 , 3 , 4 )

\ \ l
.

jz
/

山
名二 a

, ,

d口
月

勿
,

0鉴 0 : ,

0
: ,

0
: ,

昌
二 ,

o鉴 9
一

鉴 2 7r

式中 汤
,

是球面上的度规
:

/ 产

( 1 )

。 , 2 5名” 2
6

:

犷 2召玄n Z口x J落”
2

夕:

犷 2 3公n
Z

口一s苏”
2 8 2污名n

2 0。

l
|
、\

、

一一外

球面上的自然联络
,

竺
.

}可按下式由度规计算得出
:

尸护 ,

本文 1 97 6年10 月 8 日收到
。
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:
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s公玲口:

/了| |||,|||||||卜、

我们知道
,

相应于球坐标的自然基虽然正交
,

但不是归一的
。

和规范势相对应

的是自然联络在正交归一标架 (云et
r a d )上 的 投影厂八 (在本节中拉丁文大写 附标是

标架指标
,

取值 i , 2 , 3 , 4 )
:

、
=

{剐井心
+

犷命
、

( 5 )
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其中正交归一标架向量 蛤 及其逆 吃的定义是
,

、了刀、产
67

了、
了.、

g , = e
梦古̀

B e梦
,

峪 吃 = 醋

由式 ( 6 )及 ( 2 )
,

我们有

\

\!/
/

二
犷s初8

犷 a公n s :面n s :

r面” 8 1丽n s : 召公” 8 5
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一一
F刀

已

把式 ( 4 )和 ( s) 代入式 ( 5 )
,

便可算得

r l = O

/
’

一

co8 氏
’

议
{O8C a ,

二
1

r ` ’

( : : : {
,

一
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/||||| /、\
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一
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式 (的中矩阵几的元素就 是 八
B 。

引入 0
4

群的生成元工
, ; ,

其元素 (X
, ,

)
,
为

:

( X
, ,

)
, = 一 6

, , 6
, 。 + 6

, 。 占
, `

式 ( g
a
) 一 ( g d )可写成为

( 1 0 )

r : == 0
,

( 1 1
a
)

厂2 =
cos s : X : 2 ,

( l i b )

r 。 =
哪8: s伽 8: X , 3 +

OCS S: X z s ,

( 1:
e
)

厂
` ==

O8C 8: 8` n s : 而” sXs
: ` +

co8 8: 而” s sX : ` +
coa s oX 。一。

( 1 1 d )

由于 O
`

澎 0
3 x o

。 ,

X
, ,

可用两组对易的o a
生成元 X “

十 、及X ` ( 一 、
( `

= 1 ,
2

, 3 ) 表示
.

二 : 3 = 二 :
` ’ + 二 {

一 ’ ,

二。: = x ;
` ’ 、 x ;

一 ’ ,

凡
: =

式
` ’ +

式
一 ’ ,

凡
` =

斌
` ’ 一

云
一 ’ ,

凡
` 一

式
` ’ 一

式
一 , ,

xs
` =

式
` , 一

刘
一 ,

(lz )

于是矩阵几可用X `+ )及 X `一 )表示
。

由文 〔 ’ 〕 ,

规范势与联络的对应关系为

r
二

= ( “ W: X’ )
a ,

其中g是规范场的自祸常数
,

刀 是规范势在正交归一标架上 的 分 量
,
公是 S U : 指

标
。

由此可得两组独立的 s u :
规范势 w {

` ’ `。 把这些分量变换回球面上自 然基的分

量W犷
’ ` ,

叫
士 ’ `
的关系为

_ _ _
〔出 ) ` _

,
吸士 ) `

碎 、 = 己盆 伴
,

亦即
二 r ;

`出 、` _ l rrr 吸土 、`

甲r n 二 — r r t -

u 皿 犷

( 出 ) `

口:
1

犷8`移日l
武

` ’ `

( 士 ) `

W
。

U a 犷s落n 夕i 召 , n o
:

w ;
` ’ `

( 1 4 )

( 1 4 a
)

( 1 4 b )

( 14 e
)
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W
1

犷面” 8 15 `n s :瓦 n s :

士4(OU

W

便可得到如下两组 S U :
磁单极势 ,

( I )
W
;:

’ `

W ;:
’ !

二 0

== 0
,

W三
` ’ : _

U -
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’
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0
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1

_ 一 “ o s a `
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Z
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1
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二
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,

`

一
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口r s石” 口: s云” 82习落” 8
5

了了
`
、、1
..1.、l
了

we
、、 、lllee/少、、|子,t、

这两组磁单极势在 0: ,
0 3
及氏为。及

7T时有奇异弦
。

这是两组双弦奇异解
。

3
.

可以证明
,

选取适当的规范变换
,

能把这 两组双弦奇 异解变换成 单 弦奇异

解
。

例如
。

取规范变换召为
:

s 二 。 0浑
: 。 。 8 : X

; : 。 a : X 。:

( 1 6 )

厂:
。 _ 。 _ , _

。 a
= 乃 1

。
乃 一 `

十 乃 ~ 二二一 -

口 U解
习丁l ,

( 1 7 )

由此可得

厂。 =
U 2

(卜 cos a :
) ( cos o : x :

` ’ + : `。 a
3

兜。`
二;

` ’ 、 , ; n a
`
二 ;

` ’ )

+ ( 1 + 。 os 。 ,
) (。

o ; a ox :
一 ’ + ; `。。。 cos e` 二 ;

一 ’ + 。 ,-n e
`
x ;

一 ’ )
( 1 8

a
)

山
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re
3“ (1- 、 。 ,

)〔、 。 。:
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人
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o8 U : c。占口3 8乞n口`

` +

+ s公n 2 8:

cos 8
4

X 3 〕 + ( i +
cos s :

) ( 18 d )

〔同前项以 X `一 )代X ( 十 ’ 〕
,

r
二

= ( 1 一 cos o
,

) 〔。`。。,

cos o
, s` , o

,

二1(
+ ’ 一 ( a`。 2

0
, s`n o : e。 , 。,

cos a
`

诬

8 4 一 、 工 一 一
” . 1 / 、 。 “ ” “ 2

一 ” 。 ”
’
“ 3“ I

l + 、

一 邵” 0 2刃
o8 口

2 8 , n口 5 5乞n口`
) 人 : +

( 一
s公n 2 0: s乞。 0沪05 0 3 5 ”̀ 0。 s落。 0` + s艺n o :

cos 0 3; 公n o a
cO

8 e
`

)X
3 ` 十 )〕

+ ( 1 + e韶。`

)〔同前项以X ( 一 )代 ( 十 )〕
。

( l s e
)

不难看出
,

由于因子 ( 1士 cos 。 !
)

,

与式 ( 1 8 ) ,目应的磁单极势 W
;:

` ’ ` 对 于 。 1巳

化为单弦奇异解
。

解析
。

叽
, “ ) `在护空间中沿第 5 轴 的上半球解析

, w
;:

一 ’ ` 在 下半 球

5
.

在本节中我们导出杨振宁的单弦奇异解 〔” 〕。

代替球坐标 (
: ,

0
, … ,

0 `
)

,

我们采用投影坐标 (
,
·
,

若
; ,

七
z ,

若
s ,

0三 0 :
)

,

P Q

气灭州卜一

一
参

全

S 5

其中省
`
由下式定义

:

言
: = p。落。 0 3

co
s o`

-

若
: = p骊 : 0: 、 艺n o

` ,

七
。 == p co s o

` , ( 1 9 )

= t’l 。
卫 多-

z了IJ

!
月

、|
.

1
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亦即为图 1所示的单位半径的 8 3
球面上的点 p的测地投影点Q的坐标

。

采用这些坐

标
,

度规 ( 2 ) 变为

、 .声、 ,矛、 ,矛、刀产n
.a有CD01` .工1二,上

叮了、Q翻O白O曰

了.、矛才、户、̀

。 ; 。 =

i
从

4犷 z a` n 2 0

( i + p 名)
名

4 r 名s初 2 0

( i + p 名)
“

其中第四维的指标为
。 。

此时习
`

球面士的联络可由度规 ( 2 0 ) 算得为
:

\、llleese|

|
|
I
J

j
/

一 2夸
3

1 + P z

加 8 0
`落n o

呀拌 仁
==

( 1护 , 一 2氛
1 + P z

、

\

;
ō ! ||/
才

八口一ǎ口8一n
.{茹}

=

j 拌
’

之3 ,
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c O8a

丽 n o c。占 0

廊月 8
乙口一
,
日

找一n口火一n硬一8

//||卜|||||火
、

一一
拜如`

气.飞

如前把联络投影在正交归一标架上
。

在此情况下
,

标架向量 吐 及其逆心 为
汁

、、、111
.

|||
l

|
we
l
了/矛

…
犷2犷而 n s

1 + P Z

2 犷8`” 口
1 + P艺

Z r s`” 8

1 + p Z

一一
左拼e

O

刹今川川
1 + p Z

_

F
C ” =
召不

2烟`n s
1 + P:

2物石n s

联络在此正交归一标架上的投影 石志 (妇为
:

眺 (t)
·

咭{二} 心
+

唁
日

a考拌
e

g

式中第四维指标定义为 梦二 0
。

由式 ( 21 ) 一 ( 23 )可得

r `
(省) = 一

2` o旧8

1 + P Z
X “ +

2夸少

1 + P么
一 X ` I

厂4
(若)

= 0
,

J = 1 , 2 , 3
。

引入规范变换召
:

S = e劣夕 坦全一若x( (才) + X (飞, )

r
,

, r二
= s r ; 习

一 ` + 习 a ;召
一 ` ,

( Z l d )

( 2 2 )

( 2 3 )

( 2 4 )

( 2 5 )

( 2 6 )

( 2 7 )
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由式 ( 25)及 (6 2)
,

有

厂 , =
一 2 ( co

s s + i )

( 1 + p: )
恶

〔( i 一 p ,
) x “

+ , + : 省
`
节 “

{ 寸
邵几 一 b

+ 2“ I
J

I 《 斗 )氛〕一
2 ( 1一 cos s )

( 1 + p :
)
: 〔( 1一 p Z

)X
` (一 )

+ 2言
` X ( 一 )

一

若+ 2。月 J , (一 )氛〕

厂 , 一 == 0

X ` + 》和X `一 )是两组相互独立的习 U :
生成元

,

由式 ( 1 3 ) 及 ( 14 )

它们各对应一组召U :
磁单极势

:

W `土 ) I =
一 ( 1士咖 8 )

g r
( i + p :

)
a`n o

〔 ( i 一 p Z
) 古̀ I + 2考

`
套I + 2。 ,l 一〕 ( 2 9 )

这也就是杨振宁用投影坐标所猜测出的 S U :
磁单极规范势的形式 〔 . 〕它们是单弦奇

异解
。

, 考 资 料

〔幻 李华钟
、

决烈昌
、

郭值妈
,

中山大学学报 ( 自然科学版 )
, 19 75

,

3
,

o7

〔2〕 C
.

N
.

Y a n g
,

P h y s
.

R e V
.

L e t t , 3 3
,

44 5 ( 1 97 4 )
。

(3 ) 锡振宁
, “ O 。对称的 S U : 磁翠极

,,

一一踢振宁在北京的学术报告之二 ( 197 6年 4 月 )
。
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( l )
、

无奇异弦的 0
。

对称的 U s
:

磁单极势

1
。

我们在前一部分中 (̀ )
,

应用规范势与球面上的联络对应的方法 ( 急〕 ,

导 出了

有奇异弦的O。
对称的月U :

磁单极势
。

在这里
,

我们将导出无奇异弦的口
。
对称的磁单

极势
。

我们用测地投影坐 标刀
,

( 在本文中
,

希腊文小写附标取值 1
,
2

, 3 ,
4 ) 来 描述

E
。
空间中的习

`
球面

。
从是半径为1的球面上的点P的测地投影Q的坐标

刃l = 久成” 8: s公n s
a
co s o

一 ,

粉: = 4 5公n s : s初8。而 n s `
,

刀。 == 几s `n 8 2坎” B。
,

( 1 )

叮一= 孟坎犯 8
: ,

久= r a ” 8:

/
: ,

其中0
: , a : ,

8
。 ,

e`是极坐标所用的角
,

亦即在E
`

中直坐标 x 。

( 在本文中拉丁文小写附

标取值 1
,
2

,
3

,
4

,
5 ) 可写为

戈 ; = , S公n口i升̀ n o
: 而n s

a
OC o s`

,

二: == ,

inS 夕
i ; 公n s: , f” s a s公” 8`

,

劣 a == r s`n 9
1

i8n 8
:

co8 8
a ,

二` == ,丽”夕:

cos s : ,

劣 。 == 州劝8夕:

比较式 ( l) 及式 ( 2 )
,
便有

二 , 二

箫
, “ 6 ” 犷 1 一 久:

1 + 护
( 3 )

几== 粉
, 刀娜 , , = 劣声

. ,

2
.

对于投影坐标 ( 1 )
,
球面上的度规 g

, ,

为

4 犷.

一 ( 1 + 沐名)
名
占

, ,

( 续 )

由此度规
,

便可算出球面上的自然联络 }
,

炙
,

}为
气 尸 , J

` P I 一 2

飞; v 丁一丁了瓦r 、 “ · U , 一 。 , u , 一 。 。 u , 。
, ( 5 )

现在引入球面上的正交归一标架向量 咭( , )及其逆 `
盆( , ) (在本文中拉丁文大写

附标是标架指标
,

取值 1 , 一 , 4 )
,
其定义为

岛
,
== 6` 砂产( 刀)

e
尹( ” )

,
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。产(叮 )略 (刀 ) =占` a 。

由式 ( 4)及 ( 6)
,

有

e产(刀) = 2 r

1 + 久
2

6产
, e头( ” ) =

1 + 久盆

2 r
6头

( 6 )

( 7 )

现在将自然联络投影在此标架上
。

联络在此标架上的投影厂九为

r
,

, == · , `。 ,
{二 }

·、 ` , , + 召 , `。 ,

会
、 ( , , ( 8 )

把式 ( 5 )
、

( 7 )代 ( s )
,

便有

r “ =

箭
` , · ” ,

一 , · ” , ·
)

== I

粉
(二

, ,

)
· B

( 9 )

式中X
, ,

是 .o 群的生成元
,

其元素 (X
, ,

)与为

(凡
,

)
左 , ” 占

, , 6
, ` 一 占

, ` 占
, B 。

( 1 0 )

3
.

与式 (的相对应的规范势是与 〔 ` 〕导出有奇异弦的单弦奇异势等价
,

这可由把

(的中的投影坐标换回球面上的坐标看出来
。

从另一个角度来看
,

如果代替 叮,

我们

用坐标 (
e : , e : , : 3 , “ 二 8

:
)

,

它们定义为

孟== t a n道红
2

` ! · `。 。

令 ` 。3

cos 。` ,

“ : = `· ”

夸
` , “ , ,̀ 。 .

( 1 1 )

:
, == 。̀ ,

令 cos “ 3 。

比较式 ( l) 及 ( 1 1 )
,

有两组坐标之间的关系
:

刀4 =
2几

1 + P Z

( 1 2 )

打一 二
1 一 P l

1 + P名

/
11

、、
|t \

p Z = 若考
` `二 1 5 2

,
3 ,
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刀̀

几 + 刀̀

8 7

( 1 3 )
Z ta n 一 l久

一一一一.

侣4
七̀一七ó/矛11|\

在作坐标交换 (爪 , 夸
,

) 时
,

联络经受如下的变换
:

r “ 一“ ` (f)
二

蛋 “ 川
·

( “ 一 ,“ +

码备
-

(“ 一 , “ ( 1 4 )

其中

码
= 醋 (幼

口言
“

(习
一 ,

) 音= e
普

e 头 ( ” )
,

口叮
户 。 , , 七 、

万萝
。 , 、 、 j

少、 .2
种

.

,
,了̀了.、

式中气
左
(
￡
) 及勺

’

(约是采用坐标 e ,

时球面上的正交归一标架向量及其逆
。

由定义有

2 , s公”言
-

1 + P Z

e产(专)

Z r成”
夸

`

1 + p l

( 1 6
a
)

\ 、||!l
了
.

2 , s公”言
4

1 + P Z

/
.

…
\

=

\ ;11||
.

1 + P盆

2了 a石”专

e头(若)

1 + P么

Z r战”考
`

( 1 6b )
1 + P么

2” 落n言
.

1

r

|l/|

…
、

一一

把式 ( 7 )
、

( 1 3 )
、

( 1 6 )代入 ( 1 5 )算得

5 1
= 召` , -

2言
`
省I

1 + P么

S才二
一 2若

`

1 + P么

S毛
= 2夸

`

1 + P Z ( 1 7 )



=1-|, 1||||||
we
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…
1

.
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1一 P名

1 + p名

夕== i
,
2

,
3 ,

以及

(习
一 `

)

由式 ( 1 7 )
、

的表式
:

r , =

= B
f

( 1 8 )
、

(的及 ( 1 4 )
,

可以得到在坐标一规范联合变换下的联

( 1 8 )

络变换

臂筹
生 X “ ’ ·

命
“ ,` Xl

· “ ’

Z co旧言
` , ` _ 、

.

2
_ 卜 , , _ 、

宁

万不井八 `
’ `

--t
.

丁干万
“ “ “ 连殆

` ’ ( 1 9 )

r , 一 = 0
。

X ` ( 十 )及 X ` ( 一 )的定义为

x ` ( 土 ) 二去 (士X ` 士去。` I
声

,、
)

,

它们是两组相互对易的 B U
:
生成元

。

式 ( 19 )可以通过一个规范变换变为

( 2 0 )

lr , 二冥丝翼彝上
L l + P

`

)
`

一刁卜 (+ ,
-」卜 ( + )扮

〔( 1 一 p Z
)X

` (+ ) + 2夸
`X

一

夸+ 2。“声
, 若

一 2 ( 1一 co s s :
)

( 一 ) - 卜 ( 一 )

( i + p名 )
:

与之对应的规范势〔 ` 〕

仁士 、`

评百
:

一

= 0
,

〔 ( i 一 p l
)X

` ( 一 ) + 2言
`金 .

套+ 2。` ,
声

I 考
: 〕

,

( 2 1 )

_ _ _

( 士 , `

W
`

一 ( 1士 cao s
:
)

夕, ( i + p l
) s公, 8 :

〔 ( 1一 p :
) 6

`, + 2省
`
省I + 2。 `

沽
一

〕

显然是有单弦奇异性的
。

4
。

要得到无奇异弦的 S U Z
规范势

,

必须变回五维欧氏空间的坐标二。 ,

即作坐标

变换 ( 刀
:

,

叮。 , 打一
,

叮。 , ,

) ` (二
: , … , , 。

)
,

在作坐标变换时
,

标架同时 相 应 地转动

(作口
。

转动 )
,

这时联络几经受如下的变换
:
几 , 几 (劝

,

。 。 `
小斋

“ 、 、 ( “ 一 ) : + 。
命

( “ 一 )。 ( 2 3 )

其中

“ ’ ` “ `。

器
=

孚 斋
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( 2 4 )

( S
一 `
)君

== e尹 ( 刃)
口叮

拌 _ 2了 口刀刀

口戈 b 一 1 + 几2 口劣b

t 。 一 : 、 。 二
一

互兰
=
2 巴

、 ~ l 口 一 刁 , b , o

、 产 .勺 ,

把式 ( 3 )
、

(。 )及 ( 2 4 )代入 ( 2 3 )
,

可得

r )
,

(
二 ) ==

含
(二

, “一
,

·

“二 )
,

:.r ( x ) =

令
“
口 ·

( 2 4 )

( 2 5 )

护
, 、

工
,

l ` ,

、 x 少 = 一 千厂
o

亦即

r :。 (
二 ) = 一

六(二。 “ 。一
二。“二 )

,

此式显然是除原点外到处解析
,

且为口
。

对称的
。

由规范势与球面联络的对应关系 〔“ 〕:

r 写。 (劣 ) = (士g万宕
`

( 戈 ) 二` 一 )忿

( 2 6 )

( 2 7 )

其中W盛
口

(幻 是规范势
,

g是规范场的自祸合常数
,

翔
.

是口
。

群的生成元
,

便有

w : ,
(二 ) = 一

务
(二

a o b。 一 二 b。。 。

)
·

梦 ,

( 2 8 )

这是以直坐标表出的
、

作为定域认群的子群仇磁单极规范势
,

它具有O
。

对称
,

无奇

异弦
。

B U
:
磁单极规范势也可由此籍 .o o 8 U : x S U Z

如前文 〔 ` 〕那样分出
,

也是无奇

异弦的
。
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