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如所周知
,

近代思氏过程的严格的艇辑基础 是 由 K oIJ 0M r叩o B 开 始 其 后 由 D oo b,

双呱朋等人建立起来的
。

D oo b从随机过程的观点出发
,

为局氏过程 抬出了一个 严格而

完整的定义 ( l1[ 第二章芬6
.

)
。

江位二朋 对削建具有速植参数的禺氏过程的健辑基础方面

作出了许多卓越的工作 2[]
。

在及位 KH服的工作中
,

有一个突出的地方是对过程引进了生命的概念
,

即在基本空简

夕上抬定非负两数《 。 )
,

“ 夕。

而盾点 。 的持擅运动时简是 10
,

《 。 ) )
,

在《 刃 以后质点

的运动消失了
。

虽然对相当广泛的一类所稠正规过程而言
,

可以人为地把中断过程化为 不 断 过 程

( 2[] 第六章芬1
.

)
。

然而
,

由于生命 C 的引进对踢氏过程的研究开辟了蔚多新的方向
,

如子过程
、

部分过程
、

自然拓扑的引进等等
,

从而更加清楚地了解禺氏过程的桔构及其

献道性质
,

提供了利用思氏过程解决某些偏微分方程边界周题的较大可能性
,

因而生命

C 的引进有它的重要意义
。

本文目的
,

就是要把双班KH朋定义中 ` 的概念推广
。

在及H llK服的定义中
,

时简
t
所考

虑的样本空固是 { C> t} 二乌
,

显然当
t
增加时

,

只 不增
。 l

本文要做的就是在样本空简随

时简任意变化的情况下
,

来研究过程的焉氏性这一概念
。

桔果得到
,

在这种情况下
,

t21

中所得出的静多拮果均能作相应的推广
。

为了不使本文叙述冗长繁琅起见
,

这里只考察
_

卜远书中的几个最重要方面
,

有些类似于书 2[] 的靓明亦将省略
。

号 ! 关于焉氏过程的定义

L l
.

定 义 : 没抬定 :

夕 为一抽象集 ; I = o[ 。 OO ;) T =C I x 夕
,

即 T 为乘积集 I X 夕 的天 集 ; T
,

为 T 之 ` 截

口 ; T
o ,为 T 之 仍 截 口 (

`。。夕
,

t o l )
。

本 交是作者在梁之舜导师指导下学习仄从 H K o H的翔
`

} : 《 焉尔科天过程渝基础
》
时所写的蔽书

心 {导整理而成的
。
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这与通常的柯一切氏方程不 同
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因为左边 T
l

不可省略
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.
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。

(征略
。

这引理与以下

引理 1
.

2 及定理 1
.

1 征法与 [2 ]同
。

)

要推广庵氏性
,

首 先要拓广 及。 IIK 二书关于条件概率的一个性质 ( t ZI性盾 1
.
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。
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.

1 0 )

。口: 一 N
:可测

,
,一 N

t

可侧
, 。 , “ ,

P一河积
,

R[J

M
· , :

` ” 二 M一〔` M。
,
x ,刀〕 ( 1

.

1 1 )

毅X 一
(xt

.

T
.

M t
,

坟
. :

)
,

` 一 ( :
: .

`
.

式
,

, 一
二

)是定 义在同一相空献
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,
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.
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.

飞
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2
·

I A
I
了=C T

.

2
·

I B
’
又

:

(田 ) = X
、

(。 ) ( t
,
山 ) ( 了

.

.2 CI
’

若 A o M :
,

则 { A
, `

叭 }
。欣

.

2
·

I D
’
丽

,

刁M
, ,

且若 A o M
. ,

助奋
. , :

(A ) = P
. , 二

( A )
.

.2 .2 为了对禹氏过程的子过程理瑞得出有盘的拮果
,

必谭补充一些限制
。

毅X = (x
, ,

T
.

M :
,

.1
. , :

) 是禺氏过程
, n

为任意 自然数
,

s = t
。

丛 t l二… ` 二二 t
。

令

n

Ns(
· “ , , ` ” ” `

幼 为集合 j

鱿
T认上的 “ 代数

, `

拍一切形如 : … … n A
。

之 集 所 产A
.

坛ǎ日TA
。

n
.

侣

生
,

其中 ,
一` N

I:
一 ’

.

以后封篇的子过程都附有如下假定 :

.2 2 a
若 A o N老

,

ljR { A
,

嗽}
(瓦

.

.2 2 口 对每 X ( E
,

s二 t ,
· ·

” 二 二 t
。 , n 任意

,

有

p二
:

(了t ,
n 了t Z…… n 了

t .

IM
,

) = a
( s

,

t ; ,

… … t
。

) (11
.

H
.

P
, , :

) ( 2
·

1 )

此处 a( s
.

t , .

…… )为某一 N(
,

,

t :
,

…… )可测两数
。

显然对任意
n , s丛七

, ,

二
· · ” 二二七

。

成立
t

O

,
. , :

( , t .……了 ,。

IM
’

)一 0 ( n
·

H
·

“ 一
。

旦”
’

` ; ; p
,
一

( 2
·

2 )

引理 .2 1 毅 又是 X

对任意 B ( M、

的子过程
,

两数祖 a( s
,

t :
,

…… )由 2
·

2 口定义
,

于是

( 2
·

3 )

户性三矛砂ó.心汾甘
,月

月..ō吐件
·

瓦
, :

(B
,

叭 1’’
·

…叭
。

) = M
. , :

xs a( s
,

t , ,

……
,

t
。

)

对任意M
.

可测两数 奋
,

若 奋.P
, :

可积
,

风
.

J x 了 t ,

…… x叭
_

= M一 :

奋a
(s, lt, … …切 ( 2

·

4 )

推出
,

丽忿
,

币

对任意 厂 , ,

…碑B 有

晒
. , 二

( X t l。厂 1 .

……又 t
n 。厂

.

) = M
. , :

x r , (x
. , )… … z r

。

( x
: .

)a ( s
.

t , ,

… t
。

) ( 2
·

5 )

事实上
,

( 2
·

3)
,

( 2
·

4) 由条件概率与条件数学期望的性质推出
,

( 2
·

s) 由 (2
·

3)

只 滇用

{又t ,。 r , ,

…
,

又t
。 。 r

。

} 二 { X
t , 。 r ,… X t

。
( r

。

n 了t ,

} 省

由上面的 ( .2 5) 可得桔揣 : 如 x 有两个子过程又 = (又
, ,

了
,

欣 p二
:

)
,

与又= (又
, .

于
,

二 :

)
,

llR 又与 又等价之充分且必要的条件为 : 对任意 ,
,

及 s 二 t ,二… … 长 nt

全 侧



第 1 、
2期 关于焉氏过程定义的几点注昆

“
. , :

(
` r 、

( x t 、 ) … x r
。

( X t。

) ) ( “ ( s
·

` 1
·

… `
。

) 一 ` ( ,
,

` 、 ,

… `
。

)
)
一 。

其中友与压对应于 又与 又由 2
·

2 召定义的两数
。

定理 .2 1 投 又 是 x 的子过程
, “ s(

,

t !
.

… 幼 由 2
·

2 . , 定义
,

s二 t :二… 丛 t
。 ,

X扰成立

( 2
·

6 )

lRJ 刘
一

任 意 n ,

a ( 5
.

七、
.

…… t
。

) = a ( s
,

t , ,

…… t
n 一 ;

)。 ( t
n 一、 ,

七
。

) (「1
.

H
.

日
尸

r t
,
P

。 , :

)
i = l

( 2
·

力

〔征明 〕
, _

一
、 ,

_

_
_ , ,

一 一
` 、

二
、 二 、 _

飞 ,

t
.

_ :

一
无献天杀 : 沐弓

一

仕葱
` 、 “ 洲 气S, 不 , ,

”
’

毛一 ”
,

队 州 t
;

`

们

p
. , :

( A B
,

n 了 t , )二 〔M
. , 二 a

(
s ,

七:
,

… …七
。 一 ,

)
a
( t

。 一 : ,

t
。
) ]

i二 1

( 2
·

8 )

由条件 2
.

2 。 { B
,

了t 。

飞。 N士一
, ,

然 因 { A 屈、
, _ 1 } 。 M S ,

故利用 ( 1
.

1。 )得
田水

l下

“
一 L ` ” 一 ` . J 、 ` 、

t
。 ’ “ 、 ,

目
L

“

” 一 ” ’ 一 ’ J 、 ` ” t。 一 1 ’

队
“

’ ” , ’ J 、 止 上 U / ’叮

n 口 一 l

梦
. , 二

{ A B
,

n 全 t ,

} = p
, , :

(
、

\
,

n 了t 。 ,

H
,

了t n

)
i二 1 1= 1

二丽
, , 二
义A 义全t l…义全t 。 P

,。

一
X , n 一 l ( B

,

了
1 ,̀

)

由 ( 2
·

3 )

p t。 一 , ,

y ( B
,

了
1。

) = M t
。 一 : ,

y 〔义B a
( t

。 一 : ,

t
。

) 1

由 ( 2
·

3 ) ( 2
·

9 ) ( 2
·

1 0 )有

( 2
·

9 )

( 2
·

1 0 )

百
。 , :

( A B
,

n 全
t :
) = M

` , ,

{
a
( ,

i二 1

/
,

t : ,

……七
。 一 1 )义* 、 I t。 一 , ,

x t二一 , [ x 。 a ( t
。 一 , ,

t
。

) ]

又由过程的禺氏性得

M
` , :

I义^ B a ( ,
,

t 一
,

…七
。 一 1) a

( t
。 一 1 ,

t
n

) 1

= M
. , 二

[a (S沛, ,

… t
。 一 :

)`
人 人I t。 一 , , x t 。 一 : [ : B a

氏
一 , ,

七
n

) 1故有 ( 2
·

8 )

由于形如
,

、 、 二
七

_ _ . 、

飞八 。
,

八 “ 创 又”
,毛 , , ” ’ t 。 一 , ’ , ” 〔 创*;

`

全

之集全体形成
二 系

,

而且
N (。

,

` . ,

`二`
。

) 二 “

( N ( s
,

` : ,

… `
。 一 ,

)
·

N (`
。 一 , .

几)
)

( 此处用部号
,

若 lF
·

F Z为 F 的子 。 代数
,

以 “ (F 、
·

凡 )韶一切碍如 {人 H, A ` F : ,

B `玛 }

所产生的 ` 代数
。

) 因而利用众所周知的方法
,

可融对任意 D ( N (”
,

t !
,

…七
.

) 有

r
. , :

( I )
,

n 了
, ,

) = 人丁
, , :

〔x o a
(
s ,

t : ,

… t
。 一 ,

)
a
( t

。 一 , ,

t
。

) 1
i二 l

由于
a (。

,

t , .

… 七
。 一 :

)
a ( t

。 一 : ,

t
。

) 显然 N ( ,
,

t , ,

… t
。

) 可测
,

故

,
, , :

(
;

么
T
一

’ N “̀ ,

` 1 , ` · ’

`
·

,
今

a ( s
,

t l
,

… t
。

) =
a
(
g ,

t … t
。 一 ,

)
a (祝

一 : ,

t
。

) ( fl
.

H
.

日lrt 七
: ,

P
. , :

)
.

定理题完
。

.2 3
.

过程 又称为 x 的标准子过程
,

如果它是 x 的子过程
,

而且满足 :
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2
·

3 A 过程 又的基本事件空 简冗与 X的基本事件空简 夕有
一

关系

五 =夕 x l
,

I = [ 0
.

00 ) 7 ( ,
,

灵) = o,
,

(。 ( 夕
,

又〔 I )

2
·

3 B 了(。
.

凡) =
『

r o fl [ 0
.

斑)

2
·

3C 又
,

(。
,

孟) = x ,

(。 ) 当 t。了(。
.

风)

.2 3 D 风由一切形如
`

、 x 〔t
,

oo )的集祖成
,

其中A o M :
,

2
·

3 E 补是 五上的 叮 代数
,

它由集

{ A
. 『

r
:

}
x ( t

,

二 )
,

( A * M
, ,

t之 s )及 入x l A o M
,

所祖成
。

函数祖 {
a
(
s ,

t :
.

… t
。

) }又}任意 n
, s丛 t

,

返 t Z… 二 t
。 ,

。 ( n rJ
, t 。
有定义

,

且 a
(
s ,

t :
,

… t
。

)

一 N ( ,
,

t l ,

… t
。

)可测
,

0 二
。`
( ,

,

t l… t
n

)丛 ]
_

(11
.

H
.

n
.

T
I。 ,

P
, , :

)
,

而且满足
i二 I

a ( ,
,

t : ,

… … t
。

) = a 咬,
,

t , .

… t
。 一 ,

)
“ ( t

n 一 , ,

t
: ,

) ( 11
.

H
.

n T
. , ,

P
, , :

) 具U称为对 过 程 x 的
i二 !

几可乘泛两
。

定理 2
·

2 段 x 是禹氏过程
,

{ ,(t
s

,

t , , … t
。

)} 为 x 的几可乘泛两
, 下

,

五
,

又
, ,

丽罗
,

牙

如 .2 3 A 一 .2 31 弓抬出
,

要使 x 有标准子过程对应于几可乘泛两
“ s(

,

t l ,

… t
。

)的充分且必要

条件为 :

2
·

a3 : 如果在 补 上可以抬定一族侧 度 { 瓦
, : ; S ( I

, x o E } 使 当 对 任 意 A o M
· ,

p
. , :

(人 x
一

)[ 二 P
. , 二

(A )
,

而对任意 n
,

s二 t :

二…二 t
。 .

A l = { C
,

A : = { C
Z

,

叭
1

}
x ( t ,

.

ao )

x ( t
Z ,

, )

C一 ( M
,

C Z ( M
`

\
。
=
{ C

. ,

x ( t
。 ,

oo ) C
。〔 M

,

叽n

p
. , :

(A `… A
.

) = M
. , :
义。 1

… 义e 。 a
( s

,

t , ,

… t
u

) ( 2
·

1 1 )

如 “
·

“汉浦足
,

fRJ 又一 ( 瓦
,

叭 丽:
,

“ ,, 、 ) 即 x 的标准子过程
,

蔽明 : 必要性明显

` 分性
: 敲 “

·

”汉已满足
,

首先麟征 又 一 ( ,
,

叭 叫
,

P,,
x )是岛 氏 过 程

,

只须脸征 1
.

I F ’ , 没 “ “

暇lR] 人 = C x [ t
.

如

p
. , :

( A
,

又
。 。 r ) = p二

:

{ [ C
, x 。 ` r ] 又

)
,

其 中 C “ “ ,
:

,

于是对任意 s 《 “
, , ,

( u ,

oo ) }
= M 二 x x 。 x r ( xu ) 以 ( s

,

t
, 11 ) = M

, , x L汉 ( s
,

t ) x 。 z r ( x 。

)汉 ( t
. u ) ]

M 一 x [ `
e

以 ( “
·

t )M s ·
x ( 彭( `

, ,。 z r ( x ·

)
, 、丁; ) 1

= M
. , x [ z 。汉 ( s

,

t ) p ( t
, x , ; u ,

r ) ]

p
. , x

( A
,

X
。 。 f ) = 入[

. x
{ 义

`

以 ( 、
,

t ) p ( t
, 二 : , , ; .

r ) }
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由 ( 2
.

n ) 推出 : 对任意 M
.

可测面数 奋

又
: 右坷

t , … … ` 叭
。

= .M
· : 奋以 s(

.

t ,
,

……
。

)

从而得到

歹
. , :

( A
.

又
。 。 r ) = M

. , x [ z
^

奋 ( 七
,

又
: .
u

,

r ) ]

此式靓明 又满足 1
.

口
` ,

从而 玄是禹氏过程
,

显然又是X 的标准子过程
,

对应 几 可 乘泛

两以 (s
,

t
.

… …枯 )
。

2
.

4
,

定义 : 没X 为禺氏过程
,

如果存在 夕上的非负面数 奋( , )使 T
,
= {右̀ t}

,

则

称 不为样本递升过程
。
奋( 。 )称为过程运动的初始时刻

。

定理 2
.

3 毅
·

又为样本递升过程X 的样本递升子过程
,

言
,

言分 别 为 又与 X 初

始运动时划
,

{以 (s
,

.lt 二 t
。

)} 为对应于 .2 2口的两数
,

lRJ

2
.

4 A 以 ( s
,

七; = 以 ( ,
.

t )以 ( u
,
v ) ( s 二 t二 u 二又 ) ( n

.

H
.

T
t ,

F
. , x )

2
.

4 B
o

二以 ( ,
,

t ) 兰 i ( 11
.

H
.

T
: .

片
, x )

2
.

4 e 分`平
;

以 ( ,
,

七
。

) 一以 (
s , t )

,

( n
.

o
.

rlt
. ,

,
s , 、 )

`
’

” “ t
n

杏七叭
\ 口 , “ n / 一 叭 、 。 , L ’ 、 ` i

·

~
· ` , , ` s , x /

征明是显然的
。

由千这个引理
,

以 ( s, t ,
,

……
。

) 对这种子过程靓来
,

只填两个变量就 行 了
,

称粗 {以 ( s, t ) }为样本递升过程的可乘泛两
,

如果以 ( 氏七 ) 一 .N t可侧
,

对所有 以 T t ,

2
.

4 A一2
.

4C满足
,

而且潇足
_

,

一 il m
.

,
. 、 _ 一

, .

一
, n

2
.

4 D
; 占

丫立以 ( 日
,

七 ) = 1 对一切。 ( rrt
.

~ ’ `
一 t今 。 。 丫

、 、 一
, 一 , ` 刀 J

, ~ 、 ~ 一

定理 2
.

4 毅 X是样本递升过程 {以 ( s, t ) }为 X 的可乘泛两
,

期存在 X 的样本递

升子过程
,

浦 足 p
t , :

( 奋二t }M
,

) = 试 ( ,
,

t ) ( n
.

H
.

T
t ; p

.

Xlt )

征明 令

夕 == 夕 x x l = [ o
,

, ) 下(。
, 通) 二 。 ( 。 〔夕

, 孟( I )

右( 。
, 之) = m a x ( 奋

, 孟 ) ( 苗。习
, 孟。 I )

又 ( 。 , , ) = xt (。 )
一

( 了(。
, , )之 t )

暇
一 M :

`

袱其中 B了为 o[
, ` ] 上一切牢开区简所产生的 “ 代数

补为 夕上之 6 代数
,

由集

A x , ,

( A oM
·

)
,

{ A
,

T
l

} X B ( A ` M
’ ,

B ` B
了`之

” ) 所产生
。

用下面的方法构造梦
, x

固定 诚召
,

令

P ( t ) =

试 ( s
,

t )

。 二 t < m a x ( s
,

奋 )

m a x ( “ ,

奋 ) 二 t

显然 F
·

( , )对 t不降
,

非负
,

右 , 擅
,

从而存在 o[
,

oo ]上的概率测度 以冬汀
。 B乙) 使
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汉
;
。

,
t : · F g

( t )

当 “ T
, `之“ 以 l

。
, t l 一 以 ( “

,

` )
。

投 A 。砂
,

IRJ A ( M s x B 二
,

故

A 。 = {斑: ( 。 ,

又 ) ( A }
。 B急

容易征明
,

对一切 A ( 丽, ,

函数以戈= 以礼(刃是M s可测的
,

合 凡
, x
( A ) = M ,,x 汉氛

容易脆征又二 (又
. ,

全
,

冲
: ,

瓦
, x

) 是禺氏过程
,

而且潇足定理中的条件
。

马3 关于强焉氏过程

最后
,

对强禺氏过程定义作一适应于现在的情况的筒短注韶
。

;没不为庵氏过程
, :

在 夕 上的子集 刀:

上定义
,

称它为不依 辑于将来 与 s 过去

随机变量
,

如果满足

3
.

A夕: 。 M
, ,

当 。 ( . :
时

, r
( 。 )之 ,

, r
( 。 ) ( T 。 。

·

3
·

B刘
·

任意
。 ` ” 二 u 二 ,

,

{。 : r 丛 u , T t } ` M :
。

取 A ` M拿
,

如果 A “ M “ ,

A =C “ :
且 { A

, : ` ”
,

T t
}
` M :

,

( “兰“ 丛` ) 显然
,

M宕是“ :

上的 ` 代数
,

且 M :=C M s 。

x 称为可侧过程局氏过程
,

如果对任意t兰 s ,

集 T 〔s .

lt = U { u x T
u

T :

} 。B贯
x N兮

,

u 贬 [ 。
,
t ]

且
, ·

( ` )为可侧空固 t T r t , 、
]

,

B :
x N ; T [ s

.

t一到 ( E
,

B )上之映象可侧
,

强禺氏过程的定义
:

毅 x 一
(x

! ,

T
,

岭 几
, 、 ) 为可侧禺氏过程

,

满足条 件

3
.

C P ( s
, x ; t J ) 是 ( s

,
x

,

t ) 的 B
o
x B x B

o

可侧面数
。

( s之七
,
x o E

,

厂。 B )

” : D 若
r 为不依辑于将来与 “ 过去的随机变量

,

lHJ 对 任 意M :可渊 两数 ” (刃

之
r ,

r “ B 有 P 二 x
( x 。“ 厂 {M : )

一 ” ( r ,
x r , ”

,

厂 ) ( n
.

H
.

“ r ,

P 一 x
) “ lJ称 x 为强庵氏过程

。

对于〔 2 〕中关于强渴氏过程的二些桔果均可以作相应的推广
,

不过在推广过程

中需要克服一些技术上的新困难才能合适现在情况
,

特 别要征明 ` 2 〕中定理 5
.

1 中
,

不

但要适 当修改定理本身
,

而且与共相关的 〔 2 夕中引理 5
.

工
, 5

.

2都得适当改动
,

征明也稍

有不同
。

本文只打算就
.

带氏过程的定义作一点注韶
,

为了避觅冗长
,

就不累赘了
。

.
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