
一类拓扑可测空阎
`

邓 永 录

(数学力 学系)

为了任意相空尚的揭氏过程理流的需要
,

本文第一部分是在研究 了在 〔 l 〕
,

〔 2 〕中

所提出的几类较常用的拓扑可测空周 ( 下面分别称做 D塞固
、

D
!

空固和 D :
空固 ) 的基

础上提出 一

类新的和较上述几类牢简更为宽广的拓扑可测空固
,

得出 了新的一类空简的

几个重要性质和这几类空简的关系
。

在第二部分中我俩敲明了刘
一

于 .6 列紧的 l )
。

空 简柯

尔莫果洛失测度扩张定理成立
。

这和第一部分所靓明的 D
.

本尚的性质联合在一 起 就提

供了我俩在禺氏过程理流中应用 D
。

空周的前提
。

在以下豺确中恒以 E 表示任意相空简
,

c 表示 E 土的开集班
,

B 表示 E 的子集的 6 代

数
,

( E
.

C ) 表示拓扑空简
,

( E
,

C
,

B ) 表示拓扑可测空尚
。

为 了应用和理确的完整
,

有些粘果我们不加靓明地列出
,

它佣的征明可在〔 1 〕〔 2 〕

找到
。

定义 :1 子集系 G称做
二 一

系
,

如果从人
, , 二

、 2践 ;得出 A l
n 人

2以 ;
。

定义 2 : ( l ) ( E
,

C ) 中芍集合 A 称做
`

集
,

且 韶 “ ` z
,

如 果 存 在 有界篷披函

数 `’ ) f
,

使 A = {
x : f ( x ) = o

}
。

( 2 ) ( E
,

C ) 中的集合 B 称做 u 集
, _

巨韶 B o u
,

如果存在有界座擅函数 f ` ’ )
,

使

B =
{
二 : f ( 、 )丢。

}
。

下面列举
Z

集和
U

集的一些性质
。

命题 l :
Z

集和
u

集互为余集
, L,

集为开
, Z

集为阴
。

李 命题 2 :
Z

集为 (枯
, U

集为氏 若 ( E
,

C )为正规拓扑空 固
,

圳每一 阴 G d 为
Z

集
,

开 F 。为
U

集
。

命题 3 : 有限个
Z

集之并及可列个
2

集之交仍为
Z

集 ; 有限个
U

集之交及可列个
U

集之并仍为
u

集
。

卜
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。
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命翘 4 : 若 ( E
,

C ) 为完正规 ( 正规且每一阴集为 G舀 )
,

IRJ z 和 u 分别与阴集班 F

和开集班 c 重合
。

特别地
,

对于距离空固本命题成立
。

命跟 5 : 任意两不相交
2

集可用西数分离
。

下面引进几种拓扑可侧空简的定 义
。

定义 3 : ( E
,

C
,

B ) 称做 D室固
,

如果它满足下列两条件

3
·

I B 由开集系 c 的某一子系所产生
,

即 B = 6 ( B n C )
。

3
·

2 对侮一集合 A 〔 B n C
,

存在一有界可测速擅函数 f : 使 A = {
“ : f (

x

)

笋
0

}
。

定义 4 : ( E
,

C
,

B ) 称做 D ,
空简

,

如果它满足条件 B 二 B
E = 6 ( u ) = 《 z )

。

定义 {3 : ( 1弓
,

C
,

B ) 称做 2D 空简
,

如果它潇足 B = ` ( c ) 和 3
·

2

定义 6 : ( E
,

C
,

B ) 称做 D
。

空固
,

如果它浦足下列两条件

6
.

I B = 吓 ( C ,
) C ,三 e

。

6
.

2 对于任一集合 A “ C . ,

存在一有界可侧痪擅函数 f
,

使 A 二 {
x : f(

X

)笋
。

}
。

关于定义 6 的碑明 : 若以味 表公 所产生的
” 一

系 ( 即 G ` 包含 鸟 中集合的所有有

限交 )
,

dll B = 6 ( C : ) = 6 ( G ,
)

。

另一方面
,

由 命题 3 知对每一集合 B 以牙, ,

条件 6
.

2

恒满足
。

故不妨假敲
:

C ,
就是一

7r 一

系
。

今后我们就是这样假殷
。

D空踢的定义可在〔 1 〕找到
,

D ;
和从室简可在〔 2 〕找到

,

而 D
。

空简划是新提出的
、

下面拾出这些拓扑可侧空简的一些性盾及其相互关系
。

命跟 6 : 对于完正规空简 ( 特别地
,

对于距禽室简 ) 有。 ( c ) = 6( u )
,

此时 D ,
空

简
、

D Z
空简和 D空简三者之简没有区别

。

命跟 7 : B 。 = ` ( u ) = 口 ( z ) 是使一切痪痕面数可测的最小 。 代数
。

命题 8 : D Z
空简不泛完 jE 规拓扑空简且 B = a ( C ) ( = 汀 ( t ) ) )

` 2 )
。

〔征〕峥在 D Z中所有阴集都是
2
集

,

故均为G a 。

又由命题 5 知阴集可用两数分离
。

卜由命题 6 值接得到
。

命题 9 : D :
空尚是 D 空尚

,

也是 D ,
空简

。

命题 10 : D空简与 D
,

空简均是 D
。

空简
。

上述两命题的蔽明都是不足道的
。

命题 1:l D
。

空简类确比 D空简类广
,

即存在属于D
。

而不属于 D 的拓扑可侧空简
。

这

命跟可用下述例子表明
。

投 E 是数值技
,

开集班 c 是由所有开区固 (
a ,

b ;)
一 oo <

a

< b < 二
,

及 E 上 所

有无理数粗成的集合 J 为子基所确定
,

C :
表示所有区简 ( a 、

b ) 粗成的子集系
,

显然 C
J

任 c ,

且是一
二 一

系
。

再会 B = ` ( C ,
)

,

易见 ( E
,

C
,

B )是一 l,0空简
。

事实上
,

对每一区

开区周 (
a ,

b )
,

均存在有界可侧速植两数 f
. , 。 ,

使 ( a ,

b ) = {
X : f

. , 、
( !

) 产
。
}

,

( 1 )不失一
,
可、 。 引

,

因为若 。 为任。
, 函数

,

。 一
, :

{号断
为在取值于 〔 。 ,

, 〕的

有界莲欲函数
*

且 簇 x : g ( x )今
0

1 “ 百
x :

f ( x )今
0

1
。

( 2 )由此可见〔 8 〕中所定义的正规可测空简就是 D Z空简
。

闷
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_
, _

_
` _

.

玉一迪二些早些鱼二到- 若
、 。 (

: ,

b )

例如可 令 f
. , 。 = 叮 b一 a

, 一
、 一 , 一 `

( O 若
x 。 ( a ,

b )

这里 f
二 , 、
的速粳性与可测性是显然的

。

但 (
、

E
,

C
,
B ) 不是 D空固

,

因为这时 l o B 几C
,

但找不到一有界可测篷镇函数 f 使

l = {
X : r ( x) 产

。

}
。

事实上
,

若有这样的速擅函数 f 存在
,

即j对侮一有理数 .X 均有

f (x )r = 。 ,

现取一无理数 y
。

d
,

使 f ( yo ) = a
>

“ ,

由 f 之速植性 知 存 在 一 正 数 舀

>
。 ,

使每一属于 ( y 。一 ` ,

y 。 + 口 ) 的无理数 y 都有 f ( y ) > al
Z>

。 。

但我们一定 可 以

在这区简内取一有理数 X
。 ,

因 f ( xo ) =
。 ,

由 f 的澳藏性知又可找到一正数云
l
>

。

使对

任意实数
x ( ( x

。 一 口: ,
x

。
+ 云, ) 均有 f ( x ) <

a
/
2。

这样对侮 一 属于 ( y
。
一口

,

y
。
+ 舀 ) n

( x
。
一 口, , x 。

+ 舀,
) (必非空 )的无理数 y 又有 f ( y ) <

a
l
Z。

矛盾
。

故这样的 f 不可能存在
。

易见在上远甜确中把 I 换成任一开区简上的所有无理数时仍然合适
,

故可推知这时

有 B = a( u )
。

即 ( cI, C
,

B ) 是 D :
空简

。

另一方面
,

是 D空简而不是 D ,
空简的例子更易

举出
。

这样
,

我们又有下述命题
。

命邃 12 D ,
和 D这两空周类不相互包含

。

粽合命题 9一 1 3
,

可得下面的示意图

0D 二{名
】

0 D Z

二正规可、
,

命题 13 D。空固上任意 ( 口可加 )有限测度 召满足下远正 lRJ 性条件 :

对任意 K o B均有

“ 〔 K ) = i n f {“ ( G ): G只 K ,

G o B C }
二 S u p {“ ( F ) : F 二 K ,

F o B F } (
一

)

这里 B C表可侧开集班
,

B F表可侧阴集班
。

〔征 〕首先指出
,

上述正 lRJ 性条件等价于

对任意 K o B和正数
`

e > O
,

在在G o B C和 F o B F
,

使得G 刁 K卫 F且戒小 \ F ) < e

易以 I表示所有使 (勺成立的集合粗成的集系
,

现征H 刁 C : 。

对每一 A o C , ,

由条件 6
.

2 知存在一有界可测建植函 数 f 使 A 二 {
x : f ( 1 ) 笋 。

} =

即 A 可表为可列个可侧阴集之并
,

且 U ,
三 U Z

三
· ` ·

…三 U
。

三n
U

份U-
一一声

`

_ ~ 1
、

: 1 ( X少户万少

由 声 之 口可加性知 ll m 召 ( U
。

) = 产 ( A )
,

故可取一够大的正整数 N ,

使 户 ( A ) 一

群 ( U ,
) < e

。

这时 A o B C
,

U N o B F
,

A 只 U N ,

即 A及 U N 分别是我俩所要 求 的 可 侧 开 集和可渊

阴集
。

下征H是 一 ` 代数

1
“

显然若A o H 刻A 之余集 A
’ 。H

。

2
”

若 A , ,

A Z ,
· ·

~

二
K ,

… … ` H
,

事实上对任意 e > O
,

取M话 B F,

人 = U A
k

lllJ 人贬 H
。

N、 。 B C
,

M
`

任 A 、
生 N :

和召 ( N ` 一 M
、

) < 8 14气 这
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里K = l
,

2
, · · “ 二

。

令M
,

= U M
k

N = U N
k ,

fllj M
.

三 A三 N
,
产 ( N

K二 1

M
·

)
健

,

暴= e / 3
。

显然 N ( B C
,

由 声 之 叮可加性知存在正整数 N
。 ,

使 声 ( M一 U M
、

) < e2 / 3
,

合 M =

LJ M
, , 即1M o B F 且 N 卫 A三 M

。

这时有 群 ( N 一 M ) = 召 ( N 一 M
奋 ) + 产 ( M一 M ) < e

。

K二 1

我们征明了H是 一汀 代数
,

因为 H二 C ,故 H只 ` ( C , )
。

征完
。

二 命葱 :l4 : D
。

空简有下远三个重要性盾

( i) 若D
O

空简 ( E
.

C
.

B )上一数值两数系 H是
一 L 系

,

且 H 包含 E 上所有非负有界可侧

速粳函数
,

lHJ 它包含所有属于 L 的可测函数 `” 。

( 3 )关于 L系及 L的定义可参看〔1〕
。

但我们敲为 L的定 义应改为 : 数值函数叙 L ,
则它的正部扣和

食部宁
一

也属于 L
。

( ii ): :
。 1, … …

, 。 n ,

……是 (。
,

M )到 ( E
,

c
,

。 )的可 ifflJ 。央象
,

(1 :
,

色
,

B )是 D
O

寨简
。

若
“ 。

( 。 )
一 ) a

( 。 )对任意。 贬夕
,

具U映象
〔̀
也可测

。

( iii )段 R一一道栈
_

上的区固
,

( 夕
,

M )一一任一可侧空周
,

( E
,

C
,

B )是 D
〔 ,

空简
。

又没

由乘积空简 R x 习到 E之映象中满足条件
。

a )对任意固定的 Y o R
, 中是 (夕

,

M )到 ( E
,

B )的可测映象
。

b) 对任意 固定的“ 夕
,

中是 R到 ( E
,

C )的右遵擅映象
。

则中是 ( R x 夕 B
R x M )到 ( E

,

B )的可测映象
。

上面三个性质的靓明几乎完全和双。 nK 朋〔1〕 侍中引理 1
.

8
,

1
.

9 , 1
.

10一样
。

事实上
,

那里用到的关于可侧开集的性盾都为 C l的集所具有
。

我俩着重指出 : 这三个性质在 及H KR HR 的 l[] 及他以后的耕义中粗常用到
。

正是因为

D
。

本简具有这三个性盾
,

我俩才可能在禺氏过程理箫中柔用0D 空简这一较宽的假毅
。

命题 15 : 有限多个 D
。

空简的乘积空简仍是 D
。

空简

〔靓: 〕毅 ( E
k ,

C
, ,

B
、

) k = l
,

.2
· ·

…
,
n 均是 D。

空简
,

即 B
`
= a( C丈)

,
一

这里叹三 kC 且不妨

敲 仪 是
二 系

。

对每一 A
、 。 叹 存在 ( E

k ,

C
` ,

B
k

)上之有界可侧座擅面数 f
、 ,

使 A
k 二 {

x k :

f
k

( x k

)产 0 }
。

若 E = E : x l弓: x … x l弓
。 ,

刀 = C , x C : x … x C
。 ,

B = B
, x B : x … x B

。 ,

这

些式子有通常的
“
值积

” 的意义
。

现征 l( 弓
,

C
,

H )是一 D O

空 固
。

为此我俩要找出 C = n C
、

k二 l

中一子系 C
’ ,

使有 B = U H
k = 或 C ’

)和刘每一人。 C
’

存在一 ( E
,

C
,

B ) 上的有界可侧速攘函
k = 1

数 r 使 A = {
x : f ( x )笋。 }

。

现取所有形如 A : x A Z x … x 入
。 ,

A
` ( c

,

或 A
、 一 E

` ,

k = 1 ,

2
.

…

n 的集合作 C , 。

显然 cl 三 c且 cl 是一
二系

,

今渺 (。 ) 二 B = 直B
、 。

事实上
,

按乘积本简定
k = 1

义 n B
`

是由所有可测矩形n D k D k o B
k

所粗成的
二系 F产生的 6 代数

,

显然 B习 a( C
’

)故只 镇征
k =产 k二 习

( 3 )定义可参看 ( 1〕 C T P
.

粉
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明相反的包含关系
。

因这又相当于要靓试 C
’

)卫 F
。

由于每一 D = D , x D :
.x 二 x D

。

( F都可

写成 ( D l x E : x … x E
。

) n ( I弓
, x D : x l弓: x … x l弓

。

) n …… 日 ( l弓, x E : x … x l弓
。 一 : x D

。

)
。

显

然 上面侮一因子属于 成 C
’
)

,

所以它们的有限交 B 亦属于成 C ’
)

。

由 此 6 ( C ’
)卫 F

,

因为

。 ( C
’
)是一 a代数

,

所以 a ( C
’
)卫 a ( F ) 二 B

。

最 z云
,

对每一人 = n A
k ,

若人
、
= {

x 、
: f

k

(
x :

)产 o }
,

命 f ( x , ,

…
, x 。

) 二 f ! ( x :
)

·
f Z
(

x Z
)…几(

x 。

) 即JA 二 { (
x : ,

…
, x 。

) : f (
x : ,

…
, x 。

)产。 }
。

征完
。

二

在这一部分我们就 D
` 、

空尚来熟明柯尔莫果洛夫无穷乘积侧变扩张定斌 在一般概率

谕教程中很多作者都是只就具有常用拓扑的数两袋来叙述和征明这定理
,

对于任意的概

率空固
,

\ n( 1e1’ se n 和 ,e] 。砌 n
首 先在 ()I 片年计斗州可氏定理不成立的例子

,

但也有不少作者

专四致力于研究把这定理推广到更广泛一类的概率空固
,

例如 K-oq M
or ol) o B

和 rn
e卿KH 。

就

此提出过完美测度的概念
,

后来M ar 。 。 w ilc [
’

月和 R川l
一

N ar d 、 w 叭沙】相继封湍了紧测变和

拟紧 ,flltJ 变
,

他们分别融明了对于这两类侧度柯氏定理成立
。

关于这些概念和方法 ca a3 n加

在 5[] 中和 D
.

入
.

1丈aP Pos 在 ([,] 中作了整理或发展 ( 顺便指出
,

在 t5] 中定义的 完 美 测 度 和
.

拟紧侧度是等价的 )
。

此外
,

lB ac k w el l在〔 丁〕中征明了对于所韶 卫y 3 。。
空简柯氏定理成

立
。

在及曰BK 朋的〔 1 ) 中也抬 出了一枚普遍形式的柯氏定理
,

但没有靓明
。

我们在这里利

用完美测度这一概念靓明对于 。 列紧的oD空周柯氏定理成立
,

但是我们也可以在把条件

稍为加强一点后利用命题 13 和 1 5按通常的方法来靓明
。

只不过前一方法较为筒单
。

我们首先抬出完美测度的定义

定义 7 : 可测空简 ( E
、

B ) 上的测度 群 称做完美的
,

找到一道换上的 B o er l 集 B
,

使 B弓 f( E )
,

且 叹 f
一 ’
( B ) ) 二

如果对侮一 B 一

可测函数

不̀ ( I弓)
。

命题 16 : 。 列紧 oD 空尚上任意有限侧度是完美测度
。

〔靓〕敲 ( IC
,

C
,

} ; ) 是 D
O

空固
,

且 E =
n ,

这里 K
。

是列紧集
,

不妨没 K
。

个
。

f 能

没 产K
coUI

是 ( E
,

B ) 上任意有限侧度
。

现要靓 召 是完美的
,

为此只须对任一 H
一

可测两数 f 和任意

“ >
。 ,

可以找到一值技上的阴集 F 使有 F c f ( E ) 和 群 f(
一 ’

( F ) ) > 户 ( I它 ) 一 丢 ,

因为这时我佣 对任一串 ￡
。

杏O
,

能找出相应的一串数值楼上的单稠
_

E升的阴集 F
。 ,

使对

每一 n 有 产 ( f
一 ’

( F
。

)) > 召 ( l刃
一 。

。 ,

显然 F
。
二 u F

。

是数直筏 L一 Hor el 集且城 f
一 ’ ( F

。

) )

= .l( 1勺
。

又由 # 之完蚕可加性知存在一正整数N
,

使八气 K N
) > 。 ( E ) 一 ￡ /

2 。

不失一般性可没

0

《 f < l
。

若对 f

技到值裁的巡掀映象

现投。` f < 1 ,

令

f 是有界的
。

事实上
,

对任意 B
一

可测 i匆数 g
,

可合 f 二

能找到一值搓土的
: `

月集 厂 使 刀 ( 士
一 ’ ( F ) ) > 粼 ( E ) 一 ￡

] + 只

,

lHJ 对从值

y 二

月资阴集 ; 的原象仍 为阴集 lF
,

且城 g
一 ,

( F
,

) )> 城 I勺
一 。 。

1 月 团 J
,
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k
几 ( x ) 二币不

当

专
、 l’( x ) < ( k + ] )

这里 K = 0 , 1
, · ·

” “ …
, n 一 1

。

由命题 13 知存在一可侧朋集 H
。 ,

使 t/ ( H
。

) < 声 ( E ) 一 ￡ /
2。 + ,
且 几刹 I

。 _

上速攘
。

~ ~
,

~
, ,、

一
。 。

~
。 。
厂 k k + 1

母头上
,

件一干厂团 匕 l印 L下
, 一

石
- 失于 f 的反象均可测

,

且互不相交
。

其井为 E
。

对侮

, 一 l r厂 k k + 1 \ 、

一
’
以万

,

一万- 月
由命恶 13 知存在一可测阴 H

。

三 f 一 ’〔〔夸
,

毕 )〕
,

且 , :

{
f
一 ’

〔〔含

竺哪
一 ,

(的 < 一票万
,

显 然 H :互不相交且 fn于每一 H :上取常数值粤故城
一

H[J :
n , 2 )

.

、 一` n 乙
一

” ’ u k

即为所求
。

又由 f 之有界性知几一致收徽于 f
。

因每一 fu在H
。

上速藏
,

故 f 在 H =

O C

fl H
二

.
十 1

上逛藏
。

由对 H
。

的假投知产 ( H ) > 产 〔 E ) 一 “ /
2 。 所以对任意可侧集 A , H n场

,

必有
声 ( A ) > 产 ( E ) 一 “ 。

因为列紧集的速披象也列紧
,

故 f ( K
N
n H ) 在数值挑上是列紧

集
,

因而是阴的
。

而 f
一 ’

( f ( K
N
fl H ) ) 刁K

、
n H

,

故令 F = f ( K N
fl H ) 即为我们所要求的

阴集
。

靓完
。

由〔 5 〕之定理 6 ( 或 〔 6 〕
,

K aP
.

7 ) 知当每一坐标空简均是` 列紧的 oD 空周时柯尔

莫果洛夫无穷乘积渊度扩张定理成立
,

即有

命是即 :7 “ T 为任意
考
合

,

; 为 ’ “ 任一子秦 ” 每一 ` 〔
认 ( 玖

, “ : ,

玖 , 是 · 列

紧 ( 即玖能表为可数多个列紧集之并 ’ oD空阮 合邵 一

几李
“ ’ 中的元数以 尹表示

,

N ;

表示空简 E T中由所有形如 { 甲 : 尹( t ) ( 乙 } ( 这里 七。 T rt ( B
:

) 的集合产生的 ` 代数
。

又毅对侮一
n =

r
。

) } ( r
`贬B , , ,

l) 对称性

l
,

2
,
二二…和七, ,

……
,

` 。
了抬出了满足下述条件的两数族 {叭

,

… ( r
,…

,

i = 1
, · ”
二 ) :

对于数列 1, 2
,

… …
, n 的任一种排列 i(

, , · ·

… 、 i
·

) 有教
, : … lt .( ir

: ,

…

厂 i
。

) = 中 t ,… t。 ( 厂
:…几 )

2 )中 t ,… t。

( 厂
, ,

下一个变元的测度
。

……
。

) 对每一变元为渊度
,

即固定任意
n
一 1个变元后是关于余

3 )相容性 : 即 中 t ,
一 t~ lt

。

( r , ,

……
,

几
一 1 ,

E ) 二如
: · ·

一
:
( r : ,

… …
,

r
。
一 )

,

且中

( E ) 二 i 对所有 t贬 T

这时存在 口代数 N了上的概率侧度 P
,

使对任意 t 。
, · ·

…
, t砖 了 和 n o B t . ,

i 二 l
,

… …

n

有

p { 尹 ( t ;

) “ r
: ,

i = l
,

…
,
n } = 巾 , ; … , 。 ( r , ,

…
, r

。

)
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