
叫

辛 方 阵 的 辛 相 似
`划

华 罗 庚

在复数域 网
,

大家知有因个主耍类型的速糟单群
:

射影群
,

奇雄或偶推的正交群及
一

偶推的辛群
。

射影群下的相似周题兑于任何的矩障谕教科书上
。

正交群下的相似筒题已

为 H i lt 以 l r “ ) 所解决
。

本文的目的在于解决辛群下辛方障的相似周题
。

用几 何尤 藉 来

爵
,

似下的桔果寻求使基本袋丛不变的条件下求出辛变换的标准型来
,

所用的方法也可以拾出比 i4I lot n 更筒单的关于正交群的敲明来
。

以下的桔果似乎值得
.

在引言中一提
:

任一辛变换是两个辛对合的乘积
。

在酉辛群下
,

任一酉辛万障可以化为对角麟型
。

在实域上
:

我俩还有一些桔果
。

号 !
.

辛 相

假定我们的域是代数封朋的
。

命

( l )
F _ f o

\ 一 1

狄儿 I 及 O各表
n
行列的单位及 0 方障

。

如果一方障 A 适合于

( 2 )
、

A F A
,

二 E
,

则 A 称为辛方障
。

这 儿 A, 代表 A的搏置
。

求 ( 2 )式的逆
,

立刻 可知 A, 也是辛方障
。

命 A
,

B 是二辛方障
,

如果有一辛方障 T 使

( 3 ) T A T 一 , = B ,’

剧 A
,

B 称为辛相似
。

定理 1
.

二辛方障辛相似的必要且充分条件是它们的特征方障有相同的初等因子
。

蔽
:

如果 A
,

B 辛相似
,

显然它们的特征方障有相同的初等因子
。

反之
,

假定 A
,

B

有初等因子
,

lllj 有一满秩方障 P ( 不一定是辛方障 ) 使
’

P A p 一
]
= B

。

( 扮 这是 194 5年的旧稿
,

整理出来就王于中山大率澎同志
。

( 2 ) M e 。 :
.

o f M a th
, ·

牛1 ( 1 9 一2 )
,

14 6 一 1 5毛
.

或参酌 T u r u b u l卜A i t k e n
,

A
n I n t r o d u e ti o n t o 比e

t h e o r y o t C a n o n主e o l M a t r i产e g
,

P
,

16 0
.
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由于 A 与 B是辛方障
,

中 山 大 攀

因此

P A P 一 I F P
, 一 IA

,
P

,
二 B F B

I

二 F
,

鬓 报 9 6 2 年

宫p

( 魂) Q A二 A Q
,

此处

( 5 ) Q = 一 F P
,

F P
.

因此

( 6 ) P
I
F P == FQ 二Q

,
F

.

命 Q二 R气这几 R是 Q的多顶式 f( Q ) ( 习知其存在 )
。

命

T = P R一 1 ,

员吐由 ( 6 )可知
,

( 7 ) P
I
F P == F即 ~ F R

·

R二 F f ( Q )R = f ( Q
.

)F R= 即 F R
,

因此 T 是辛方障
。

又由 ( 4) 可知

( 8 ) TAT
一 , = P R一 , A RP

一 ,二 P A P一 , = B
.

定理弧毕
。

这个言正法可以用到正交群上
,

却可以靓明以下的习知的

定理 1`
· “ ’

二正交方阵 A, B 正交相似的必耍且充分考件是它刊的特征方障有相同

的初等因子
。

征
:

我俩有浦秩的 P使 P A p一 , 一 B
。

由于正交性 p P, A~ A P.P
。

命 R是 P, P 的多

硕式
,

而且 即 = P, P
。

则正交方障 T二 P -R
’
把 A变为 B

。

愁 2
.

分 解

定义
.

( 9 )

这 几

( 1 0 )

一个辛方障 A称为可分解
,

如果存在一个辛方障 P 使

~ _ , `
_ , “ 声 、

F
`
八 F = !

_

I U < r < n 。

·

、
下 占

J

。玉
犷 ’

0
“ 鑫

” 一 , ’ )
,

月 {
乃 , (

、

0

, 古 l
占二 l

乃
” ~ , )

丫 {
r , o

0 妈
, 一们 占护

-

( I ) T u r n七u ll一 A i tk e n .

上兄
,

16 0真
。
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而

辛 方 障 的 辛 粗 似 8

、住,Z台山2声622以了、、.,z1二,人声古仪丫

各为 2r 行列
、

2( n 一 r ) 行列的辛方障
。

或称为 A 可分解为以上二支量的道和
。

、

不能分解的方牌是指木存在这样 P 的方障
。

农

定理 2
·

命 a ,一 “ 尸
, “ : 一 “ 吞

’ 一们 。

假定 “ , 与 a 尹无公共特征根
,

及B “ 是

辛方障
。

井

“ 1 0

0 a Z
与 B

的特征方障有相同的初等因子
,

则 B 是可分解的
。

征
:

有满秩的 P 使

( 1 1)

, 仪 1

p l
0 、 _

_

_

】F 一 ’
= ”

.

优忍 ,

由于 B F B, 二 F

、 0

我们有

0 ) P
一 ,

FP
’ 一 ,

肠只
了 屯

`
呈
; )

P
`
一 F

’

以0产̀、
、

ù

P

( 1 2 )
a 1 0

一

、Q一 Q

0 详 , 了

“ 呈
一 1

0

0

“ 安
一工

Q == P一 I F P
, 一 :

由于 a : , “ 蕊工 无公共特征根
,

故

、 、.万了

.山

0q,
`

q0
( 13 )

r 是偶数
。

可以有一方障

0几o凡

狄 几 q ,
与 q :

都是斜对称
。

因此
,

, r
,

R二 【
\ 0

使 Q ` R F o R
, ,

这儿

z
F

、

F
。
= t 一

、 0

而 FJ
,

几 各是 r 行列及 m 一 r 行列的 F 方障
。

R一 lP
一 1 = T 把 F 变为 F。 ,

郎

( 1 4 ) T F T , , OF
.

又我们有

( 1 5 )

变换行列郎得所靓
。

T B T一 1
一 R一

(屯
`

乙
,

)
R

·

附犯
:

这靓明对任何域都行
。
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号 3
.

辛方障的初等因子

定理3
.

辛方障的特征多项式是自返多项式
。

征
:

命 T表一辛方障
。

由于

(16 ) (T` 入 I )F T
,
二 F ( I一 入T

,

)

郎 T一入工 与 T一

牛
I相抵

,

郎得定理
。

八
’

系
,

一方障特征根 +
,
l 或一 1的重数都是偶的

。

拉可由定理 3 及辛方障的行列式常等于 1 推出之
。

由定理 2 可知任一辛方障可以分解成为以以下辛方障为支量的和
:

( i )
T (

。 ,

1

\ 比
( “ 笋士 l )

,

廷儿 T 是仅有 “ , 一 I
一

为特征根的辛方障
;

“

( 11) T ( l )

及

( 111) T (一 ! )
.

后二者仅公 十 1或 一 l 为其特征根的辛方障
。

( ii) 及 ( iii )称为抛物支量
。

由定理 “ ,

我们可” 完整地作为支量 (T “ ,

奋
) `

由于

( 17 )
J犷

1

、 , _ ,、 , ) _

了
一 `
一

“ “
一

\

以 0

l 以

一 O

… 0
. .

… …
,

二
`

…
0 0 … “

{
是辛方障

,

并以

( 18 )

为其初等因子
,

( 入 一 “ )
r ,

因此由定理 3 推得

(入 一
’ 一 、

r

\ `沁 /

定理 `
·

支量 T ( 。
, 一

二
一 ) 是形如 ( 17 )的辛方障的二和

。

若 4
.

抛物支量的初等因子

今考虑 T ( l )
。

写 T = T ( 1 )
。

命
.

( 1 9 ) K = ( I一 T ) ( I + T ) 一 ` ,

则

( 2 0 ) T二 ( I一 K ) ( I + K ) 一 L
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辛 方 障 的 辛 相 似

及

(2 1)K F + FK
,
= O

宜p K F 是对称方障
。

由 T u’r n b u l l一 A i`k e n

导
, ,

有一辛方障 r 使

r K F r 尹

变为以下方障的道和
:

J占
, ’

及
对 P 偶

,

J

扩
“ ’

)
,

对
4
: 奇

,

0儿
百é

这 JL

O

、、、..护
`

奋产/

( 2 2 )

0000

0 … 0 0

了了̀...̀龟、
、

一一
百U

·

(, 由于 K F一 入 F 的行列式的根都是 0 ) 因此得
定理 5

.

一个抛物支量 T ( l )可以分解成为有以下二妇肋等因子的方障的值和
:

( 入一 l )
, ,

( 入一 l )
“ , ( 入一

,
J

:

O 、

\ O J至
一 1 /

对偶数 p

) 。
,

对奇数 q
。

J l = J l
q ’ ,

i()ii()(23
及

.

而

就有初等因子
,

( 入一 1 )a
,

(入一 1 )q 及

( 2 4 )
S J至

一 1

J主
一 1

,

S = S ` , z “ ’ = 〔1 , 0
,

…
。
0〕

,

J : = J生
, 1 2 ,

lJo厂了
.

、̀、

就有初等因子 (入一 1 )
p 。

一

对 T ( 一 l) 有同样的桔果
。

故获得以下的桔韵

定理 6
.

任一辛方障一定辛相似于以下形式的辛方阵的值和
:

、

I 一 百(州
。

U口 — 甘 详 ,

aJ0
( I )

( “ 铃士 l ; 当 “ 并士 1时
, r 是奇数 )

。

S J红
1

(五 )
J封

1

几0

( 1 ) 已晃
,

P
.

1 38 一 1 3 9
。



6 中 山 大 龚 1 9 6 2 年

每一支量不能再分解
。

相似的方法可似推出 Ht iln o的桔果来
。

虽 5
.

方障的平方根

在定理 1 的敲 明中
, “

一个方障的开方根
”

是一重耍工具
。

当然我侧可以在一般的

短障渝上找到的
。

如果用以下怕勺降秩方障求方根法
,

因而 可以避免所征引的 T ur bn ull 一

A i t k e 。 ` , , 。

引理 1
.

·

一个仅有 0 为特征根的方障有平方根的必要且充分条件是其初等因子配对

为
x 饥 , x , ,

或为
.

x 饥 , x 仇一 1 .

这引理可从以下的事实推得
:

命

0 0 0

1 0 0

L = L ( 七 ) = { 0 1 0 二

0 O

0 0

0 O

二
, . . . . . . . . .

……
0 0 0 一 1 0

则 L Z
相似于

L 〔逊(t + 1 )〕
,

L〔毛t 〕

的直和
,

而 〔钓 表 专的整数部分
。

我们不群翩处理这一袋索
。

实域中情况有所不同
。

以下的引理变为进一步研究所不可缺少的工具
。

引理 2
.

任一无 0 根及复特征根的实方障有实的平方根
。

祛弓!理的征明晃作者早年著作
“ )

。

由引理 2 及与定理 1的扯法相同易于推 出以下的习知的桔果
:

“
二四方障 ( 或实正交 ) 方障酉相似 ( 或实正交相似 ) 的必要 且充分条件是它们有相

同的初等因子
。

又

定理 7
.

任一酉辛方阵一定 酉辛相似于对角袋方障

〔
e

,

“ 1 ,

一
e “ , , e一 , 1 ,

一
e “ ’ ·

靓
:

仅需征明
:

二酉辛方障 A, B酉辛相似的必要且充分条件是它护时目似
。

我们有一酉方障 U使

( l ) H“ a, O n th e th e o r y o f a u t o m o r Ph 王e fu n e tio n s 0 1 a m a tr ix v a r i a b le 11
,

怪6
,

A m e r
.

J o u r
.

o f

M a t h
.

6 6 ( 1 94 4 )
,

5 3 1一 56 3
.
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’

相 似 7
了如

一
_

_ _ _ _

_ _
_

一一
-

一 一
. .

一

一一
.

一

一
~ ~

-
一

一 ~ ~` ` “ ` 山 .` .`

(25 )
`

U AU一 1 = B
.

由辛障性厦
,

得
·

( 2 6 ) A P 一 P A
, 、 ,

这儿 p二 一 U 一 I F U
, 一
IF

.

故
,

( 2 7 )
·

U 一 , F U
, 一 i == P F = F P , .

用作者另一桔果 ( ’ )稍 加变化
,

可知有一酉方障 Q使

( 2 5 ) Q ,一 P
,

AQ = Q A
,

勺F 二 F Q
, .

一

于是

U 一 `F U
,一 ’ == Q , F = Q F (之

, ,

迫p UQ 是酉辛方障
。

又

( 2 9 ) TAT
一工= U Q A Q一 I U 一 1 二二 B

. 1

号6
.

实 相 似

在实域中情况较稍复杂
。

因为一个方障 Q 的平方根 f( Q ) 不一定有实系数
.

又辛方障
.

/ 1 1 、 , l 一 1

\ 0 1 / ’ 、 〔) 1 ,

在实数范圃内不能辛相似
,

这一事实税明了实域 中辛相似的复杂性
。

由 号 2 的桔果魏明
,

我佣只耍研究不可分解的支量就够了
。

今假定 A 是不可分解
,

是实的
,

是辛方障
。

而且辛方障 B 与 A 实相似 (注意
,

不一定辛相似
。

) 郎有一实方障 p

使

P A P一 i = B
。

仍如 号 l
,

我们有

Q A二 A Q
,

执 JL

Q 二一FP
, F P

.

如果 Q的特征根中没有具的
,

lRJ 定理 1 的敲明中的 R 是实的 ( 由引理 2 保征它的 存 在

性 )
,

郎 A 与 B 实辛相似
。

如果 Q的特征根全是负的
,

剧有一实 R 使 即二 一 .Q

命

_ _ _
_

/
工 O

、

T一 p尺一
,

( o 一 x )

由于

P
,
F P = 一 R

,
F R

( l ) 卜lt r a
,

O n 比 e

J o u r
.

o f M a t h
.

66 (

。h e o

f,y
。 , 。 u ,。 m。印。 ,。 。 . n c t ,。 n , 。 ,

“
:

m 。 , r , x 、 。 r ,。 b r。 ,
,

。6 引理
。

Am 。 ;

19 4 4 )
.

4 7C一4 88
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及

0-- 1IO
F

o扛 1O

可是 T是 (实 )辛方障
。

故

o-- I
O

产

了
.龟、

一
R ( :弓0 ) T

一
B T =

不 10

\ O一 I
R P一 IB P

,
1 0

、 、

( o _ I ) A 戈
O

O
一

I

现生考虑
:

Q 既有非 摘根又有负根的情况 ( 注意
,

无 0 根 )
。

由于 Q F 是斜对称
,

故有辛方障 T 使

r 0 0 t 1 o 、

*Q F 一 T
·

。 F
·

T, 一 ( 。 。 O 七2

}
\
一` 0 0 0 /

,

O 一 t今 0 0

拉 几 七,
的特征根非负

,

而 七: 的特征根全负
。

今命

A
*
= T A T 一 i ,

P
*
= T P T一 J ,

而相应地定义 Q气 则 ( 4 ) 变为

A
*

Q
*
= Q

*
A

* ,

良p

、、龟.J..户/

O饥O也玩O氏OO助O伪街0clo
汀户了...龟、、

、

一一
.

A

这是可分解的

定理 8
.

故得

假定 A 不可分解
。

如果 A, B是二实相似的辛方障
,

IRJ B 或实辛相似于 A

或实辛相似于

O

0
一

、 2
1 0

、

_ i ) A ( o _ I )
·

芬7
.

构造出所有的实的不可分解的辛方障

由于复根成对出现
,

故不可分解的支量共有五种初等因子
:

(j )
(卜

“ )`
,

犷
x 一 1

、 详

“ 是实数 > 1
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( 11 )

辛 方 障 的 若乡
乡 相 位

( x一 。 )
·

小啥 )百( x一万 )
, ,

(卜勺 {
“

( 111)

( i v )

“ = P沙 夕是复数
, P > l

,

0 < 0 < 了 ,

( x 一 e `口)
` ,

( x 一 -e
`夕)

下 ,

O < 口< 下 ,

( x 土 l尹
.

,

(
x 士 l )

r , r
奇数

;

及

〔v ) ( x 土 l )?
,
、

.

以下的方障是各必
几

( i )
,

( 11)
,

( 111)
,

( i v )
,

(
v
) 为初等因子的实辛方障

:

犯
于

( i )

( 11)

O

J犷 1

O

) 对实 “ > 1
。

二井

一C
,

a
` ..夕
“、.
r

IJ一t下J
一̀、

了

了、
、夕̀.飞、

廷 JL “ 二 P巴夕
,

P > 1
,

0 < 夕< 下
,

P 件 0

P 拼

0

O

P 件

C O S O
、八

s i n 口

一 S i n 夕 C O S 口

了.,性、、

一一件

、恤.、r..矛了
夕奋了了,.̀龟、、

一一
一让

a

rJ

丫尸` 一
(

( iii ) 需分为两个情况来甜输
:

对偶 r
,

有

,

、、、.口/S J

( 111, )

产~ 1

(夕 )

I~ 叉

刃口

,J

q , q ,

,

J

6)一一

l
夕

rJ

这 儿

“ = e 乞夕
,

S二 [ l
,

0
, … ,

0 〕;

又对奇 r
,

有

;l

…
l|
l

/
C O S 口

U ,

S i n 夕

O

一 s i n 夕 u J
I ~ 1

(夕 )

S J

( 111, )
一 S i n 口

0

J`犷
` ’

吸口 少

0

;万{
CO S O

}
又

这 JL u
表示矢量 ( l

,
0

,

c o s 夕 u “
:百:

“
:丈

(

“ 、

J * i

0 ) ,

0

( i
v )

J ;里
’ )
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ù
习ō习I

J留」S上
1

0

( v )S = 「l
,

0

应用定理 8 的桔果了我俩还有三种新类型

( 1j i」)
G

e o S O ( ) 一 5 1一1 乡

J (口 )

5 11 1

一 S J

( 111
2

)
。

。 u J )二
`

产一 1

( 夕 )

s i rz 夕 〔j C O S 夕 e o s 夕 u J
I 一 J

仁夕 J

0 ( J J
产一 1

〔夕 )

( v )
e

一 S J二丁`

J二犷1

下.J
士
;
万口可

厂

1
.、

定理 9
.

每一实辛方障一定实辛等价于一道和
,

(i v )
,

( v )
,

( 11正; )
O ,

( 111
:

)
o

及 ( v )
0

.

九种之一
。

附纪
:

考虑有理数域
。

我俩可以分解为支量
’

f
,

特征根异于出 1 。

命

T二 ( I
一

卜K )一
`

( I一代) (或二

由 T u r ,一b u l l一 A i t k e n ,

p
.

1 4 0 可以求 出 K F 的标准型
。

其支量是 ( i )
,

( , 1 )
,

( i , i ;

)
,

( 11]
,

)
,

T ( l) 及 T ( 一 l) 的道
.

和
,

其中 T 的

( I一 K )
一 , ( I + K ) )

.

因而有理域上辛方障的标准型
。

虽8
.

辛 对 合

定义 如果辛方障 T适合于 T空二 生 I
,

l1R 称为辛对合
。

取上号的称为第一类 对 合
,

取下号的称为第二类对合
。

由 T Z二 十 I 及 一 I 显然可推得 T F 是斜对称或对称
。

定理 10
.

任一第一类辛对合一定辛相似于

H O

H二 汇1
, ·

… l
,

一 1
,

…
,

一 1〕;

、

O H

任一第二类辛对合一定辛相似于

(j l

、矛
产

0
下人

一



讹
1

期 价 灯 付
、

的 价 川 似 11

证
:

现在只研究第二类辛对合
,

第一类可
.

以相仿地处理
。

考虑方障对

( T F
,

F )

前者对称后者斜对称
。

T F一 入F 的初等因子
,

就是 ,-r 一入工`的初等因子
。

由于
’

f , = 一 I
,

所必初等因子是单的
,

而且特征根是 生 i 。

由定理 3
、 `

色摺有同样的重数
。

由于

I ()
、

( ) I

( 3 1) ! 一 入 (
( ) 1

` 、

一 1 日

就是有这样的初等因子的
,

因此得出定理
。

茶9
.

把辛方障表为对合的乘积

定理 1 1
.

每一辛方障一定是两个第二类辛
·

对合的乘积
。

韶
:

只须靓 明以下的两个特例郎足

J
。

1 ) }T

f〕

、

J犷
’

命

IJ0幻下
U

一

显然 P 是第二类辛对合
。

又由 J
、
J二 J J压可知

0 J
o
J

= 一 l,
一 J犷

’
J O

S= 〔 l
,

0
,

一
、

0 」
.

了JO
沪
才.守̀
、

一一

`T p )
,一

(

郎 T P 也是第二类辛对合
。

2) 现在考虑

T = T , , 。

这是以下两个第二类辛对合的乘积
:

i S

一 i M一 1

M0
夕了.、、

一一P

及
i (M J , )

,
( )

P
:

0 一 i (八飞J l )一 1
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这 JL
、 _ ( m` , )

,

m `。一

}
1 一 l

(一 l y
一 I

若 i ) j
,

]一 l

若 i < .J

首先命 脚 == (坛

k 一 l
、、,.了

一

,

则

“ ,一
戴

m `、 m 、 ,一 (一 , )`一`
艺 (一 l ) k一 1

i共 左暇`

i 一 l

k一 1
)

一 l

若若、

一

01
了

I/

!
、..、

、

一一

J 一 1 k一 i

一 l 1一 !

(一 l )
毛 = O

,

若 i > j
,

J 一 l

郎得

M , = 1
.

命 M J , = ( q
` , ) 及 J= ( j

`、 )
,

则

q ` ,一疆
: m ` ;

j
、 ,一 (一 , )

`一 ,

(

时
, 我 ,” 定义 ( { )

一 o
。

不难“ 接 , 算

(M J )。二 1
.

因此 P
:

是第二类对合
。

因为 W S M二 S
,

也不难输算 P ,
也是一第二类对合

。

最后
i J至M

I
O 一 i S M一 1

P : P i =

i J丁I M一 l

J三S
、

一 iM 一 ]

(
J至

二 T
.

O J丁1

故得定理
。

这些桔果在复数域 内成立
。

对实数域如何 2


