
辛群与典型系扰的稳定域
寒 )

胡 全 昌

研完通期系数的典型 系杭的永久稳定性
,

用不着李雅普豁夫函数
。

因此
.

从另一角

度来看
,

由这系杭的稳定域与不稳定域的桔构
,

及这些域的凸性或域内某些 子 集的 凸

性
,

可获得一系列的稳定性剁定法
。

本文只把辛障的拓扑群来划分稳定域与不稳定域这

一项工作
,

做粽合的报导
。

1
.

乘 子 理 渝

尉谕 Zk 阶动力系杭典型式

d x 、 口H

日 x 、 + , 曳蝉一塑
,

( 、一 1
,

:
,

二 k )

U L 口 ix

这里对称实二次型 日二去( H ( t )x
, x )

,

。 ( t )二 ( h
: ;
(。) )军

“ ,

其固 h
: ; ( t )二 h j

;

(。) 为 。的片登速
乙

精实两数
,

具有公共遇期 。
.

此方程可简写成为障式

又l ) 护
一 1IJ X()t

,

J 一
!聋

一 E 、

0

靓方程 ( 1 ) 的突的基解障为 x( t)
,

其初值为 x( 0) 一 E
.

别障子X (t) 在每个固定的 t

时为实的辛障
。

郎是税
:

( S ) X
*

( t ) J X ( t ) = J

这里 X
*

表 X 的衅置复共扼
,

( 本文只用到棘置障 X
下 ,

因此只需考虑

X
下

(t ) J X ( t ) ~ J )

如是 lRJ 所求各辛阵粗成一个筒单拓扑群 G
.

反过来靓
,

在实辛障群 ( 的空尚 ) 里
,

每条 曲袋 X( )t
,

印 簇 t簇。 ,

X( ()) 二 E ) 对应于

某一个动力系就其方程形如 ( 1 )
。

这因为若把 ( )S 式微分之
,

便可汽接麟算部得

H (`卜 J一

【层
X (`)

〕
X一 (̀ )

·

帐 ) 木文为 196 2年木校校庆科鬃对
l

渝会
_

匕作者提衬{一编徐合性的报告的原稿
。

在时谕会
_

卜欢华罗

庚教授提出宝贵建藏
,

认为可以用 另方法征明报告中所提的一系列 已有的咸架
。

现上在很据

华教授的意兑进行工作
,

待迟 日再行发表
。
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从此在实辛群 G 里曲摸 X ()t ( 0` t` 。
,

X( .0) 二 E ) 与对称障 H ( )t 成立了一一 对 应

的羊系
。

由群哇
,

我俩不妨指定 七的值
: t = 。

,

因此今后所用的突辛群 o 三 { x( o, ) .}

由于 H (t ) 的遇期性
,

有 甸

X ( t + 。 ) = X (t )x(
。 )

这里 X (。 ) 称为单程障 (m o n o d r o m i e m a t r i x ) 而其特征方程

d e t (从。 )一 户E ) = O

的各根称为方程 ( l ) 的乘子 (m lu it lP ier )
。

由于辛障 X (。 ) 为突的
,

我 们 便 知 道 ( 由

P io cn ar 6一月只n y oH B 定理 ) 这各乘子成为一对一对关于复平面上单位圆成对称
,

又关于

实翰成对称
。

送些乘子的分布
,

四个成为一祖的形如 er “ 甲
, r 一 , e “ 甲,

或两个成一粗的形

如 e `甲
,

e 一钾 或形如 r
, r 一 ’ .

这样的碧分布不只是 双刁 如是
,

凡任一个指定的 t 值
,

实

辛障 双 Q 告如是
。

由此可兑袋性方程祖 ( l ) 必不会取得 渐 近 稳定
; 而 方 程 ( 1 ) 在

t 〔 〔0
,

二 ) 为稳定当且只当其一切乘子的模等于 1且在障 x( 哟 内只有单初极因子 ( 筒称

单构 )
。

同叶在 “ ( 一 。
,

二 ) 方程 ( 1 ) 的一切解有界
,

郎所霭永久稳定
。

M
.

r
.

K p e认H 〔 1 〕尉流参数方程

丈2 ) 瓮
一入J、 )x

的 入 一稳定区简集 ( 这集可分解为有限冬个或可数无穷多个开区简兑 〔 1 1] “ .P 41 .5

因此他命其名为 入 一 3O
H )

,

毅 H ()t 适合如下条件 A
:

A I ) ( H ( t )专
,

专)夕 0
,

凡 专并 0
.

A Z ) 丁乒
H (` ,“

,

” ) d ` > O
·

在此条件 ( A ) 之下
,

方程 ( 2 ) 称为正型
。 【1 ] 征明

:

对于每个非实值入
,

方程 ( 2 ) 有 k 个乘子在单位圆之 内 ( 这称为第一类乘子 ) ;

其他 k 个乘子在圆之外 ( 这称为第二类乘子 )
。

若 入取实值由 “ 递升至 邓
,

又若有某乘子
·

在在单位圆上
,

刘
`

色随着 入单稠地反时针

〔或 )MJ 时针 ]在圆周上运动
,

这乘子仍称为第一类 〔或第二类 ] 乘子
。

由此榆点 M
.

r
.

K p e仑H
推广了 A

.

M
.

月只n y oH B 的关于遇期系数方程的稳定区简甜

定理
。

这一文献带头引起了一系列工作关于边界周题中本征值的研究
,

郎在振动定理中

本征值的谱的序列
。

关于这方面工作 M
.

r
.

R p e俪 已握总桔在 A
.

A
.

A叭 oP oH
B
耙念集

[川
,

把以前所提出的定理作了群尽的征明
。

最近 M
.

r
.

KP
e湘 与 r

.

只
.

月犯 6a cP K
戚

〔12 〕由于声波的研究
,

在工作 〔 12 ] 举出正型方程

烹一
J ` H

·

“̀ ,+ 入 H
·

“ , ’ x

的乘子的解析性厦
。

这里所税的正型
:

当 H
。

( )t 二 O 时便是是合于条件 A之 1 )
,

2 ) 的

H ,
(t )

.

若 H (t )丰 0 员lJ把条件 A Z ) 改为 A Z , ) 如下
:

A Z , ) 殷方程
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票
一 J H 。 ()t x

U 毛

没有一个非零解 城t ) 能使 H I(t ) x (。) = o ( 几乎处处 )
,

且 x (。 ) = 户x (o )
,

( }户 }= l )
.

在这 A约
,

21 ) 条件之下
,

他俩作出乘子 戒入) 在 p (入0) 邻域的 d 枝代数函数表示式

, 7

户:

(入 ) = 尸(入
。
) + 艺 e

: 。(入一入。 )
q「

j二 l

( i二 1
,

.2 二
,

d )

于是把在其先的 【6 1
、 【11] 等工作更加推进

。

作为研究 自共顿算子的扰动箫的一种

工具
,

这些是乘子理谕 发展方向的一方面
。

本文所耍总桔的是其另一方面
。

_
郎稳定

域与不稳定域的桔构
。

H
.

强 得 定

为着圃明稳定域的涵意
,

我们首先考虑各乘子对于参数的倚变性盾
。

M
·

r
.

H e脚ay 3

与 B
.

a IJ H
邢 K H益 〔 3 ] 尉揣方程祖

( 之乙、 务
一 J H

。“ , x + 入州“ , x

毅当 入 二 O时
,

祖 ( 3 ) 的一切解有界
, 又敲 H是合条件 A

。

刻当 入二 0 时粗 ( 3 )

的单程障为单构
。

又当 入由 0 递升时
,

fl[J 有 k 个第一类乘子在单位圆上反时针运动
,

而

其他 k 个第二类乘子在此上顺时针运动
。

但当 入取某个值 入:
时

,

祖 ( 3 ) 的单程障或许

出现高次初极因子
,

或静某乘子的模不复为 1
,

这个斡变只 当在某个入 二 入
。
( 0 < 入落而 )

时失现有不同类乘子相碰撞之后
,

才会出现
。

故各乘子由 入 = 0 时开始运动
,

道至它们

未翘碰撞之前
,

它佃各保持着其属性及单构性
,

在单位圆上单稠落动
。

由此可以引起强稳定的概念
:

若存在有这样的 e > 0
,

使无输任何对称障 Q
,

其遇

期为 。 ,

其元素智为 七 的片段建擅函数
,

且 nQ ()t } < 仑者
,

使方程祖

欲
, , 二 , , . 、

_

~
, 、 、

一
d t

一

= J 又n Lt ) + 勺Lt ) 少x

的一切解有界
,

则祖 ( 2 ) 称为强稳定
。

在 〔 1 1 〕 c T p
.

4 49 改成较弱的条件
:

丁
,
11Q (̀ ) ]}d ` < e

这里所用的范数 1(Q )j1t 表示 m ax {iP ()t !
,

而 iP (t ) 为在这 t 值时孩障的各 固有值
。

在这意义下
,

使祖 ( 2 ) 为强稳定当且只当各乘子危合上述的 稳定条件
; 更且若有

相等的乘子
,

ljR必为同类乘子
。

H
.

M
.

r e 几 b中a H及 H B
.

b
.

IJ H双e K H益 1 6 ] 考虑两个强稳定系扰
:

( 4 ) 豁
X 一 J H

(七)x
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( 5 )
d

d t
X = JH

:

( t x)

表梢启求得一个形变系杭
人钊l
、胡扭

( 6 ) 会
x 一 J H“

》 v

X)
,

( 0 `
v ` l )

在 0 ` v ` l 都是强稳定
,

H[J 两个系就 ( 4 ) 与 ( 5 ) 称为属于同一个稳定域 , 否 lRJ 挽它佣

在不相同的稳定域
。

这里所用的形变障 H (t, v)
,

( 0 ` v ` l) 当然假投它与祖 ( 2 ) 的性厦

相同
,

且 H (t
,

0 ) = H ;
( t )

,

(H t
,

l ) = H 。
(t )

.

U
.

得 定 域

兹进行研究实辛群 G 对于各个稳定域的桔构的效用
,

我俩首先考虑粗 ( 6 ) 的单 程

体 X (“
, v
) 由

v = 0 到 v = l 时能使 ( 4 ) 的单程障 X ,
(。 ) 形变为 ( 5 ) 的单程障

.

X :
(“ )

所需耍的条件
。

在单位圆上有 k 个第一类
,

k 个第二类乘子 ( 前已税过
,

s 重乘子当作 s 个 同 类 乘

子看待 )
。

这两类乘子的排列共有 2 “ 个不相同式样的布置型
。

由此得
:

X :
(“ ) 与 凡 (刃 的各乘子可接受形变的必耍条件为

: 它们的各乘子同型布置
。

否刘

在形变过程中如有不同型布置
,

便会有互相碰撞的机会了
。

更且这必要条件也是充分条

件
。

〔敲提要 〕乘子的属性砚乎二次型 一 i (fJ, f) 为定正或定负而决定
,

这里 f 为对应于

敲乘子的固有向量 ( 〔 1 1 ] e PT
.

4 2 5 H 响 6 )
.

由代数的钊定可以推得 ( 〔 6 1e
,

r .P 1 6一

29 )
:

凡稳定型的单程障智可以表示为如下形式

( 7 ) X (祠= G RG 一 `

这里 G 与 R 为实辛障
,

且

口i

( 8 ) R二
CO S 夕

s i n 口

一 S i n 亡砂

CO S 亡J

,

其中 口 =

夕
:

`

{夕
:

}< `
,

夕:

并一 口
s

,

( l ( s
,
s , 《 k )

这些 口1 ,

…
,

九 为 X( 刃 的第一类乘子的各辐角
。

因此
,

施用于 ( 4 )
,

( 5 ) 得

X 、
(田 ) = G , R I G了`

,

X
Z I:。 ) = G

Z

R
:
G万1

由假毅 X
l

( 。 ) 与 凡 ( 。 ) 的各乘子同型布置
,

故我们可以把 lR
,

R: 进行形变
,

然后再

把 q 形变为 G ,
.

于是在突辛群 G 内两条曲摸 X工( t )
,

X
:

(t ;l 的两端点 X l
(0 ) = 凡 (0 ) = E

,

X (。 ) = X :
( “ )

已粗叠合了
,

从此便棘到考虑此两 曲袋的同偷简履
。

首先靓明
:

实辛群 G 与圆周乘单速通拓扑空简的拓扑积同胚
。

( 〔 6 〕 c
PT 20 一2 4 )
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【高正提耍 〕投把实辛阵 X分解为极式

X = S U

其中按照极式的意义
,

S 为定正的对称障
,
U 为正交障

。

然后逐欺敲明
:

1
“
S 与 U 也

是辛障
;
o2 此各 k2 阶定正对称辛障的集合 { S }与 k ( k + 1) 推的欧氏空尚同胚

,
o3 各

k2 阶的正交实辛障的集合 { U } 与 k 阶的复酉障的群 { W }同胚
; 4“ 由酉障的性盾有

d e七W = e f ,

兹作 k 阶酉障

l
e
`
中 1

\

一 (
` ’

: 1

)
lRJ 得

W = V ( V
一 ,W )

这时 V 与同周同胚
,

而 V
一 ’W 为单位模障

。

由群谕 已知一切单位模的酉障祖成单速通拓

扑群
。

粽上四欺得敲本题
。

因此可兑这两条同端点的曲摸 X I
(O

,

X
Z

()t 在实辛群空尚之四
,

一般不是同偷的
。

要使两曲袋 X
l

( )t
,

X Z
()t 在实辛群内为同偷

,

则它们在圆周上的投影必填同偷
,

亦

瞧
旋
黝

周数要相等
。

, det W( )t 从 `一 ” 到 `

一 的辐角 、 的 变差以 rA g x(t ) {二
表之

,

良p

A r g x( ` )
!
。 一 a r g “ e ` W(“ ) }

。

由此得 X ` ()t 与 X
;

()t 同偷的充分必要条件为

咬9 )
A r g X l (` ,

}
一 “ r g x

Z

(̀ )

{
最后

,

投在实辛群内有甜 曲楼的集合 { X
。

( t ) } ( 0 毛 t 共 a,
,

X
。

( o ) = E ) ;
其中各 X 。

( t )

有片段莲擅导数
;
且 X

。

(叼 属于稳定型的甜障的集合的同一分支
。

若把它们 的 端 点 叠

合
,

HJJ 同偷条件 ( 9 ) 适合
。

如此
.

这集合 { X
。

()t } 将有如下特盾
,

拭推出之
:

由 ( 7 ) 式有障 G
,

兹没

凡 ( t ) = G 一 ,
X( t )G

.

则得 X
g

( t ) 〔 { X
。

( t ) }

显兑 xo (t ) 的端点为在 ( 8 ) 式中的 R
。

联赫 R 至 E 作曲袋 R(下 :)

R(下 ) =
c o义 l一下 )夕

s i n ( 1一 下 )夕

一 5 1 t l ( l一 下 )夕

c o成 l一下 ) 0
( O` 下 ` l )

其中 夕如 ( 8 ) 所定
。

lHJ 合讲 X
。

(下 ) 与 (R 下 ) 成为一条阴曲摸
,

其旋搏角为 2n 下
.

故得

n 一 2

公
一

IsrA x
。

(` )」
。 + A gr 、 )

门
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这里 n 称为稳定域的标数
。

这标数可用 x( O 表出之
。

在 x( 刃 的第一类乘子对应固有向

量所张成的子空固内
,

取任意基底 h
; ,

h : ,

…
,

h 、 .

作出 k 阶障子 (Z t)
:

Z (̀ ) 一
( (
一 , JX (̀ )抓

,

h
、 ,

) )
产

, v 二」

tHJ 有

( 10 )
。 一

命 I
A r g d e` Z “ ) {:一艺氏〕

其中各 夕s

分别为各个第一类乘子的幅角的主值
。

由是得如下桔韵 ( [ 6 ] e T p
.

10 )
:

每个稳定域由褚乘子的 2 “ 个布置型中每个式样及稳定域标数 n( 一 旧 < n < + 田 ) 而

决定之
。

函数空简 L 二 { H (t) } 的桔构 ( 一 )
。

描远上远定理
,

以 D 霹梦一切强稳 定 系 杭 的

H ()t 的集合
,

以 D犷
,
表其中各稳定域

, 拼~ 践
,

内
,

…
,

拼
: 、 ; n 二 O

,
士 1 ,

生 2
,

…
。

llR D

的分解表为
拼: 左 十 。

D = U U D犷
, ;

产二 产」 粉 二` 。

并且由文 〔 8 〕敲明对于同一的 拼值
,

每两个域 D理D准
’ 为同胚 ( 任何 ln, 助 )

。

( 此处及以后所鹉
“

分解
”

涵意着各分支每两不相交 )
。

IV
.

特 别
j

情 形 ( k = l )

在动力系就 k = 1的情形与一般的 k夕 l 新情形
,

在表面上已担有了区别
。

凡二阶方

窦
一 (tA )r, y一

(奕)
,

A一

橄羚
只要 (A )t 为 L eb se gU e 可积且投

y一 x e x p

f ;
` r A d、

便可化成动力系抗典型式
:

( 1 1 ) 豁
一 J H “ ,一 J一 (

`

{
一 1

0

故对于自由度为 1的动力系杭的稳定性背题
,

便引到二阶袋性方程一般化的研究
。

A
,

M
·

月只n y H
oB 关于遇期系数的二阶方程研究桔果备载在其遣集第二卷 cT p

.

3 3 2一

3 9 0 及 4 0 1一 4 7 2
。

自从 M
.

I
’ .

K p e益, , 〔 l ]用乘子理输推广 A
.

M
.

月只 n y Ho B 工作之后
,

直口

引起通期系数的二阶方程的一系列的研究
。

首先 K
.

认 K oB a爬 H K o H M
.

r
.

K eP 如 〔2 ]

对于稳定区简集 ( 入一 3阳 ) 已趣达到相当发展
: .

同年周 B
.

A
.

只K y 6 oB H q 〔 4 ]
,

〔 5 〕研
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究遇期系数的二阶方程的稳定域
,

其群在工作 【7 ]做了一个小桔
。

A
.

稳定域
。

关于稳定域的研究桔果
,

在 k = 1 的情形与一般情形 ( k夕 1 ) 无区别
,

或 【7 ]依照上面所税的
,

便可推征得如下桔输
:

9 6 2 年

故由工作 〔6 〕

二阶实辛群与环休的阴部同胚
。

在敲群内对应于甜稳定域的拼集的边界面
r = s i n 佗护

为在环体的两个雄而 [ 晃图 1
.

在式中的 护 表翘度
,

动力系扰 ( 1 1 )为强稳定的所有 H (t ) 的集合 D 可分

解为两个无穷序列如
:

r 表趣圆内点的辐释 ]
。

由此
,

便

D = 沂
\

+ 的
_

r l 、

U D
’

一 ` ) 。 f +uor o ` Z J

/ 、 了二 ~ 。 乳

此分解式当然是一般情形 ( k ) 1 ) 的特例而已
。

B
.

不稳定域
。

在环体的内部而在边界面
r ~ 511

1?华之外的两个

区域对应于褚不稳定域的阱集
。

显兑它们也被边界面所划分
。

以 只+ ,

厂 表之
。

由此
,

凡使动力系杭 ( 1 1 ) 的解为无界的所有 H (t) 的集合 只分解为两个无穷序列

只一 (
,

艾
。

可 ! 。 (
,

梦
。 只:

兹里在每个 只丈〔或 只丈」内的 H (t ) 所对应的各乘子皆同在正 [ 或负 ] 半实 翰 之上 〔兑
[ 7」 cT p

.

34 9 1
。

( 须知在 k = 1的情形
,

实辛障只有两个乘子
:

若它侧 在 成 t 一号

表对应关系
:

--(IJ 。)令 X( 。 ) ]
,

lHJ 同在单位圆上关于实翰对称
;
若它侧在元 lRJ 同在实勃

上关于单位圆对称
。

)

对于不稳定域来就
,

则在 k = 1 与 k > l 两个情形的桔萧不相同 !

B
.

A
.

只K y 6 o B H q 仁7 ] 对二阶动力系杭的稳定域与不稳定域作了捆致研先
。

但因与

本文骗题不一致 ( 不是利用辛群为工具 )
,

故只择取其中某些桔果与下文相关者
。

他的出发点把基解粗 x( )t 写成

X (O = P ( t ) e
义`

其周 (P 0) 二 E
,

de t
_

(P t) 二 l 且 (P t) 为遇期函数或为反遇期函数
,

郎

P (t 十 。 ) = 士 P ( t )
.

且 d P/ d七 几乎处处存在且为 L一可积 ; 至于 K RIJ 有

tr K = 0
.

从此定理推知集合 { H ( t ) }与集合 { X( t )
,

} 亦息p集合 { P ( t )
,

K }有拓宁I
、

对应
。

于是光

作集合 { K } 的空简 牙 在其内作 K 的几何表象点 ( 气力
,

七)
,

郎

K =
一专

力+ 七

勺

誓
`
)
” (”

,

”
,

` ,

从此 K的特征方程表以双曲钱 护十解一 七2二入?
.

于是雄 护 + 解一 护 = 0 的滇点
,

维面上
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各点 ( 琪点除外 )
,

其内部
,

其外部各个点集分别韶以 0
,

n
,

D
,

只
.

特别是在上半

空简介乎法雄面与双曲面 护十 甲一 护一。 哟记 之简的域韶之以 D t
.

其次
,

研先集合口三 { (P )t }
.

因单位模二阶障的群也与环休的内部同胚
,

故对于

任何向量
a ,

向量 P (t)
a 在一遇期 。 时简的搏动角为

n下 ( n = 0
,

士 l ,

主 2
,

… 〕
,

其背的奇偶

性跟着P ( )t 的反迥期或遇期性决定之
。

由此
,

O 可分解为各迎通集

+ 口

O 一 U Q
二 ·

两数空简 L
”
二 { H (t ) }的桔构 ( 二 )

。

由上犯号有

BL = O x
(只 U订 U D士)

把 L ” 划分为四种集合
:

只, 二 q
, x 只

,

开
.
= f l

” x 订
,

D
,
二 n

, x D t
,

订
* *

= 几 , x o
·

在每种集合的讲集内
,

动力系杭 ( 1 1 ) 的解有如下性盾 ( 【7 〕cT p
.

32 )

匆

口..2ù们」+L
二+l、

协

1
。

在集 只二 只
,

之内
,

( 1 1 ) 有无界解
,

而不含遇期解及反遇期解
。

2
。

在集 D 二 D
。

之内
, ( ; 1 ) 的一切解在 一 二 < 七< 十 二

翁界
,

普为殆遇 期 解

( 且不是遇期或反遇期解 )
。

十的

在集耳
*

二 U 订盖之内
,

( 1 1 ) 有一个且只一个遇期解

+ 。

在集 仃
* *

二 U 汀亡
* 之内

,

( 1 1 ) 的一切解为遇期解或为反遇期解
。

OO
34

乃 考

心二

几砂味
|、、、、

扒
可

寸

图 2

上远这样的集合分解只依靠于 ( 11 ) 的轨裁在一遇期 “ 时的端点 x( 刁在环休内的

位置
,

郎把单位模障的群对应于零跳阵的代数只
“ .

借此对应关系
,

作出敲环体的泛复盖
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空固 即 ( (
u n i v e r s a l e o v e r i n g s P a e e )

,

兑例如 lJ o H T p兄p湘 的
《
建疲群

》
书 3 5 9真 ] 员0得

同胚关系式

L 3 = 0 0 x R
3·

把图 2 撬水平瓤迥棘
,

表示这泛复盖空尚 aR 和在其内豁域的划分
。

由上同胚关系

故这泛复盖基简 R
3 可以用作函数空简 U 的模型

。

此外
,

附带提出如下的比较定理 ( L7 〕crr p
.

sl )
,

作为当 k = 1 时稳定域与不稳定

域的凸性定理 ( 〔 1 3 ] e T p
.

6 2 )的先声
。

裂 H i (t ) ( H (t ) ( --11 2
( t )

若 H
J

(七) 与 H
Z

( t ) 替 e D留
, [或 只貂

, 1

则在同此
n , v

有 H ( t )二 D 分
,仁或 只留

, 〕
.

( 1 2 )

这里 H ,嘱 H
:

表示对于任何向量 c 有

(H i e
, e ) ` (H

Z e
,
c )

.

V
.

不 稳 定 域 ( k刹情形 )

现在同复到实辛障群的探豺
。

对于不稳定域而萧
,

在一般情形 (k护 1)与前节桔输有

所区别
。

B
.

A
.

只cyI 6 oB H喊 8] 引入实辛障群的谱 七= 七(x )这概念
。

罐粗为乘子 (
.

且静及其

属性 ) 的集合
:

考兰 { lP,
: 一 凡 ; 盯

` ,

…
,

气
’
}

主耍规定 p ; ,

…
,

勺 为第一类乘子
,

llQ o < }p ; {` 1 , 而且若有 ! p
J

I< 1
,
具吐jP 〔 七应歌跟着

有 jP
* 〔 七

.

至于这 k 个乘子 凡
,

…
,

P ,
的排列不输次序

。

投集合 艺 三 { 七}
。

在 艺 内与 只
,
D 对应的集以灸

,

6 豁之
。

从此有连擅映像 考二 《 X ) 把辛群 G 映成 艺
。

在工作 〔8 」cT p
.

33 4 征明它是弱性开映

像
。

故推题得
:

在 艺的任何域其完圣原像为在 G 的域
。

( 这里域字会意为连通开集
。

故

在 : 内考虑 只
,

6
,

…的桔构
,

便可推知在 G 内氛 成 … 的拓扑性厦
。 `

为着进行研究 G 的桔构
,

B
.

A
.

只K y o6
B H互 在工作 〔8] 更引入 rA g 七的定义

:

介

A r g 七二 艺 a r g 尸i ( 夕1〔 气)
j 二 1

·

从此便用之作为 A gr X
,

郎

介

A r

gX = 艺 a r g P i
.

j 二 L

此定义表面上和上远 H
.

M
.

l
一
e lbT 中a叭 〔6] 的定义不相同

,

但有其等价隆
。

在〔81

cT p
.

32 8征明
:

若同偷条件 ( 9) 在前定义适合
,

lRJ 在现时新定义也适合
。

反之亦然
。

A gr X 的定义并有多种
。

在工作〔 1创里 B
.

A
.

只K y 6 o B ” 任 征明在 G 里 rA g X 可用

如下抽象定义
:

毅 X 〔 G
,

而 A gr x 为 x 的可数无穷多个实值的西巍 是合下列条件者
:
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1 ) 对于任何 X 〔 G
,

函数 A gr X 有定义
。

2) 若 ( rA g X )
,

为函数 A gr X 的一个值
,

具d它的其他各值为

(A r

gX )。 = (A r g X )。 + 2下m
,

( m = 士 l
,生 2

,… )

3 ) 每分支 (A
r

吓 ) , 为 X 〔 G 的速擅函数
。

4 ) 存在有标数为 l 的一个阴曲袋 U ( t ) 〔 G 使 A r g U ( t ) }片= 2 二
。

上远两种 A gr X 皆括合此定义
。

在 〔 1创里还列举出好几种 A gr X
,

在振动系杭需耍

的
。

凡适合于
_

七列抽象定义的 rA g X
,

都一起适合或一起不是合同偷条件 ( 9)
。

此外
,

各

种 A gr X 不独是柔性 ( 拓扑地 ) 等价而且是 lM] 性 ( 尺度地 ) 等价
。

( 昆 〔10 」cT p ; 2 6 9)
。

根据上远的准备工具
一

映像 叹x) 和 rA g x

— 便可以推得b c (G k列〕及 厂c G

( k二 l) 的桔构
,

其桔果与前的相同
。

但对于 k笋 1 这情形刻 只为莲通集故
:

在 k劳 1 这情形
,

在函数空简 L 内不稳定集 只只是一个域
。

于是搏到如下简题
,

在 k = 1 这情形有此较定理 ( 12 )
,

但在 k并 1 的情形刻失效
。

兹把 只再行剖分为可数无穷多个域
,

使在其每域中比较定理 ( 1 2) 仍然成立
。

因此把 只作

出与宜相仿拟的剖分
。

殷亡表示具有不同类而相等的乘子的猪单程障 x( 刁 的集合
。

对

应地在 Z 内将有 r
。

于是考虑在只 \ r 内乘子的布置型有多少式样

我们改
:

Xl
,
X : 6 只 \ r 内为同型布置若它们的藉 议Xl )

,

考(X O 适合下列条件
:

l) 气( X
,

)
,

《 X
:

) 在单位囿上的乘子为同型布置 ( 布置型定义同前第班省 )

2) 它们在正半实朝上的乘子才禺的祸数同一奇偶性
。

如此
,

则共可能有 N 二 2 ( 2 “一 1 )个式样的布置型
,

故得分解定理
:

集只\ r 可分解为 N 个在 6 为单莲通的城 只` ” 、 ,

( v = l
,

2
,

…… N
,

)
,

其中每一分支的

各 x( 帅 为同型布置
。

西数空尚 L二 { H (O } 的桔构 (三 )
。

由第 1 节所得的映像

X ( 。 ) = 中 〔 H ( t ) ] 〔 G

是把 L 映成 G 的莲擅映像
,

故企图由 G 的桔构来推求在 L 的完全原像的桔构
。

于是

把上文 D
,

只等集总以一个字母 S代表之
。

在工作 【8 」c’l’ p
.

3 44 一 34 6 有如下桔渝
:

毅 S 为在 G 的域
,

而 S

中〔S )二

为其完全原像
,

郎

S
-

A ) 若
.

5 为在 G 内单缠通的集
,

则 S 可分解为可数无穷多个互相同胚的域 S
, :

十 勺

S == U S
,

们 二一口

使凡一切 n 智有 巾( S
,

) = .S

B )

胚的集

敲
:

若 S 不是在 G 的单速通的集
.

其标数 m > 0
,

则 S 分解为有限的 m 个互相同

S x ,

…… S 、 而 已

在 A ) 里
n 字的意义

:

睽 X l
( t ) ` S

: , ,

X
Z

( t ) ` S
, , , 具IJ n : , n :

的关系如
:

A r g x
:

(。) {
“ 一 A r g x :。 ) l

` 一 A r g Y (、) }
` + 2 (。

:
一 。 ,

) ,

; 0 10 】0
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这里 Y ( t )为在 S 内联桔两端点 X J ( t )
,

X
Z

( t ) 的任何曲膜
,

良!I y ( 0 )二X , ( 。 )
,

Y ( 1 ) = 场 ( 。 )
.

在 B ) 里 m 字的 意 义
:

因
·

S 在 6 内不是单速通
,

故在 S 内有豁朗 曲 拔 v( )t,

0《 t` l , 其

A r g V (̀ )

!:
一 Zm ; 下` 0

·

在所有的 m 、 中取最小的 m > 0
,

称之为域 S 的标数
。

在 k井 l 这情形我们也可仿照 k = 1 的情形作出 G 的泛复盖空简 U
。

毅 O 为一切由

E 到 E 的零偷路摸的集合
,

( 路擞意义兑前引用 月。 HT p盯“ H 《
莲撰群

》
书 34 6 夏

。

) lHJ

面数空简 L 与拓扑积 n x U 同胚 ; 而 U 可以作为函数空简 L 的模型
。

从此可得在 k并 1 情形不稳定域 只的桔构
:

I
。

只为一个域
,

开
.

集合 只\ r 可分解为

勺 ”

只\ r 二 U
+ 山

U 只
书 = ~ 口

其中各分支 只笑在同一个
v
的互相同胚

V l
.

解 的 增 长 域

从解的不稳定性再可以进一步研究不稳定的程度
,

郎是我
,

不稳定解的增长与某一条

抬定曲麟的增长相比校
。

已拾 “ > 0
,

拭研咒在函数空尚 L 有那些 H (t )
,

使方程 ( 2 ) 的

解适合于所抬定的估他

( 13 ) 1{
x (t ) 1}< C e 仪 , ,

t令 + 二
.

这题的研究可施用上文同样工具
。

依同理便得如下桔输
:

投 M
二

表示这些 X( 刁 的集合
,

其乘子有些在半径 = e
`

( > l) 之圆之外者 【郎得不是

合于估值 ( 1 3 ) 的解 ]
。

又歌 m
:

表这些 从刁 的集合
,

其一切乘子皆在半径二 e “

( > 1)

之圆之内者 【郎各解适合于 ( 13) ]
。

期有如下桔流

工
.

在 k ) 1 情形
;
在 L 内集 m

二

为一个域
。

万
.

在 k > 1 情形
:

在 L 内集 M
。

为一个域

皿
.

在 k = 1 情形
:

在 L 内集 M
。

可分解为

M
。
一
(

,

箕
M立

,

)
u
(

,

虱
。 :

,

共尚对同一的上标各 M吉
,

( 或 M : ,
) 互相同胚

; 而在 从士
二

( 众:
二

) 内的 x( 叼 的绪乘

子在正 (负 )半失翰上
。
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V l l
.

凸 性

最后归粘到考虑 H ()t 为稳定型的$Jl 定法
。

正如本文开头所孟
,

B
.

A
.

只K y 6 o B n 互

【13 ] 因此引用稳定域或其子集的凸性
,

作为研究这周题的工具
。

在函数空简 L 内
,

若有集 S 使由关系式
:

H i
( t )落 H (t )` H

Z

( t ); H ( t )
,

H
:

( t ) 替 仁 S

便推得 H ( )t C .S

如此
,

则 S 称为 ( 在递升方向的 ) 凸集
。

既然稳定域的桔构已握解决
,

从此可考虑其中的凸性
。

在 〔 13 ] 桔渝为
:

1
.

在 k书 2 这些情形
,

一切稳定域 D犷) 皆为凸 集
。

五
.

在 k > 2 的各情形
;
裂在稳定域 D犷) 内有子集 D 循合如下条件

:

若把单位图

划分为若干个孤
,

能使每个弧都含有所有每个 H ()t 〔 D 的第一类与第二类乘子
,

且不会

有两类乘子互相尚隔地在这弧上分布
。

如此剧子集 D 为凸集
。

由每各个凸集的解析性盾
,

便可推得一系列的稳定性判定法
。
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