
动力系就典型式的不稳定域

胡 全 昌
’

(数学力学系 )

前文〔 1 〕曾将辛群与动力系杭典型式的稳定域的一系列文献
,

作了粽合 报导
。

本文专就不稳定域提出个人 晃解
。

余按 B
.

A
.

只K y 6 o B H砚对于不稳定域的主要工作

〔 3 〕 ,

开头挫趁一莲串耗性变换来边到辛障的分类
,

而从未靓明 ( 且亦不可能靓明 )

在就各变换的每一翅程其过渡微程粗能够持擅她保持典型式的形式
。

但这类周题的

研究效程一刻不能越出面数塞尚 { H ( )t }之外既 l 其次
,

拟使敲工作 〔 3 〕提 高到拓

扑群砚点
,

有其优点
,
但对这样特殊形式的简题

,

亦似乎小题大做
。

因此
,

本文将

写出另一方法
。

1
.

典型果扰形式的保持
。

人们习知保持典型系扶形式跳变换为某一定形式的母

面数所产生的
`

切变换
’ ,
但亦有规辛变换者〔 6 〕

。

在本文这特殊形式其所要求的变

换可以漫易化
。

殷所考虑的动力系就其典型式为

d
_ _ _ _ _ _

屯了 J “ J ll ( t ) J , J “
O
一 石:

石、

O

其简 添 阶对称障 H (t ) 的各元素为 七的片段理擅实函数
,
具有公共周期 。 。

段这方

程粗的基解阵为 J ( )t
,

X (的 二 E , lHJ 刮
一

算脆靓得

X
`

(七) J J (七) 二 J
. ,

(
’

表斡置 )

故这基解障 J ( t) 为辛障子
.

反勉来黔
,

每个实辛障子 X (七) ( 0《 t ( 。 ,

万 ( 0) 二 石 )

括合一个这样形式的动力系杭
,

其简取

_ 广 d
_

、

丑
一

J L饭亡
.

X (t ) 」J
一 ’ (t ) ,

可箭算赚靓之
。

故 x ( 。)与 H (。 ) 成

一
对应关系

。

更
_

几若在雨数牢固 { 二 ( 。)} 斌垃
适宜的尺度

,

lRJ 可靓明两个面数塞简 笼J (t )} 与 王11 ( 、 ) 孙 汀胚
。

因为一
~ 切实辛方障构成商单群— 辛群

, 由其群性立即蔽明
:

凡辛变换保持典型系耕芝特殊形式 H (七)
。
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2
.

单程障的辛分类
。
由于 H ( O的周期性推得

X ( t + 。 ) 二 X ( t ) X (。 )

关于本文益题的关键在于利用 M
.

r
.

Kp e认H 的乘子理靛 〔 6 〕来考虑单程阵 X (司
。

因

批我们要求在实辛群 { X }之内作褚 X (劝 的 分类
。

华 罗庚教授的
“

辛方阵的辛相似

一文 ( 2 〕恰当地提供抬 作者所需要的青料
。

在〔 2 〕 号 7有
:

每一实辛方障实辛等价于一
`

直和
’ ,

其支量为 如下九种之一
:

O

J
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Q 、
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,
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一一0
S
,

O

;

、、....声
产

e o SO s i n o

一 S l n g C o s o

产

/....、、

一一U

J ( 0 ) =
a ,

蕊其简
a 二 e i口 u = ( e

,

其简 e> O可以很小
,

、

而对在字母前的士号取上号或下号各占一种
。

并 注 慧 所 刹

`
道和

’

的定义
:

、、.J/
产

bb bb/了,.、、
,

一一B

八竹4/ 1aa aa

、、|l||
.
|1

.

2
了

o玩o场2040
àaa0blo玩al o匀。

/rl

lesl
、

员lJ其直和为 A + B =

这儿每一个 2 1阶支量对应于 J 中的一个 2 1 阶支量

E :

)E

O
ù

J

了..、、

3
.

对角技化法
。

由上远九种支量出发
,
跟着 B

.

A
.

只K y 6” H ” 的共同籍武 ( 兑

〔 3 〕 e T P ,
3 3 1 ) 把这些支量来对角接化

,
作

小
,

、 (一
(
泥

Z r·
\

。

)
多

r声
户

了
.

、
、

目
、 ,夕

召
2.、,

f

百J

S (群 ) = d i a g { 声
。
O …

,
0 } , u (群 ) “ (产

,
0
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…
。

0 ) ,

_ _
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_ 、 _ _
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. _ _ _

_
. 、 , , 、 , ,

~ _ _
_

盛a _
则仍得九种支量各含毖数 # ,

作 # 的形变由 e 到 0
。

此时 X (司的各乘子 p = er ” 不

受变动
,

但这九种分量便蛇化为如下五种支量
:

C o S口 s i n口

)
,

0 < ! 0 1 <
二 ;

一 5 i n o e o s口

/声,.龟、
.

llU
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。 ,
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由是得粘希
:

在实辛群之内通过辛变换及在群本简内的形变
,

每一个单程阵可似标准化为上

列五种支量的武和
。

几何意义显然
:

、 在单位
朋

上对实。 、 称的二个成为一
黝

乘子
{

。 `
)

一 10 1
、 , 。

,

川
.

, 、 , , ,
二 , _

, 、 ~
一 , ,

_

~
,

~ .-t _ , ,

“ ` 、 。 * , 卜
. 、 , _

.rJ , 二

~
一

,

【 i0
。 ` J v 了 ( 利

止俘 1址圆闻 肠门 刊、人门 失绷鱿汀孙 浏四
`

r 以刀一利 L阴米才 嘴 ~
, 八

、 .

声 t
l ` , l 〔

一 18

一 1 10

e ,

一 1

r 一 f

一 l 一 18

}
】

w * “ 实、 上对单位` 周成刘称 的 二 个 成 为 一 `几的 乘 习
气

}
, E Z与 一 E Z

反映出在动力系 ,
r}
`

对应、 。 “。 变元的周期坛动与 , 周期 、

动
。

肺 ,

4
.

单程障的稳定型与不稳定型
。

在 〔 1 〕已挫作了群扣总粘
,

鼓可简抵提出
:

若其武和的各分量替为口种
,

其中相等的乘子为同种乘子
,

IRJ X (帅称为稳定型
、 集合加表之

。

在 、 数二叫
H (、 )

}
里各 (、 二定域ha 女 D已。 被 11

.

M
.

I
l

e江 b巾a H几 〔 4 〕弄之.与楚了
。

若其政和的各分量中最少有一个分量为 V种或为W种
,

IHJ X (司称为不稳定型阵
。

其集合只只求之
。

这是木文的希匙
。

在 , 数本阴

{
l“ (` )

}
里各 (弘 , )不二二域的。 、 又」

」

应、 ,:。 只表之
。

若其吐和的各分量中报少有一个 U + U
,

其中的乘子相等而不同类者
,
剧 X (的

称为属于集合 r 的阵
。

鼓从集合只 一 f

D 与只的公共边界为褚 E Z ,
一 E Z ,

l ) )
。

税起
。

U的各政和所粗成 ( 但其中所有刃U 不 属 于

三
.

集合只 一 f 的拮构
。

为确定起兄指定两个分支
:

、、、...了/O2

一

,一竺。
一

户

/口!、、

一一)
卫百0Z̀.、、

一一

+

W

先输不在单位圆周上的乘子
:

通过不夸过圆周的移动
,
总可使有

1 ) W 又r )今W
+

当 r > 0 , W ( r )分W
一

当 r < 0

V今W + 一
卜W

+

W ( r 一 ) + W ( r Z )叶 V ( r :了 0
, r Z

< 0 )

、、了、r了勺̀八」

由此
,

X (叫 在共只 一 r之内可化为如下两情形之一
:

( 甲 ) X ( 。 )令万U + 刃W
+

( 乙 ) X ( 。 ) 令二口 + 三W + + W
一 、

越儿三U表在 x (动内预应有民 U种分支的道和
。

其次
,

输刃U的内容
:

赵些口不桃属于 r
,

余类推
。

郎是浅
,

( 下文苦仿此 )
。

在单位圆周上不同类乘子不
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能鑫合
。

故唯有迎守在文 ( 4 〕 目乘子布碳的规刻
。
又在情形 ( 甲 ) 万W

+

为非本集
,

而在 ( 乙 )最少有一个W
一 。

故两者尽其可能各只有 j个 U ,
i = 0

,

1
, … ,

k 一 1
,

以此

为分域 的标志
,

共有

死一 1

2 刃 Z j二 2 ( 2
七 一 1 )

J二 o

个理通集
。

即

只 一 r 可似分解为 2 ( 2
“ 一 1 )个域

,

芬别似只 ( v ) ( v = 1
,

2
, … 2 ( 2介一 1 ) )表之

。

6
.

集合只的桔构
。

既然在只内容许有 r , 便是靓
,

泊
一

X (耐 的形变扯程中容

箭在单位囿周上不同类乘子相碰搔
。

于是尽量利川 M
.

r
.

K p e讨H 的乘子理雨〔5’]
,

来把只内各元素莲通
。

( 甲 ) 在款 5 ( 甲 ) 情形
, 耙过乘子运动碰栖之后

, 每个 U可化为 V或 W
,

从

而丫l 只内各元头苦可化为刃W+ 。

( 乙 ) 当k> 1时
,

豹款 5 ( 乙 ) 情 形
,

万 U + 万W + 为非空集
,

故于此 总 可 延

致两 个不同类乘子在点 ( 一 1
,

0 ) 上相碰描 〔住意在此情形下 , 一 E Z十 W一 + …

为只的内点 1 〕
、

碰搔之后一 E Z
再可化为W一 。

妙同旅有跳W
一

山款三之 3 ) 可化得V
,

于是

X ( 。 ) 兮二U 十 刃W十 十 V兮刃W +

仅 当k = 1时
,

沮三意此情形
,

E : ,

能形变为W + 。

在款 5 ( 乙 ) 情形
,

X ( 田 ) = W -

一 E Z
都是只的边界点

, 不能利用它俏来作形变的过渡
,

故 W一 不

因此
,

当k> 1时
,

只为一个域
,
而当k = 1时

,

只芬解为两个域 只 ( ’ )与州
2 ) 。

7
.

饭只 ( v 》的单速通性
。

在 l6J 一域只 ( v )内凡共同端点的任何两条曲耗 X , ( S ) 与

X Z ( s ) 〔其简 0 咬 S ` 1
,

X I ( 0 ) = X Z
( 0 )

,
X : ( 1 ) = X Z ( 1 ) 〕为卜J偷

。

特别是当X l
( 1) = X Z

( ” = E Zk时 ,
此蕊断仍成立

。

证
。

山款 3
,

对每 s有 G
,

(
、
)

一

与G Z ( s )使

妻阴

X ,
( s ) = G

,

( s ) R
,

( s ) G
。一 I ( s )

,
i = 1

,
2

尺
;

( s ) 二 刃U
*

( s ) + 三V
,

( s ) + 二W
:

( s )
, ,

2
.

纷先注意只 一 r 的定
.

义
,

在域只 ( v) 内的形变使各乘子的 支 量 O
`
( s )

,
V , ( s )

,

W
。

(幻恒保持着其一贯性态一 在单位园土者恒在园上
,

在园内 (外 )老 恒 在 园 内
`

(外 )
,

兹把 R
;

( S )的各分支分别甜谕之
:

1
“
U

,

( s )樱常在上 ( 或下 ) 半平面
,

这拯l为点 ( 1
,

0 ) 为只 ( v )的边界 点
,
是 不

定越付时
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Zo V
,

( s) RIJ 由其 O < a < 二
的假殷

, 只需考虑上半平面
。

o3 w
、 ( s) 若是单乘子

,
glJ 趣常在实朝上

;
若是重乘子

, 只许能化为 V . ( s ) ,
l1JJ

便钠入 a2
。

山此
,

又因 R: ( 0 ) 二 R Z ( O)
,

R : ( 1 ) = R Z ( 1 )故 R , ( s )与 R Z( s )可用形变来叠合
。

其次
,
G : ( s) 与 G Z ( s )则未必能用形变来叠合的

。

它俏的 A gr 变差可能不会相等
,

例如

A r g 0 1 ( s ) l
` 二 A r g o Z ( s ) I

’ + 2
二m

趁里 A gr 的意义是依照文 〔 4 〕 cT p
、

25所规定
。

lnJ 利用一个与 R Z ( s) 可易相乘的正交

辛阵 N ( s )来右乘G Z ( s )
, 自口

G Z( s ) == G Z ( s ) N ( s )

便可使它俏适合同偷条件

A r g G I ( 8 ,

};
一 A r g 瓦 ( s )

o1 若 R Z ( s) 实际含有一个支量 O ( s) , 不妨挽
,
例如

,

摆在第一位置
, 即 考虑

电
、产

S一GS
Z气ó一N

叭月叭衬
r

S i n s

5 i n 口

0

CO S口

0

俘比玩
、 J才

SNS
/龟

G

于是取N ( s) 为

ù七

00EO

f
c o s?
甘

s “

“ 、 “ ’ 一

、
一 s `

osn
m s兀

0

E 、 _ -

0

0

s i n Zm s 打

0
CO S Zm S兀

0 )
a2 若 R Z ( s) 不含有 U ( s) ,

但含有一个V ( s ) , 不妨歌
,
例如

,
摆在第一位置

,

俄同理取N ( s) 为

/
V

旦
N s( ) 一 【忿 合

\ 0 0

在这两情形替得

0 0

0 0
V 0

O E : -

C O Sm S汀

一 S l fl m S 7r

S l n m S介

CO S m S汀)==V简其

、、....了
护

A gr

劫
,

};
-

G Z ( s )

G Z ( s )

+ “ r g N` s ,

};
+ 2打 m

grgr
AA
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故我仔J不妨用 G Z ( s )来代替 G Z
( s )

.

从此两曲艘X l
( s )与X Z

( s )同偷
。

a3 若 R`
( s) 只含有熟 W ( s)

,

郎是甜
,

当 s lI[ O 到 1的过程中
,
各乘子趣常困

在实朝上的区阴 ( O
:

1 ) 之内或 ( 一 1
,
O ) 之内

。

在此情形
,

两曲筱 X , ( S )与 X Z
( s) 自

当相重合
。

( 征毕 )

8
.

, 不。 定、
.

最后
,

、 , 。寻求在` 数空 ;
{

H (` ,

}
内 的 各 不 稳域

。

由

`
,

二 *
。 。 。 * , * , j 二 飞* 二 * , , 二二。 、 , 。 。 _ , 、 石 ( v ) * 达

款 1芝亦即是在实辛群 IX 丈空尚内的各不稳定域
。

兹指定一 个 域 只 ` “ ’
米 谕

。

股 X : (。 )
, X Z (。 ) 同在 只 ( V )之内

,

员叮山款 5 可 以通过形变把它 们 叠合 为 X ( 。 )
。

由 E Z、 , 。此共同端点 X (。 )而在群
I
X

}
内的两 曲。 x ! “ ,与 X Z (̀ )

·

(” “ ` 。 ) ,
为同

偷的充分必要条件为
.

( 兄文以〕cT p
.

2 5 )

A r g x : (。 ) }男
一 A r g x Z (。 )

{胃
IU Iv

” 行“ 巩” 酮偷条件其“ 在如
,

ha
有” 曲

叫
x “ ,

,
0 “ 、 。

}
在“

{
X

}
、 , 内构成的集合 ,

.

“ ,为一个域
,

将。某个整数 n
为其标志

。

段在巷集合内任取一条曲接X ( )t
,

lllJ 在域只` v) 内有

X (口 ) == G R G 一 1

拉儿

作曲麟

R = 刃U + 刃V 步 万W

X口 ( t ) 二 G 一 ’ X ( t ) G
,

显然X , ( t )与 X ( t )都是同在集合 只
。 ( v )之内

。

— 这因为 X , ( 0 ) = E z 、 ,
X , (。 ) , R,

且当G形变为 E时
,

X , ( t )化为 X ( t )
。

获作曲拉 R ( s )联桔 R到 E
,

自p是既
,

作各 U ( s ) ,

V ( s )
,

W ( s )其形如

U ( s ) =
e o s ( 1 一 s )口 s i n ( 1一 s ) 8

一 s i n ( 1一 s ) 8 e o s ( 1 一 s )口

V ( s ) =
r U ( s ) 六 0

o r 一 I U ( s )) ( 0 ` s ` 1 )

W ( s 、 ==
1 + s ( r一 1 )

0 ( 1 + s ( r一 1 ) )一 ,

口产...、.
`

了..吸、

R ( s ) , 刃 U ( S ) + 万 V ( s )

然儿各万内的各硕与在 R内各 刃的各项相对应
。

只
. ` v )的标志数 n

+ 刃 W ( s )

于是用阴曲麟 X。 ( s) 、 R ( s) 来决定
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1 厂
. 、 , , 、 :田

.

.

~
, 、

1
1 、

n = 厄万
一
L八

r g 人 “ 、 ,

州。 十 八 r g K 气s ’ }
。
J

,

范儿 n 与 X ( t) 的选择无关
。

更一般靛
,

在指定的 n 与 夕 ,

凡集合只
。 ( V) 内的各曲筏

替同偷
。

事实上
,

在 只
。 ( V) 内任取两曲筏 X , ( )t 与 X Z

( )t
,

其端点当然可用形变来叠

合
,

故对应地写出

A r g X
; 。 ( : ) 1男

+ A r g R . ( S ) }
’ 一 A r g X Z, (七) !胃

+ A r g RZ ( S ) }
’ ,

IU 己0 1甘 10

注意到 R
:
( )t 与 R Z

( S )除了端点 E之外整条在只 ( V) 之内
,

故由款 7 它们同偷
,
即

2
弓二

工一

nl卜川毋O
A r g R :

( s ) == A r g R Z ( s )

得

A r g X `。 ( t 、

A r g X 一( t )

份A r g x ` (。 )
J

言
一 A r g X : ( ` )

}言
·

在此同偷的 意义下
,

每一端点 X (动有一且只有一条同偷曲按
。

因 只 ( “ ’ 为域
,

故每 个集只
, ( V) 也是城

。

故得粉俞
:

不稳定集的子集 只 一 r 可分解为 夕(犷儿一 1 )串每串含有可数无穷多个 不稳定城
。 ( ) ( v 二 ]

、

犷
,

一
, 。

(丁七一 1 ) , n == 0
.

士 1
,

士 2
, … )

。

纵
一

次
,

考虑不稳定集只
.

在 k 二 1情形
,

r 为空集
,

6[J 只一 r 二 只
,

故袖入前段
,

得下刹
`

谕
:

当 k = 1 时
,

不稳分集只 可开 解 为 二 串
,

每串含有可数无 穷多个不稳定城

只
. ( v ) ( v = 1

, , ; n = 0 ,

士 1
,

至一
二
k > 1情 形

,

则

(土 E : ) + …都不是翅界点
,

士少
,

…

山 款 6 已 知只为一个域包含 r 在其内
,

又 因 当 k > 1时

故可令 X ( )t 的招 点 X (的的某一对乘子在单位圈周土随

意再环行若千匝
:

即 A r g x ( : ) }咒可。 。 意灿增减 : 7r m 使在只内凡卜。一招点 x (。 )的
`

,
’ 丁 , ,

”
` “ J `

件
了 “ “ ` “ `

。 ` 一 、 ’ `

IU
` 一 J

一 ~
`

乙
尸 “

一 “ ` ’ .

“ 一
’ 一 ’

一 ~ 一
` 一 ’

“ 一 ” `

各曲耗都可导致适合同偷条件
。

故得粘谕
:

当 k > 1时
,

不境定集只为一个城
。
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