
甘

关于了一光滑侧度的一点裁鼠

共 占 生

投 X 是一拓扑空简
,

用 q X) 豁 X 上的全体有界速擅函数空尚
。

对每 f 〔 q X) 韶

} f !卜
s u P }f (

x ) }
,

1 〔 X

剧 (C X ) 在所引进的范数下是一 B an ac h 鉴简
。

毅 了二 { Z : Z = 无一 , 〔0 」,
f 〔 C ( X ) }

饥 二 { U : U = Z 的余集
,

Z ` 了 }

用了豁由了 ( 或认 ) 生成的代数
。

所稠拓扑空简 X
_

E的侧度是指定义在孑上的非负
、

有限
、

有限可加集函数m
,

且满足
:

对每 A C 子

m (A )二 s u p { m (
z ) : z c 声、

, z 〔 J }
.

用仇 (X ) 豁 X 上蚕体侧度的集
。

ifflJ 度 m 称为下 一光滑的
,

如果对每下降定 向列 { Z
。

} : aZ 〔 矛
.

2
。

今价
,

都有 m ( Z
。

)
~

初
.

用优
:

( X ) 韶 X 上全休下一光滑侧度的集
。

本文就空尚的拓扑桔构与其上测度的下 一光滑性之 简的关系提出一点熟豁
。

1 A
.

且
.

A爬欢 a职 p oB 在仁1」中甜韵了 口 一拓扑空简上的 r ae l ch 盯ge
,

不难看出 :

其桔果 ( [ 1 1号9
,

足理 8 ) 相当于解决了拓扑空尚侧度的一个如下周题
:

为了每一个侧

度 m C 跳 (X) 都是下一光滑的
,

充分而且必要 X 是何种拓扑空周
;
这种空简就是满足如

下条件 (
*

)的拓扑空简
:

X 沁任一族竺中集合的复盖
,

均存在有限子复盖
。

(
*

)

下面我俩不依辑于〔 l 〕
,

拾予
_

七远桔果另一似乎较直接的征明
,

并顺便得到这一事

实
: 为了 优 (苏 )` 饥钱况 ) 必须且只须每一仅取 0 和 l 两值的测度是下一光滑的

。

用 少 (X ) 韶仅取 O 和 I 两值的侧度的集
。

用 ,
二

( x ) 祀仪取 。和 l 两值的下一光滑侧度的集
。

立塑上 投 X 是拓扑室简
,

下面流断等价
:

i) X 浦足条件 (
*

)

11) 很 ( X ) = 仇于(X )

111) 夕 (X )二 ,
二

(X )

敲
:

i )冷 11) 及 11)睁 111) 都是显然的

砚靓 111)井 i )

毅对于空简 X
,

条件(
*

)不成立乡 则存在定 向列 { Z
。

}
:

Z
。 〔 了 且 Z

二

护功
,

Z
。

杏价
.
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先引入定义如下
:

非空集族刀 C 多称为 X
_

E的 Z一 if l t er ( 〔 3」
.

2
.

2 )
,

倘若满足
:

i) 价〔 刀
.

11) 2 1 ,
Z : 〔 刀 井Z : 门 Z : 〔 刀气

111) Z 〔 刀 ,

任 Z
, 〔 了 且 Z c Z

I

井 Z
, 〔 刀

.

由于 { Z
。

} 中任意有限个集之交不空
,

则了中所有含有 { Z
。

} 中集合的有限交集之集成

一个 Z一 f i lt e r 刀 尹 ,

且 B
, 。 { Z

。

}
,

由 Z o r n 引理知存在一极大 Z一 f i l t e r 并 ( [ 3 〕2
.

5 )

使得
:

lo 刀
尸
C 并

。

2
“

若有 Z 一认h e r 刀
:
乃 。 井 则 乃 = 并

.

( 此郎所稍极大性 )

现指出决的一些性盾
:

对任 Z 〔 了 ,

若 Z 与井 中任一集之交非空
,

IHJ Z 〔 汾
。

事实

上
,

可由并 U { Z } 产生一 Z 一 if lt er 乃
,

这样 乃 D 并
,

所以由 o2 得 乃二 决
,

这 就 是 靛

Z 〔 矛
。

由此可知
:

若 Z , , Z : 〔 了 且 Z , U Z Z〔 并 IHJ Z :
与 2 2 中至少有一个属于并

。

事实

上
,

若不然
,

殷 Z工和 Z :
都不属于开

,

刻存在 2 1
,

Z二c 井使

2 1门 Z至= 价 才日 2 2 门 Z玉= 价
.

由是 Z , U Z : 与 Z至门 Z玉之交是空集
。

但 Z至门 Z二〔 汾 和 Z , U Z : 〔 汾
,

这矛盾于 Z
一

f i l t e r

的定义
。

现在集族了上定义仅取 0 与 l 两值的集函数 m 如下
:

m ( Z ) =
当 Z 〔 井

当 Z 〔 井

0
,1矛

、
甘

l
,

m (Z ) 是有二项可 加 性 的
,

事实上由上面指出的关于并的 性 盾 可 知
:

若 Z , ,
Z

: 〔 了
,

Z :
n Z : 一价 IHJ Z , U Z

: 〔 开 当且仅当 Z ,
和 Z

:

中有且只有一个属于并
。

因而有
:

若 Z 工门 2
2
二价 具吐 m ( Z , U Z

,

)二 m ( 2 1 ) + m ( Z
:

)
.

现来把集函数 m 延拓到代数子 上去
。

对任 A C X, 令 m *( )A 二 S叩 { m ()Z
: Z〔 多 且 Z C A }

,

IHJ m
*

也是仅取 P与
l 两

值的集函数
。

显然有
: l ) 当 Z 〔 了 时 m *

( Z )= m ( Z )
.

2 ) 若 A n B 一价 具IJ m
*

(今U B ) ) m *
(A ) + m

*

( B )
·

事实上
!

对任 Z : 〔 了
,

Z 、 C A 及任

2 2 〔 了 ,
Z

Z
c B 有 2 1日 2

2
= 币 且 Z : U Z

,
c A U B

,

故

m ( 2 1 ) + m ( Z
,
)= m (Z , U Z : )毛 m

。
( A U B )

.

因 Z ; ,

Z :
任意

,

便得 m
*

(A ) + m
*

( B )成 m
*

(A U B )
.

我俩把集 E C X 称为 m
,
一集 ( 冈 」皿

,
5

.

1 D fe
.

)
, ,

若对每 A c X 有
:

m
*

(A )二m
*

(A 门E ) + m
*

(A \ E )
.

现赶每一 Z 〔 了是 m * 一集
。

为此只须韶
:

对每 A c X 有
:

m
*

(A ) ` m
,

(A 门 Z ) + m 。
(A \ Z )

.

分两种情形征明如下
:

( l ) 若 m
。

(A )二 0
,

IHJ 显然有 m
*

(A ) ` m
*

(A 门 Z ) + m
*

(A \ Z )
.
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( 2 ) 若 m
,

(A ) == l
,

具IJ存在 Z , 〔 了
,

Z I C: A
.

使 m ( 2
1
) = l

。

因而 2 1 〔 井
.

此时若 Z 〔 决
,

qll Z 门2 1 〔 井
.

故 m ( Z 门2 1
) == 1

.

我佣有
:

m
*

(A )二 m ( 2
1
) ` m ( Z

; 门 Z ) + m *
(A \ Z )` m

*

(A 门Z ) + m
*

(A \ Z )
.

若 z万并
,

只l[存在 2 2 〔 并使 Z 门 Z
:
二中

.

因而有 Z , n Z
Z
c A \ E

,

且 Z
;
n Z

Z 〔 并
,

此时

我侧也有
:

、

“ ,

m
、
(A ) ` m

*

( A门 Z ) + m ( 2 1 n Z二
:

)` 扣
,

( A 门 Z ) + m
*

(A \ Z )
.

一切 m * 一集成一代数 ( [4 〕 le m m a
皿 5

.

2 )
,

砚既靓得每 Z 〔 了都是 m
,
一集

,

所以它

是包含 J 的一个代数
,

也郎包含 子
。

对每 A 〔 矛 合 m ()A = m式A )
,

IHJ m〔)A 便是矛上 ifflJ 度
。

显然 m 不是下 一光滑的
,

因 Z
。

杏价 但 m (Z
。

)二 1 对每 Z
。 〔 { Z

。

} c 井
.

所得征得 11 1) 井 1)
.

证完
。

〔熟 〕:

定理 1的方法也完圣可用来尉豁 口 一光滑测度
*

的情形
。

(可参看 〔2] 定理 16)

并且也可以得到一个相应的桔果
:

为了每一个测度都是 吞 一 光滑的必筑且只须每一
个仅取 。和 l 的两值痴度是

。 一光滑的
。 、

、
·

2 对于满足 (
*

) 的空简
,

我们指出一些事实
,

它俩类似于 1
.

lG ick sb er g 关于

P s e u d o 一 C o m p a e t 室周的桔架 ( 〔2 〕定理 16 ,

2 1 )
。

靓明的基本想法是 V a r a d a r a ja n 于

[ 2 1中所提供的
。

定理 2
:

毅 X 是拓扑空固
,

下列确断等价
:

i ) X 浦足交
*

)
。

ii) 广义 iD in 定理成立
:

对任下降有界痊擅画数定向列 { f
。

}
:

f
。 〔 q X)

.

f
。

今0
,

则 { f
。

} 一致地趋于零
。

iii ) c( X) 上每一有界袋性泛函 A都是下 一光滑的
。

郎
:

对任下 降 定 向 列 { f
。

}
:

f
以 〔 (C X )

,

t
。

杏 0 具d A (至
a

)令 0
.

靓 I ) i )井 11)

显然 i) 可改用下面方式陈远
:

对任定 向列 { 若
。

}
:

Z
。 〔 了 且 Z 。

今价
,

则存在某指标

“ 。 ,

使得 Z
。 。

= 沪
.

现投有定向列 { f
。

}
:

f
比 。 C (X )

,

f
。

杏 c , .

对任 。 > o
,

合 Z
。

= {
x : f

。

(
x
)芬 已 }

,
员lJ

Z
。 〔 了

.

且由假投 f
二

今O
,

便知 Z
仅

小价
.

所以存在指标 a 。 ,

使得 Z
。 。 = 沪

.

因而当 “ > a 。

时
,

有 Z
`
二价

.

这样当 “ > 二 。
时

,

几( x ) < 。 对一切
x 〔 X

.

这就征得 { f
。

} 一致地趋于

零
。

11 ) 11)井 i )

若对于空简 X
,

条件 (
*

)不成立
,

llR 存在下降定向列
:

Z
。 〔 多

,

Z
。

并价 且 Z
。

杏价
.

令 G 二 { :9 g C C (X )
,

g 夕 O
,

g 二 l 在某 Z
、

}
.

将这族函数 G 豁作
:

G 二 { g 入 } \ 。 ;
.

沮(j度 m 称为 ` 一光介}」
,

的
,

如果对每下降序于g { Z二 } : Z , 〔了
,

Z ”
王价 考{{有 。 ( Z

, )~ 0
.
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在指标集 A 中引入序 卜
`
没 入

,
朴 〔 A

.

入 卜什当且仅当 g入 ( g ;
.

现征 A 是定 向

的
,

投 入
, 拼〔 ,A

,

llR 对于 C 中函数 g 入 和 g ; 存在 Z
o J ,

2
0 2 〔 { Z

。

}
,

使 g入 = 1 在 Z
。 ;

及 g , = l 在 Z
。 : .

因 { Z
。

} 是下降定向列
,

故有 2 0 3 〔 { Z
。

}
,

使 Z
a 3 c Z

o l n Z
。 :

.

由此 m i n
( g
入 ,

g ; ) = l 在 Z
。 ; ,

所以 m i n
(g
入 ,

g ; ) 〔 G
.

所以存在
” 〔 A

,

使得 g
。
= m i n

(g
、 ,

g户
·

显然
”
卜入 及拼

.

、 其次我们不难征明有
:

g 、 斗 0
.

事实上
,

对任
x 。 。 x

,

因 z
。

今价
,

故存在指标“ 0,

使 x 。 〔 Z
。 。 .

取函数 g , 任 C (X )
,

使得 0 《 g , ` l
,

而且 g r l [0 」= Z
。 n .

合

g 一

赫
`g 】一 9 1 (X 。 , }

lllj g二 1 在 Z
。 。 ,

而且 g (x0 )二 0
.

由定义显然 g 〔 G ,
故存在 入。 〔 A 使 g 入。二 .g

所以当 入> 入
。
时

,

有 g 入 ( x 。
) = 0

.

由于 x 。
是任意的

,

故敲得 g 入 奋 0
.

最后
,

因对任 g
、

.

` { g 、
}
入 。二

,

均存在某 Z
。 ` { Z

。

}
,

使 g 、 = l 在 Z
。

上
,

且因 Z
q

括价
,

可取 x 入 〔 Z
。 ,

刻有 g
入

(凡 ) = 1 对每入 〔 A
.

因而 { g 入 } 入
、 二
是不一致收放于零的

。

拼 ) 11)井 i主i )

殷 A是 C (X ) 上有界袋性泛函
。

对任定向列 { 戈
。

}
:

f
。 〔 C ( X )

,
t
。

杏 0
,

由 11)知它在 X 上

一致收欲
,

即
:

.

} f
。

}令 0
,

再由泛函的还值性
,

便知 八 ( f
“

) , 0
.

卫犷) 111)井 i )

毅对于空同 X
,

咬
*

)不成立
。
则有定 向列 { Z

。

}
:

Z
。 〔 了

,
Z

。

护价且 Z
。
洛沪

.

考虑在五 )

中所得的定向列 { g 入 }
入 。 : ,

它具有性盾
:

g入今中
,

而且对每 g 入 〔 { g 、 }
,

都存在某

z
。 。 { z

。

}
,

使 g 、 一 1 在 z
。

上
。

取
二 、 。 z

。 ,

这样便得定向点列 {
x 、
杏

、 。 。 ,

使得对

每入 〔 A
,

g 入 ( x 入 ) = 1
.

现令

八 ( f ) = 灵 ( f (x 入 ) )
,

其中丈表示定向数列 { 笙(
x 入 ) } 的 B a

an hc 极限
* * 。

这样 A便是 q X ) 上的有界摸性泛函
。

对每 g :
、 。 〔 { g 入 }

,

由于 入卜入
。
时

,
g 入 。 ( x 、 ) ) g 、 (x 入 ) = l

,

所以八 ( g入。 ) = 丈 ( g 入
。
(x 入 ) ) ) 1

,

因 g 入 。 是任意的
,

所以八〔g
、

)介 O
,

也就是八不是下 一光滑的
。

定理靓完
。

〔就」 如果有了 .A 几 A爬农aH 仄 p O B
关于 q x) 上非负栽性泛函的积分表示定理

,

定理 2 中输断 i) 与输断 iii ) 的等价性
,

其实就是从泛函角度对定理 1 中 j) 和 ij) 等价性

的一个敲明
。 ,

最后
,

我侧来指出何时条件 (
’ 卜

)就与空固的紧性等价
。

对于拓扑空简 又
,

在其上我佣可以再引人一所稍弱拓扑 w
,

郎
:

使函数族 q X) 中

每一函数都蓬擅的最小拓扑
。

显然弱拓扑 W 是以集族豁 为开基的拓扑
,

所以拓扑空简 X 满足 (
*

)等价于弱拓扑空

简 ( X
,

W )是紧的
。

二 参看嗣维直福
“

泛函分析讲义
”

第二章 怪 3
.

99 真例 3
。



第 4 期 阴于下 一光滑测度的一点戮甜

一

艺
一

拱

陇弋

必须且只须 X 是完全正盯空固
。

,

下份城曰

很明显看到
: 为了弱拓扑就等于原拓扑

,

由此
,

我佣有如下事实
:

艘 x 是完蚕正则空哟
,

下列命题等价
:

`

i) X 是紧的
。

11) 广义 D in i 定理成立`

iii ) C (X ) 上每一有界麟性泛西都是下一 光滑的
。
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