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二阶常系数旗性双曲型偏微分方程

粗的对值点定理及其应用

岛汝念 陈宝耀 吴兹潜 肖应昆

(数学力学系 )

摘 要

本文抬出含两个自变数雨个未知函徽的常系数二阶技性次曲型万程粗

,

斋 (笔)
+ 2 ,

蒜 (笔)
+ c

斋 (笔)
一 。

的关于特征技四边形的两个对发点定理
,

及皮用它们征明在任何哪若当曲 技
`

所 围

成的域上提 iD ir hc l et 简颐
, N eu m an

n 简瞿- 般是不可能的
,

从而方程姐的双曲型 性

质得到较深刻的刻划
。

命 A
、

B
、

C 代表三个二行二列的实数方阵
,

含两个 自变数两个未知面数 的常

系数二阶麟性方程粗写为

,

斋 (匀
+ 2 ,

蒜 (: )
+ C

斋 (℃)
一 ”

·

(` )

行列式

叼(右
, 刀 ) = ! A 奋

2 + Z B登刃+ 伪
2

}

定义为方程粗 ( 1 )的特征四次型
。

如果特征方程

Q (普
, 刀 )二 0

的根全为实根而且不是四重实根
,

lRJ 方程粗 ( 1 )称为双曲型的
。

此时对应特征方程

约根有下列四种情形
:

i) 四个不同实根
,

11) 两个二重实根
,

iii )三个不同实根
,
.it, )

一个单实根和一个三重根
.

因此方程粗 ( l )相应分为四种类型
,

每 , 种类型都可化
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为标准型
〔 ` 〕和靓明其通解存在

〔 “ 〕 。

本文将拾出双曲型方程粗 ( 1 )民第一及第二对顶点定理
, 从而征明双曲型方程

粗 ( 1 )在相当广泛一类的任意阴若当曲换围成的域上提 iD ir hc le t 周 题
,
N eu m an

。

简题一般是不可筷的
。

粼 四个不同实特征根的情形

此类方程粗的标淮型是

(孟吕)器 (℃卜
2

(:;会
:

)蒜 (忿)
+

(名呈)斋 (℃)
一 。 ,

( 2 )

.

,
,

1 、
,

_

, 二 _
. ,

~
, _

,
_

、 , , `
~ ~

_ .

_ ~

其中 ” 3 二 ” , ` 一 意气
“ + 下少

“ , 十 常 一 此时万程租气“ ’ 四符证很是
, ” ,

OO

< 1 )
·

其通解是

,

, _ 1
左和了 又0 < 北

其中 f
l 、

f
Z、 f 3 、

毅口 A B C D

” 一 f
Z` , , + f

3
(
劣一 ` , ) + , . (劣 一带)

一 , : 、· ) + ;
(令

一 2“ ,

)
,
】
(一 ` , ) + * (、 一 2。 , ) , 4 (一资

) ,

f
; 均是任意的二阶可微函数

。

口召尸 G H 及口 I J万 L 是只特征修

, 一 ” 一 常数
劣 一

资
一常数

为边的三个全等的特征平行四边形
,

其中口 A B C D 和口 石夕 G H 同在一水

平接之上
,

口 A B C D 及 口 I J 尤L 在

贻垂栽的同一侧
, ( 如图 1 ) 由通解

易靓下面的第一和第二对填点定理
:

定理 1
.

1 (第一对填点定理 ) 方

程粗 ( 2 )的正规解
二
在两个特征平行

四之形的两对对 顶 点 ( A , C ; F
,

H )

上的值的和等于另外两对对顶点 ( B
,

D ; E , G ) 上的值的和
, ”

在两个特征

平行四敛形的两对对 值 点 ( A , C ; J ,

L ) 上的值的和等于另外两对对填 点

( B ,
D ; I ,

万 ) 上的值的和
。

郎

, `
( A ) + 。

( C ) +
, 。
( F ) + , ` ( H ) =

,`
( B ) + , ` ( D ) + 。 ( E ) + 。 ( G )

,

: ,

( A ) +
:

( C ) + :
(

.

T ) +
。 ( L ) = 。 ( B ) + ” ( D ) + 。 ( I ) + :

(尤 )
.
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由此可级推靓
, 由通过 A

、

B
、

C
、

D
、

E
、

F
、

G
、

H 或 A
、

B
、

C
、

D
、

I
、

J
、

K
、

L
、

褚 点 的

任一阴若当曲换所围成的域上提 iD ir hc le 七简题一般是不可能的
。

_ _
_

_ , _ _

_
.

_ `
. _

_
_

_
,
_

, _ 、 . _ _ 、

_
_ _ _

_ _ a ”
_

口刀

定理 1
.

2 ( 第二对顶点定理 ) 方程粗 ( 2 )的正规解的偏 导 数
-

策
一
和 簇洽 在

-

一
-

一
- 一 ~

’ - 一 ” 一 ’ `

一
- 一

- -

一
’

一
’ - - 一 ` 一

` ’ `

一
’

~ 一
’ a 劣 ”

一

(心 一

特征平行四边形的一对对顶点上的值的和等于另外一对对顶 点上的值的和
,
偏导数

口”
_ _ _ _ _ _ _ _

_
_ . _ _ _

_ _
. _

_
_ , _

_ _
_ _

~

氮升在 两个特征平行四边形的两对对顶点 ( A
,
C ; F ,

H ) 上的值的和等于另外两对
口y 一

r 一 `

”
, “

一 ”
` ’ -

一
’
~

’ 一

,
` 一

` -

一 ~
、 ” ’’ 、

一
`
一

’ `

一
/

一
” “ 一~

’

. ” 叼 , 了 J

“
『 , “

_

_
_

_ _ _ _ _ _ . _

…
_

_ _

_
_

_

a ”

对顶点 ( B
,
D ; E

,
G ) 上的值的和

,
偏 导数
亩

在两个特征平行四边形 的 两 对 对

顶点 ( A
,
C ; J

,
L ) 上的值的和等于另外两对对顶点 ( B

,
D ; I

,

K ) 上的值的和
,

郎

。 :

( A ) + 。 ,

( C ) . 、 ( B ) + 气 ( D )
,

。 , ( A ) + , , ( C ) = 。 , ( B ) + , , ( D ) ,

, 。, ( A ) + 。 ,
( C ) + 二 , ( F ) + 、 , ( H ) = 。 , ( B ) + 。 , ( D ) + 、 , (石 ) + 。 ,

(召 ) ,

。 :

( A ) + 气 ( C ) + 气 ( J ) + 气 ( L ) == 气 ( B ) + , :

(D ) + 。 :

( I ) +
。 :

(K )
.

任取一条含有直接段 G H , AB
,
F E 和 D C 的光滑阴若当曲接 l ,

lM] 由定理 1
.

2易

盆在 l 上的内法接方向导数恒有

a。 ( A )
口肠

a杜 ( B )

a 几

日” ( C )

a ”

a 。 ( D )

a肠

a , 。 ( E ) a 。 ( F )

日
? ; 一 a ” -

a。 ( G )
一一不 , 一

`

一 十
口舫

a 。 ( H )

日儿

由此推知
, 不能在若 当曲麟 l上任意粉定

上提 N eu m a

un 简题一般是不可能的
.

口舫

a 几 的值
, 因此在上述曲接 l 所围成的域

务2 雨个二重实特征根情形

此类方程粗的标准型是

(孟吕)斋 (艺)
+ 。

(毒一 无 O)蒜(:+) (黝命(价
。 ,

( 3 )

其中 无产 O ,
母

。

特征根为 O
, + ` ,

相应的通解为

”

一了
!
( , ) + 了

2
( , )一 Z J:

, 。 (̀ )“ `

1二医至 f
2 J

双
了

: (̀ )己` + 汀
3 (
二

) + j ; (
二

)

其中
,
了

, , j Z ,

aj
,

了;
是二阶任意可微的函数

。

毅口 A B C D
,

口 E F G H 和口 IJ K L 是以特征换

盆建勒火



中 山 大 学 学 报 1 9 6 5年

二 二常数 夕二 常数

为边的三个全等的特征炬形
,

其中口

A B C D 和 口 E F G H 在同一水平耗之

上
,

口 A B C D 和口 U K L在铅垂接的

同一侧 ( 如图 2 ) 由通解容易靓得类

似于定理 1
.

1及 1
.

2 既两个对顶点定

理郎

定理 2
.

1 方程粗 ( 3 )的正 规解
。 , 。
在特征炬形上恒有

, ` ( A ) + 。 ( C ) + 、
( F ) +

。 ( H ) == 二 ( B ) + 二
( D ) + 。 ( E ) +

。 ( G )
,

。
( A ) +

。
( C ) +

, ( J ) + ,
( IJ ) =

,
( B ) +

, ( D ) +
。
( I ) + 。 (笼 )

.

显然由通过 A
、
B

,
C

、

D
、

E
、

F
、

G
、
H

、

或 A
,
B

,
C

,
D

,
I

、

J
、

K
、

L 各点的任一阴若当曲麟围

成的域上提 iD ir c hl et 周题
,
一般是不可能氏

。

恒有

_

_
_ .

_
_ _ _ .

_ _ _ _ _

_ _
_

口“ 口”
_

日公刁”

定理 2
.

2 方程粗 ( 3 )的正规解的偏导数 茉荒 和 荒筑 在特征矩形上
~

-

一
. 一 一 `

一一
、 一 ` 一 `

一
` “ ~ ” 一 ” 川 一

~ 口劣 口 y
’
.
, 口劣 四 一 ”

’

~
’ 、

卜
`
~

一

、 ( A ) + 、 :

( C ) 二 、 ,

( B ) + 呜 ( D )
,

, ,
( A ) + , ,

( C ) =
。 , ( B ) +

。 , (D )
,

。 ,
( A ) +

, ` , ( C ) + ,: ,
( F ) + 。 , ( H ) =

, 。 , ( B ) + 。 ,
( D ) +

, ` , ( E ) + 二 , ( G ) ,

气 ( A ) +
。二
( C ) + 飞 ( J ) + , 二 ( L ) 二 。 ,

( B ) + 。 :

(D ) + 气 ( I ) + 、 (万 )
。

取一含有水平道麟段 AB , C D的光滑阴的当曲麟 l, 其中 A与 D
, C与 B 有相同

的横坐标
。

那次

a 。
( A )

口?乙

a ” (刀 )

口,乙

a 。 ( C )
a ? 乙

a ” (刃 )

口,毛

a
。
( A )

= 口夕

刁。 ( B )

一 a夕

a 。
( C )

= 一 - 一而州
一
一 ,

口, 〔D )
= 一 一飞可一

·

!!!!!!!

于是由上对顶点定理立得
图 3

a 。 ( A ) a 。 ( B ) 刁, ,

( C )
口? 。 一 口, `

一 口,乙

0。 ( D )
口儿

这就是羡
,

在么上远阴豹当曲接 l 所围成的域上提 N eu m a nn 简题一般是不可能的
。
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那 三个不同实特征根 (其中一个是重根
一

)情形

此类方程粗的标准型是

(孟舒器 :()
+ 2

俊动
万
豁 :()

+

(名钧命 幼
一 。

.

(4)
其中 岭一 b: 一 bl +

奋
,

bl , 。 .

特征

根为 0 , oo 及 1 。

通解是

。 二 f
i (二一 夕)一 ( 1一 Z b : )〔二 f

: `

( 二一

一 夕) + f
Z
(
二一 , )〕+ f

3 ( , )
, = 一 2 b 3〔` f :

`

( , 一 , ) + 介 (二一

一 夕 )〕+ f
; (二 )

,

其中 fl
,

f Z ,

九
,

f
;
是 任意二阶可微的

函数
.

投口 A , B禹D :
和口 E : F : G , H ,

是

以特征修

夕= 常数 和
二一夕= 常数

图 4 a

为边的一对全等的特征平行四边 形 ( 如图 a4 )
。

口 人几几 D :
和口 E Z

凡仇 H :
是以

特征耪
二 = 常数和

二一夕 = 常数 为边的一对全等的特征平行四边形
,

(如图 4 b )
。

同理从通解立即推得类 似定理 1一L的 定

图 4 b

理
。

定理 3
。

1 方程粗 ( 4 )的正规解叭
。
在

特征平行四泣形上恒有

。 ( A : ) + 。 ( C ;
) + 。 ( F : ) + 佗̀ ( H

: 》=

= 。 ( B , ) + 二 ( D , ) + 二 ( E : ) + , ` ( G : )
,

。 (月 2 ) + , ( C Z ) + 。 ( F Z ) + , ( H Z ) 二

二 。 ( B Z ) + , ( D Z
) +

,

( E Z
) +

。 (
`

口 2 )
.

显 然在 通 过 A`
、

B ` 、 C`
、

D ` 、

E`
、

F ` 、

G ` 、

H `

(艺二 1
,

2) 各点的任一阴若当曲接所围成的

域 上 提 iD ir hc le 七简题一般是不可能的
。

.
_

_ _

_ _
_

口” a ” 日”
·

a ”

定理 .3 2 方程粗 ( 4 )的正规解的偏 导 数 硒妥甲 + 一

百亏-
, 一瓦子 + 飞万

.

狂

特征四边形上有
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( 。
: + 。 , ) ( A , ) + (

二 , 斗
一 , ` , ) ( c 、 ) = (

。 : + 、 , ) ( B ;
) + ( 、

: + 。 , ) ( D , )
,

(
。 : + 。 ,

) ( A
Z
) + ( 。

二 + 。 , ) (几 ) = (几 + 。 , ) ( B Z ) + (气
一

卜 , , ) ( D Z )
。

取一含有 曲接段

夕 = 一 S艺,、二和万= a 一 尽艺。 (二 一 a )

0 ` 二` 2二 的光滑若当阴曲麟 l ,
其

中 。 为任意实数由定理 3
.

2可得

日二 ( A
: )

.

a , 。
( B :

)
— 一万二一一一

,

十 , 一一二至丁一一一

U ,I乙 U 了公

0、 ( C l
)

a ”

日、 (D , )
日几

由此可兑一般是不能在 l 所围的域

上提 N e u m a n n 简题
。

取 一个单实根和一个三重根情形

此类方程的标淮型是

(孟吕)
~

黔 (: )
+ 2

(擎孟)
.

斋 (忿)
+

(名全)命 (艺)
一 。

( 5 )

其中儿笋 0
,

对应特征根为0 , OO
。

·

通解是

。 = 二 Z
f
: ` ( y ) + 2 二 { 2灯

: ( , ) + j Z( , ) } + f
3 ( , )

「y
, = 一 叮

: (“ ) 一 } f Z ( t ) d`+ f ; (` ) ,
以

0

其中了
: ,

了
2 ,

f3
,

f
;
是 任 意二阶可微的

面数
。

口月 B口D 和口 E F G H 是以特征

接
二 = 常数

, , = 常数为边的两个全等

的特征矩形 ( 如图 6 ) 由通解易得

定理 4
.

1 方程粗 ( 5 )的正 规 解
二
若在特征接 夕 = 常数 上 拾 定三点

豹值
,

lRJ 完全确定 初在敌特征麟上的

值
,
而

,

在特征矩形上 lRJ 有
图 6

, ( A ) + 。 ( C ) + 。 ( F ) + 。
( H ) = , ( B ) + 。 (D ) + 。 ( E ) + , ( G )

.

由此推得
,

在含有一段水平特征接段的任意朗若当曲接 l 所围成 的 城 土或以通过
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A , B , C ,

刀
, E ,
尸

, G ,

H
,

的若当阴曲接所围成的域上提 iD ir hc let 简题是不能的
。

_

_ a哪

定理 4
.

2 方程粗 ( 5 )的正规 解
” 的 偏 导 数

-

盂
.

若在特征麟 ” 二常数上二点

口
, 。

_
_

_

_ . _ _ . _ _
_

. _ _

二
_ _ ,

a 肠

的值胎出
,

lRJ 完全可么确定
一
氮卜 在敌特征接 y = 常数上的值

。 ,

场于 在特征属上r 砂 `

降
,.
~ ~

’ 产
~ 产 “ ~

J

一
’

乒 J

~ 口劣 一一
’ “ ’

一~
“ ” 吕

~ 一
’ ` ’

~
’

O夕 一
’ `

一
,

~ 一
的值刻由其

_

七三点的值所确定
,
而正规解

。
剧有

、 ( A ) + 。 :

( C ) 二气 ( B ) + 气 ( D ) ,

, , ( A ) +
, , ( c ) + , , (尸 ) + , ,

( H ) = , , ( B ) + 。 ,
( D ) + , , ( E ) + 。 ,

( G )
.

如果即曲簇 l 有一段与水平特征麟 重合 lBJ 显 然 不 能 在 l所 围 成 的域 上提
N eu m an

n简题
.

或者取图 3的阴曲麟
,

在其上易征

a 。 ( A )

a ,乙

a
。
( B )

a几

口。 ( C ) 。 ,

(D )

a ”

刁。 (石 )

日”

a , ( F )

口几

刁牲

日, (口)
一一~ 二布一一一 - 一

.
1.

a 牡

a , ( H )
乡乃

== O

从而在其上亦不能提 N eu m a
nn 周题

。

从上桔果得出
:

含两个 自变数两个未知函数的常系数二阶枝性双曲型方程粗一

般是不能提 iD ir ch let 周题和 N eu m a

nn 简题
.

也 就是能
,

方程粗 ( 1 )的双曲型性质

能深刻地刻划出来
.

除此
,

还可以应用第一和第二对顶点定理探豺双曲型方程粗的其他各种定解咫

题
。
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