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亡
,

亡函数 类 与 弦焉 氏过 程

司
·

徒 荣

( 数学力学系 )

V 八

本文受 2L 〕 〔5丁之后发
,

在梁之舜副教授的指导下
,

提日l了附
、

内 函数类 ( 达

二类两数在 J 取成不同集族时
,

可得出不同函数类
,
例如

:

可得 出全体有 界连掖可

侧函数类
,

及具紧支柱的速被可侧函数类等 )
,

对其积 分之上
、

下半嫂植性之等价命

题及与可侧函数之关系
,

积分相等之等价命瞿等进行了研究
,

得 lIJ 了看来会有广泛

应用之定理
。

然后在将 〔3 1 之强局氏过程定义作了等价之筒化后
,

将 上她研究应用

于禹氏过程及强禹氏过程
,

使就一地得出了在相当厂
一

泛的一类拓扑可侧寨固上
,

踢

氏过程成强踢氏过程 的充分必要条件或充分条件等
,

扒而概括了LZ〕仁3〕LS州
,

一系列的

枯果
。

最后
,

应用这些粘果又提供了在更广泛的空简里考虑特征算子之
一

可能
J

性
,

并

将师1这方面之若干拮果作了推广
。

八 V

泉
.

CJ
,

C
J

函 数 类 的 性 厦

,
.

之
, ,

己
,
函数类的积分上

、

下半建摘性

似下
,

恒投
:

( E ,
C

,
B ) 为任一拓扑可侧空固

,
Y为拓扑空固

,

对任意昨 Y
,

对应了一个 B上

之有限侧度 # , ,

用 f 表 ( 刃
,
C

,
B ) 上之实值函数

,

韶

C 二 { f :f 为莲箱可侧
,

且 O ` f 峪 1 于

C
` , 一

{
G : G C 召 ,

存在
.

`
· C , G 一 、了, ” ;

}
F
` , = { F : F C E ,

万
, `

C
` ,

圣

( 其中 F 表 F在 E 中之余集
,

以下同此 ) 又毅 J 为 打之任意一个子集放
。

称 G C石具有 J

— 包围
,

若 存 在 r ` J ,

使 G C r
。

称 f 具 J

— 支柱
,

若 存

在 F ` J ,

使 f (
二 ) “ O

,

当 、 ` 万
, 。

韶 J

—
l艺? ,;

f (二 ) = 0 若任抬 e > 0
,

存在
劣兮

。 `
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F ` J
,

使 1j(
二

l) < e
,

当 炸 F
.

叉韶

{ f : f
o C

,

{ f : f
` e

f 具 J 一支柱 }

J 一 l艺、
.

厂( 二 ) 二 0 }
荡 - ) 。 。

V 八

易知 C J C ` J e C

只下关于 J 所附加之条件
,

仅在某些定理中用到其中之若 干 个
, 为方便补

,

先全部罗列于此 : J
.

lo F
`

J

一
存在仇 C’’

,
G具 J 一包围

,

使F 二 G

J
.

aZ F , ,
F Z` J

一
F : U凡具 J 一包围

J
.

3
0 J e F

` ,

定理 1
.

1
.

1
.

对任意集 族 J ( 不要求满足任何附加条件 )
,

段 夕。 `
Y

,

则 下

列命题等价
:

la f
·

今 , 了
。
担户 ,

在 九 下牛速擅

f
` C J 分 f

。

脚
,
在 九 下半建 擅

“ C
` , , _

且 G 具 J 一包围兮 # , ( O )在 , 。
下半连械

r ` B讨工对任意 e少 0 存在 G `
C

` , , G 具 J一包围
,

G C 厂 ,

使 J` , 。 ( r \ 口 ) < e

006

2
CO4

兮 均 ( r ) 在 女。
下半连擅

〔注 〕 自然地把满足 a4 左边假投之集 r 称为 与
。

之下半莲擅集
。

未靓此定理前
,

先注意到下面的事实
:

加
引理 i一 1

.

l o
G

`
C

` ,

分口 = 门 F 及
, ,

F 兀 。 F
, , ,

且 F 兀个 , ①
K 二 1

Z o
F , ,

F Z` F
` , ,

F l门尸 2一 小峥存在了
` C

,

使 F 』 = { f 二 i }
,

F Z= { f 二 0 于@

么下往靓定理 1
.

1
.

1
.

〔征 ) 1o 分 2o 是显然的
。

往既 a2 峥 a3 : 敲 G 6 C
ll ,

且具 J 一包围
。

按上面引理
,

中
有 G , U F K ,

F 二 ` F
, , ,

F 二个 , 及存在 g。 ` C
,

使 g 。

( 劣 ) “ l ,

当 ` 。 F
.

; g (二 ) = 0
,

五名 1

当“ 召
.

令

人 = J 矛̀ x

箱对一切
、
具

,

伪
, , 夕: ,

…
, 夕。 )

,

易知 o ( f
。
个z 口 ,

f
。 `

沙准 由扮户
“ 在 ” 。

下半连

可推坷
: `

户
, 一
以 a) 在 ” 。

亦下毕建氰

盯 3 。

分 o4
:

殷 厂为满足 o4 左边假毅之集
。

任抬 8 > 0
,

按假股应存在 G ` C
厅 ,

召 具有 J 一包围
, G 己 r

,

使 巧
。

( r \ G ) < e
,
但对 G , 由 o3 知

,
应存在 夕。 之邻

城 U , 。 ,

使 外 U ” 今

① G K 十表: G K 0 G K + 1 .

K = l
,

2
, ·

… G K 今表: G ` 巴 G K + 一 ,

K = z
,

2
.

…
,

② { f 二 i } 表集合 { 劣 : f (劣 ) == i }



第 2 期 某 些 函 数 类 与 强 局 氏 过 程 1 3 9

产 , 。 ( r ) 一 Z e峨# , 。 ( G ) 一 e 簇户 , ( G )簇子̀ 。 ( r )
,

得征4 0 。

八
_

靓 4o 分 lo : 毅 介 ( ,
,

则任抬 e > O
,

便存在 厂
`

J
,

使O叹 .f( 劝 < e
,

当
.

、 厂

因为 内 oj’
一 ’
是数直耗上之有限侧度

,

故 群。 。 f
一 ’

( { ` 川 卜 O 之 云点 至多可数 个 ; 取

分点￡o

< 艺,

< … 反 云。 。 诱。 < O
,

t。 > 1 ;
使 才二 (尤 二 O

, i
,

… , 。 )满足 户 , o
.

f一 ’ ( { t二 } ) = 0
,

且M a二 ( t尤一坛
一 , ) < e

。

电

令 E 二 = {
r二一 1 < f 咬 亡二 } n { f > 8 }

,

S , = 艺 t二一 : 产 , ( E 及 )
。

几 = 1

易知 刃 K 为满足 o4 左边假投之集① ,

故对 e 卜 0
,

应存在 夕。 之邻城 U , 。 ,

使 终 U , 。 一 )

。 , ( : K ) 二 , ! , 。 ( : 二 ) 一

导
、 、 , ) 、 , 。 一 。

。

但另方而
,

又有

f
:

·

f泞̀
!“ 一 S 即 一 f {

.

; 、 。 }
·

f d” , +
f {

`

f ) 。 } f 昆̀
。 , 一 “ , -

一
了、了、 。 } .f `任

, +

息夕
二二 ( ,f 一 * K一 ;、 , , 仁, 》 。

,

o ` f
。

·

f“ `
。, 。

一 “ , 。 一 l {
.

尹、 。 } f “ “ · 。 +
f {

.

f > 。 } “ d“ , 。 一 “ · 。

《 e`
: , 。

( “ ) ,

故 “ ` U , 。 ” f
。

·

f J` : , 一
f

o
.

f浮̀
。。 。 一

f
。

·

厂己“ , 一 “ , + ( “
, 一 “ , 。 ) + (“ , 。 一

f
o
f 浮̀

! , 。
) 》

一 e 一 e 群 , 。 (刃 )
,

得解 1
0 。

④

定理 1
.

.] 2
.

又J满是条件 J
.

l ”
之集族 J

,

若坯有
:

存在 , 。
之邻域厂

; 。 ,

使哗盯 ; 。

一
。 ` 内 (助 《 M (万为常数 )

,

则对 先
`
Y

,

有下列命题等价
:

1
0

f

2 0
.

f

今 * f
。

、

阿拜。
在 ?lo 土半篷擅

价 * f
。 `私

,
在

·

、 上牛莲箱

a3 尸 `
lF

, ,

且 尸具 J

—
包围今 构 (尸 ) 在 刀。 _

卜半述麟

4o r `
B

,
几任抬 e 卜 o ,

存在 夕
`

侧
,
尸具 J

—
包围

, r 亡 F
,

使 巧
。
( 尸\ )r

< e 分 内 (厂 ) 在 夕。 上华篷擅⑧

① 事实上
,

作 E
’ 二 二 { t二一 1

< f < t K } n { f > 。
}

,

便有E ’ K :
c

,
` ,

具 J

— 包围 ( { f > 。 }

巴 r `
J )

,

E ’ K 巴E K ,

且 0 长群
y 。

( E二 \ E ` K
)《 召

、 。

f
一 1 ( { t K } ) 二 0

② 由定理之敲明可冕
,

在定理 1
.

1
.

1
.

中下面的命题也是一个等价命妞 :

s
o

r 日B
,

且存在 G “ C夕
,

F
g F气 F

,

G均具 J一包围
.

G r r 己 F
,

使不̀
)

.

。

(下\ C )= 。一` , `
,

( l
’

)

在y
。

下毕速植
。

马 自然地把满足 4
“

左边假投之集称为 夕 , 。

之上半述植集
。
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〔靓〕 o1 峥 o2 显然
,

在靓 o2 咔 o3 时
,

只需注意到
:

若 F 满足 o3 左边之假投
,

由引理 1
.

1
.

1
.

及 J
.

lo 之性厦
,

不难重新作得 召砂 C
” ,

G兀 具 J

— 包围
,

G K杏
,

使

的
F = n 口丑 ,

挂班 4
0

峥 1
0

时
,

剩下之靓明用类似于 上面定理之 2o 今 3o 之靓法便可完 成
.

最后
,

仅需注意到
:

当 介 CJ 时
,

{ 了》 e }
`

F’)
,

且具 J

—
包围

,

仿上令
E ; = {

艺̀ 一 : < f ` 坛 } n { f 》 e } ( 其中云
。

< :̀ < … < 气
, `。 < 0

, `。 > i
,召 , 。

f
一 ’ ( { “ } )

一 ” ,

”
` ( “ 一坛

一 , ) < e ) 及 “ , 一 石
`

洲 (叼时
,

便不难麟靓 “ 二 潇 足 4 。

左 边

假投及 } f
二

脚
, 一
酬 叹砂

,
( “ ) <此

,

当。喻时故按却
’

及仿前类似靓街 可得

靓 4 0

今 1
0 0 ①

由上二定理
,

即得

定理 1
.

1
.

3
.

殷集族 J 潇足 J
.

lo
,

且存在 , 。之邻域 U , 。 ,

使笋 U , 。

一
o ( 以酌

( M
,

(万为常数 ) lHJ 对万
。 ` Y ,

下列命愚等价
:

I O
f
` C J ” J

:
f d “ ,

在 “ 。

速很

V

介 〔
, J 兮 f

。
f d 拼 ,

在 “ 。

莲很OO
23

4 o

包 围
,

口
。

C
” ,

口具 J

—
包 围兮户 , ( G )在 夕。 下牢莲擅

F ` F
’ ` ,

F 具 J 一包围
一

与 ( F )在夕。上半莲擅

r 为群 , 。

之述被 第 ( 定义为
:

任抬 e > 0
,

存在 G : C
` , F 。 F

” ,
G与 F均具 J一

` C r C 尸
,

使声 , 。
( F \ ` ) < e )

一
召 , ( )r 在夕。为速值

’

若仅时渝 少中函数之积分上半速覆性
,

可不假毅侧度召 ,为在夕。邻域内一致有界

之条件
,

但需加股集放 J 满足 J
.

a3
:

定理 1
.

1
.

4
.

毅集族 J 满足 J
.

lo 及 J
.

o3
, , 。 。 y ,

lllj 下列命题等价
:

l o

f
` C J

一 J
。
f d“ ,

在 “
·

上半速擅

oZ F ` F/
, , F具 J一包围

,

一
召 ,弋F )在物上半莲短

3
。 r `

B
,

且对任抬 e > 0
,

有在F ` F
” ,

F具 J 一包围
,

r C F
,

使巧
。

( F \ r ) < e

一
召 , ( )r 在 , 。

上牢莲值

〔征 〕 o1

一
o2
一

o3 之靓明与定理工
竺

l 多之 o2
一

o3

一
a4 全 同

。

在贰 明

3“

一
o1 时也是类似于盆定理之 a4

一
l “ 的

,

仅需注意到
:
改合

石、 二 { 坛
一 1 <了夕

二
} n r (其中 r : J

,

使了( : ) 一 。 ,

当二 `
子 )及合 、 , 一 劳坛` (` )

,

① 同 13 9夏之脚注②一样
,

星理三鱼
二翌二也能加上类似的等价命题

。

以下之定理均可有类似

的附注
,

兹从略
。
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由于 J oF
胭 ,

故不难 , 二、 二足 3
。

左。 。 二
,

及易知 f
E
f “ “

, 一 “一
二

彗
:

f
: “

·

` -

`二 ) d“ , 兰 o
,

o二尽, 。 一
f

:
,

f和
, 。

< e 。 , 。 ( 万 )
,
故仿前用类似办法便可征明得 3

“

一
1

0

具
。

由定理 l
.

l
.

L 及定理 1
.

1
.

4
. ,

又立 8[J 可得

笼理 1
.

1
.

5
.

段集族 J 潇足 J
.

lo 及 J
.

3 。 , 罗。 `
Y

,

lHJ 下列命题等价
:

V

1 o
f

`
(

` J

ee
今 f

o f 汉“ ,
在 , o

述擅

G :
C

“ ,
G具 J 一包围

一
产 , (必在夕

。
下半述糟

,

F
`

F
` , ,

F具 J 一包围
一

声 ,
( F )在夕

。

土半处擅
r 为刀 , 。

之莲擅集 ( 定义同塑塑
二

工卫
:

之 4 “
)

一
召 , ( )r 在九赴擅

2
.

口函数类与可测函数类之周的关系

在这段里
,

恒毅
:

( E ,
C , B ) 为任一拓扑可侧塞固

, J 为对之一个子集族
,
满足 J

.

lo 及 J
.

oZ
.

又殷 J .为石之任 意子集族
,

满足不越条件
:

J 一 1
0

·

I 一C F
“

J 一 Z
a

F l 一 F Z o J -

一
1尹一门F Z̀ J z

J : .

30 尸 ` J ,

一
F 存在 J 一包围

并投拓扑可侧察简 ( 石
,

J 一包围
,
剧有

OC
C

,
B ) 诵足 B = 叮 ( J l )

, 召 = U E x , 召入 〔
F

, ’ ,

E 二具
兀 = l

定理 1
.

2
.

1
.

股 L为 ( E
,

C
,

B ) 上任一实值函数系
,

满足 f
`

I
刁

一
J i(I 斌

.

f
,

O )及

一万￡, ` ( f
,
0 ) ` L , 称 (刃

,
C

,
B ) J 二之实值面数系 I

一

I为上
`

—
系

,

若

1 ) f
, g `

H

一
a

、

f + 口夕
`

H
,

其中 a ,

月为任意实数
;

2) 人
`

H
,

O二 f
,

个
.

f
,

民 f为有界或
。 L

一
J
` H

刻 有 L
’

一系 H包含 C J

一
H包含全体 B一可侧且

`
L之函数

的
〔征 〕 先征 1` H

:

由投易得 E = U E 二 , E 二 个且
`

F
刀 、 E 践具 J 一包围

,

按洲
丑 = 1

及 J 之性盾
、
不难作得 G护 C

” , o `个
, G `
具 J 一包围

·

使刃裤 G。 故 由弘鱼口三红
,

知存

在 沪二 ` (
, ,

使切二 (
二 ) = 1 ,

当二 ` E二 , 卯二 (二 )二 O
,

当
。: 。 G二

。

取
`

f
, .

二万
“ : 。

( 沪 : , 护 2… , 切
, `

)
,

V

易知 f
, . `

(
, J , 一

11
`

f
,

个 1
、

故 l 〔
IJ

。

现任取 F
`

J
, ,

由 J :
.

3 “
及 J ,

.

1。
一

与J
.

lo
,

不难作得召产 C
j) , 召二杏月

_

具 J 一 包围
,

使

F 一
胃嘛 故利用引理 1

.

,
.

,
. ,

不难作得人
`

扣
,

`

八
`

、 ; 二 ,
从而 。三 1一 f

。

个 1一 ; J , 。

K = 1

由于
_

上L沉已靓 l o
H

。
且H对耗性运算封阴

,

故可知 1一 f
, 。

H , 爪而 1一 `产 H
:

故 `厂 l注
.

但 J
,

对有限交封 -wJ
,

故含有 1 的 l ` 一 系便必含有全体 关 于 B 二 a( J , )可洲且
“ l之雨
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数 ( 〔 3 〕引理 1
.

2
.

)
。

的
定理 1

.

2
.

2
.

毅召 , ,

为 B上之二个有限侧度
,

剧 下列命题等价
:

( 在 E 二 U E K

K 二 I

中加殷 E护 J :
) ①

1 0 厂 ` B

一
群 (厂 ) 二 , (厂 )

Z
o

C
`

C
, , ,

且口具 J 一包围
一

召 (口 ) == , (口 )

o3 F ` F
” , _

「L夕具了一包围
一

可 F ) == 式 F )

4
0
尸

`
J l

一
产 ( F ) = , (矛

,

)

V
_

5o 了
`

少
一 J盯翻 = J盯山

八

6
o

f
`
沙
一 J

o j d拜 == J
o f d “

7
0

, ` C

一 J
。 , d , =

J
二
f “

,

。O
了

` B

ee f
。
了办 =

f
:
r“

,
@

g o r 为“ , ,

之公共连擅集 ( 即 r ` B
,

且任抬 e > o
,

存在矛
’

“ F
` , , G ` C

C
” , 万

’ ` ,

G `均

具 J 一 包围
,

使 G ` C r C F `
(

` = 1 ,

2 )
,

及产 ( 矛
’ :

\ 口
,

) < 8
, , ( F Z

\ G Z ) < e )

一
拜 ( r )

= ,
( 厂 )

V

i o
o

f
`

少
, S为 ( 0

,

+ oo ) 上之 B o r e l集一
群 f

一 ’ (习 ) 二 ; f 一 ’ (名 )

( 靓 〕显然 1。

一
o2
一

o3 (
`

: F
`

F’l 且具 J 一包围时
,

不难作得召护 C
”

且具 J 一

OC
包围

,
G兀 杏

,

使 F 二 n G ` )
。

o3

一
o4 亦显然

.

而 o4
一

o1
,

由 lJ 对有限交封

的
阴 ,

且 B = a ( J , )
,

及石 二 U E二 , E 在 `
J , ,

故可知具 ( 〔 3 〕引 理 1
.

1
.

)
。

故 1 0

至4 0

K = 1

等价
。

而 5”

一a8, 注意到若取 L钊 全体有界 实值画数 }
,

H为使丁
从 f和 一

J
。
f “

,

(
_

其中
.

f
` B ) 的 f全体

,

则 由 完 理 1
.

2
.

1
.

,

便可知具
。

但 8
。

一
o7

一
o6
一

o5 是

不足道的
; 故 又可得 o5 至 o8 之等价性

。

再注意到o8一
o1 是不足道的

,

及 ]
_

“

一
8 。

亦显然的 ( 〔 3 〕引理 ]
_

.

2
.

)
,

故至此得到了 o1 至 o8 全部等价
。

最后
,

1o

一
9o 是显然的

,

故仅需靓 o9

一
100

,

及 1 00

一
o5

,

定理之证明便可全

部完成
。

V 一
靓 9o

一
10

“

毅
.

八 沙
,

刷存在刃
:

。

I ,

使
.

f (幻 = O
,

当
.

二 F ,
在 ( O

,

+ 沉 )上取

一个可数稠共 T ,

使捉 少时
,

从f
一 ` ( {

亡 } ) = 叮
一 ’ ( { 呀 ) = o ,

社 盯
:

任意 艺
’ ,

术
` ,

` .r

一
户

.

f 一 , ( ( :
` , ` l, ,

) ) = ,
.

厂
一 ’ ( (艺

’ , 亡
` ,

) )

若把等价命题 4
“

除去
,

lR] 此假歌可以不加
。

B 表
:

全体 ( 石
, C ,

B ) 上之有界实值可侧函数
。

①②
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( 此点若得征
, alJ 欲 f一 ’与 v

f
一 ’
便成为 ( O

, + oo ) 上关于 B or e l 集恒等之侧度 ) 注意到

f
一 ’

( (亡
` , 亡” ) ) C

.

厂
一 ’ ( 〔 亡

’ , 亡, ,

〕 ) C F (
` . ’ 、

厂( 二 ) = 0
,

当 二 `
F )

及 产 ( f
一 ’ ( ( `

’ , 亡
, ,

〕) \ f
一 ’ ( (亡

’ , 艺
, ,

) ) ) 二 , ` f 一 ’ ( { 亡
`

} ) + # f
一 ’ ( {

亡,,

} ) == o

,
( f

一 ’ ( 〔 亡
` , 老“ 〕 ) \ f

一 ’
( ( 老̀

, 亡
` ,

) ) ) = ,
.

f 一 ’ ( {
艺`

} ) + ;
.

厂一 ’ ( {
忿` ,

} ) = 0
,

故 f
一 ,

( ( t ’ , 亡,,

) ) 是群 , ,

之 公 共速精集
,

按 9
0

之 投
,
有 召

.

f一 ’ ( (亡
` , t

` ,

) ) = ,
f
一 `

( (亡
’ , “ ,

) ) 真
.

征 10

一
5 0

殷 f
` (

, J ,

按 1 0
0

之投
,

有

J
《。 , ,〕 , d召 ,一 ( , ) 一 了

( 。 , 1〕 , d“ f
一 ’ ( , )

,

自口 f { .tt ) o } f d“ 一
J { r > o } f d · `

,

故

f
。
f d“ =

j
o
f d , .

3
.

几种特殊情形

下面指出上面一般定理的几种重要特殊情形
。

若在任意拓扑寸卜可侧空简 ( E , C
,

B ) 中取 J = { E }
,

刻 J 之条件自然都被满
八 V

足
,

且易晃此时有 内 = 四 = 尸 ,
故在第一段中 之 定 理 1

.

1
.

1
. ,

定 理 1
.

1
.

4
.

及定

理 1
.

1
.

5
。 ,

便分别既明了任意拓扑可侧空简土
,

关于全体有界速械可侧函数之积分

之上
、

下半速擅性之等价命题
。 ①

若再要求B = a( F
”

)
,

并取 F
”

= J , ,

lHJ 易见

关于 J ,
之全部条件也 自然地被满足

,

故在第二段中之定理 1
.

2
.

1
.

及 1
.

2
.

2
. ,

便成

为了
:

满足 B = a( F勺之任意拓扑可洲空简 ( E ,

C
,
B )上

, L
`

—
系含 君使含圣 体 B

—
可侧且

`
L 之画数之命题及关于函数类 〔了之积分相等之等价命题

。

这二命题无

疑地 是〔3〕引 理 1
.

8及阁定理 1之推广
。

若在任意拓扑可侧空简中
,

取 J 二 { 全体紧子集 }
,

则定理 1
.

1
.

1
.

便规 l归了
:

V

任意拓扑可 i1JJJ 空同上
, 关于具紧支柱之有好建擅可侧函数类 ( 即阴 ), 及 在 无 穷

远点机限为器之有界趣彼可侧函数类 ( 郎` v )之积分下牢连植性之等价命题
。

若在任意拓扑可侧多 {浏中
,

取 J 二 { 全体紧的且
`

F
` ,

的集 }
,

并成空 阴 为局部

伪紧既 ( 定义为
: 任 。 刀 ,

均存在邻域
`

C’
, , 使敌邻域被 某 紧 的

〔
F

ll

之 集 所 包

含 ) ⑧
,

容易脆靓此时关于 J 之条件全部均被俩足
,
故此时第一段中之全 润

,

笼 理

〔定理 1
.

1
.

1
.

至 1
.

1
.

5 ) 便分别视明了
:

任意局部伪紧之拓扑可侧空 !剐上
,

关于共

紧 F
"

之支柱之有界连擅可侧函数 类 ( 及 脚 类 ) 之积分之一下半赴糟性之等 价 命

翅
。

易知
,

若取 J 二 了全体紧集 少,

空 5jI 满足
:

凡 , l,: ,

有炸某 G `

脚
, G具 J 一包围

① 这些等价命题显然地包含了〔 2 〕定理 2之等价命题 ( 除 1
。

外 )
,

并且察简更为广泛
。

② 这利
;

空简是存在的
,
例如 ( E

.

)C 为通常的局部紧
,

完正规 空 阴
,

且 B = a ( )C
,

nU拓扑

可侧空阴 ( E
,

C
,

B ) 便是一个局部伪紧空简
。
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lRJ 定理 1
.

1
.

1
.

至 1
.

1
.

3
.

仍真①

若再要求 B = a( J , )
,

( 此处 J :
表全体紧 F

n

集 J 仍取全体 紧 集 )
,

井要 求

E 一害E 二 , E K `
J ,
容易墩靓此时关于 J ,

之全部条件也被满足
,

故此时 第二 段中

兀 = 1

之定理 1
.

2
.

1
.

及定理 1
.

2
.

2
.

便成 勺了
:

满足 B诬 。 ( J l )
,

及 E == 吞 E K , 万护 J ,
( 其

K二 1

V

中 J , = { 全体紧 F
”

集 卜)之局部拟紧拓扑可侧塞简 ( E ,
C

,
B )⑧ 上

,

L
`

一系列含少便
丫 ^

含全体 B 一可侧且
。

L 之画数之命题及关于函数类 沙 与 沙 之积分相 等 之 等价命

题
。

这二命题无疑地是 3[ 〕引理 1
.

8
.

及 〔2〕定理 1 在另一类空周中之加强
。

虽2
.

强焉氏过程的等价定义

下面指出非齐次可断强局氏过程的一个等价定义
,

使 〔3 〕中强岛氏过程 的 定 义

得到商化
。

弓!理 2
.

1
.

毅 ( E ,

B )为任一可侧空简
,

X为其上禹氏过程@
, :

伽 )为 3 一 禺时

(筒称与
`
过去及将来无关之随机变量为

、

一焉时
,

定义兑 3}[ 中之 5
.

1
.

)且
:

恤 ) 镇亡
,

对 任 意 A `
M忿( M辱定义觅〔3〕中 5

.

2
.

)
,

会
: `

(
,才,

) “
(

,。 ) , 当
,。 ` A

二 ( : (
, 。 )

, ,
)

,

当 , 。 `

{ 又
, : 镇 ` }

,

当
,“ { A , C> t

}

刻
: `

( ” ) 仍为
S
一属时

〔靓 〕 首先
,

易知
3 镇 : `

( ,。 )咬 万 a二
( c (

,。 )
, s

)
,
其 次

,

若
, ` 夕 t 。

有 {
; 护

( , 。 )

(
, 。

< ` ( , , ,

) } = {
、 l , :

(
, : ,

) 簇
、 。

< C (
, 。 ) } U { A , t < ` ( ,。 )

, 亡喊 。 < ` (
, ,

) } = { A ,

r (
, 。

) 喊 , `
< “ (

,` ,

) } U 、 A , :

(
,。

) 、 ,`
< “ (

, , ,
) * 、 M 泣

,
若 S `

。`

< ` ,

有

、
: ’

(
? 。

) 、
, 。

< C (
, ,·

) } 一 { A , : (
, 。

) 、 , 。 < ` (
, 。

) }
`

M J
,

得 ,
.

只下投
:

( E ,
B ) 为任一可侧空简

,

X为取值其上之可侧属氏过程
,

且斡移函

数 p ( 。
, 二 , ` , r )关于

; , x
二元可侧④

,
我俏有

定理2
.

1
.

下列命题等价
.

I O
X为强属氏过程

这种空简是存在的
,

例如 ( E, )C 为油常的局部紧
、

全正 gIJ 空 背
,

且 B 为 使 全 体 满 足

O ( f 《 1 之速钟函数可侧的最小 6一 代数
。

这种察简是存在的
,

例如我们取 ( E
,

)C 为 通 常 的局部紧
、

6 一紧
、

全正 gl] 空简
,

井令

B = a( F
夕

)
,

lIJ 拓扑可侧察阴 ( E
,

C
,

B ) 便是一个这种察背的例子
。

思氏过程定义晃 3[ 〕第二章 虽.l

参圈〔3〕第五章 号2 , 5
.

3
.

①②①④
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2
0

对任意
二 ` E , ;

) o
, :
一 思时

:
(

, 。 ) , 及 M忿一可彻J函数 ” ( ,。 ) (
。。 ` “ : ) ,

刀 》 r ,

有凡 r `
B

,
p

: , ·

(` 。` r ) 一 了夕
:

p
: , 二 :

(
, 刀 ` r ) I

’ , , ·
( d , ,̀

)

a3 对任意 , E , 艺>
吕 》 O

,

及任意 的 满足 t 》 : (叨 )之 ,
一 禺 时 试叨 )

,

布

凡 厂` B ,

P,
, ·

(劣 , ` r ) 一丁夕
: p : , 二 : (` : ` r ) p

: , ·

( d` )

〔征〕 显然 1
0

一
2

0

一
3

0 。

往征 3
0

一
1 0 .

由〔6〕 ,
仅需盯

:

对任意抓 E
, 亡> 8 》 O ,

及任意的 痛 足 亡》 : ( ,心之
。 一 局时

r (` )
,

有凡 r ` “ , A ·
M :

,
p ` , , ( , : · r

, ` ) 一 `、 p : , :: : (` 。` r ) 尹
。 ,·

( d` )
。

注 意

到
,

若令
r ’

( “ ’ 一厂
’ (哟

冷
( `

当 。 ` A

( ,。 )
, : )

,

当 叨 `

{ 又
, c “ }

,

,

当 , 。 `

{ 人
, e > 艺

}

刻
r (叨 )嘴 : ’

(
? 。

)嘴 亡,
且按引理 2

.

1
. , : ’ (功 )为 习一岛时

。

故若 3 0

具
, 具11

P,
, :

( x 。` r ) 一了
习 : ,

p T 护` r ,

(
二 。̀ r ) p

: , :

( d ,。 )
O

由于上式左边 一 p
, , :

(二 : ` r , A ) +

p
, , ,

(二 . ` r ,
入

, ` < “ ) ,
而 右边 一

f
、 p : , 二 r ( ` 。

` r ) p
: , ,

( “
,” ) +

f { 灭
, : > ` } 尸

。 , : 。 ( · 。
· r ) , ) : , ,

( d l· ) 一 J , p : , 。: : (
2

`

。· r ) , ) : , :

(以
1。

) +

f { *
, : 喊 云 < : } 尸

。 , · : ( · 。
· r ) p

: , :

( “
飞。 ) ( …在 { ` , : 成 , }上 一 (全

之,

) 》 ; (
,才,

)
,
有

, 。

育“ : ,

)
,
祖 { `一 : 镇 ` < “ }

`
M :

,
故 由属氏性从上面左敛等于右边 可 推 得

p
, , 二

(
二 . ` r , A ) 一 J

, p : , 二 :
(
二。 ` r ) p

: , ,

( d ,。 )凡 r `
B

, A 〔
M拿真

。

〔柱 ) 1o 用类似征法不难将引理 2
.

1
.

加强为如下形式
:

引理 2
.

1 ’

毅 ( E ,

B ) 为任一可侧空简
,
X为其上局氏过程

。 :
伽 )为

;

一志时
,

” ( 、 ) 为 M拿一可侧
,

且 ” 》 : ,
对任意 A ` M尽

。
合

: `
( 1· ) 一厂

’ (`

{M
“ ` (

又刀 ( ,。 )

)
,

当
, 。 ` A

,

1尹J、 rù

C (
,之1

)
, s

)
,

当 , 。 `

当 。 `

{ 天

{ 入

, C 叹 刀

, C > 刀

4lj
r ’ ( , )为 S一思时

。

祖是值得注意的是
:

仿照上面 3。

一
l 。 之征扶来道接征明 o2

一
o1 看来却有困

难 ,

原因是
:

此时禹氏性条件无法用上
。

o2 〔8〕中直接用o2 来定义强禹氏过程 ( 见〔8〕 (2
.

8) 式 )
,

但并没 既明与一般定

义是否等价
。

井且
, 〔81 中之过程是不断的 ( 自pC (

, 。
) ~ 十 oo )

。

趁里所 得 到之定理
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乳明
:

对一般的可断属氏过程
,

强属氏趁程之定义等价于商化条件 o3
。

邹
.

强焉氏过程的充分必要条件

下面将 号1
.

中关于沙
,

定义
,

应用于豺谕

函数性盾之研究
,

及 号2
.

中关于强局氏过 程的商化

拟随机速精性
、

拟 F el l e r
性① 之等价命题 月

在这段中
,
恒投 ( E

,
C

,
B ) 为任意拓扑可侧空周

,
J 为 石 之任意子集族

,

满足

下翘条件
:

J
.

la F
`

J

一存在从 C
” ,

G具 J 一包围
,
使 F 亡 G

V A

c ` ,
沙 等之意义同 9 1

.

1
.

0

又毅 尹 (
“ , 二 , 亡,厂 ) 为 ( E ,

C
,
B ) 上之属氏斡移两数② ,

r ( a , 二 , 亡, d夕)
,
具lJ可有

韶 ,
’ , , 。

j ( $ )一 j
:
f (“ )

定理 3
.

1
.

1
.

⑧

l艺,子乙

林一> + 。 。

下列 命题等价
:

T s。 , t。
.

f ( x o
) 二

o琪 , 。叹云。 , 劣 。 ` 刃

八

f (二
o

)
,

凡 f
` C J

l该, I乙

)卜 ) + 。 。

T s , , 艺。 f ( `
。

) = f ( , o

) ,
凡 f

` 引 J

3 0 1艺, ; `

牡 - ) + 。心

了,

( 。
。 , 二。 , 才。 , U 二 。

) = 凡U
: 。 : {

二 。

}
,

U
二 _ `

C
, , ,
且具有

·

I一 包围

I f ,护乙

,乙一 ) + (尤

l
,

(
s , , ` 。 ,

t。 , F ) “ 0
,

凡 F 二 {
` 。

}
,

F
`

F
” ,

一

且具有 J 一包围

义

日夕
.

〔征 〕 会 r 二 { l ,

2
, … , ? ; ,

…
, + co }

,

似 全体有限子集之余集及不含 + oo 点

之子礁髯为开集
,

又令
, “ 1

尸

对应 B止之积
IJ度 p (

s。 , x 。 , 之。 , r )
,

合士关
` 1

厂

对应侧度 ` : (
`刃。

)
,

只U由定理 1
.

1
.

3
.

便可知具
。

〔注 〕 若称 3o 为拟随机莲箱性
,

则定理 3
.

1
.

1
.

税明了拟随机迷擅性之等价条件
。

定理 3
。

1
.

2
.

下列命翅等价
:

0 咬 。 。 ( 亡,
场

` 刃

1 0
.

f
` C J

一
l了, ,乙 7

’ : , 。
f ( ` ) 二 7

, , 。 , :
f (

“ , o 、
x 一 >劣 。

s杏 5 0

-一|

① 在下面的定义中
,

款者不难发现 ; 拟随机速值性的特殊情形便是涌常的随机述 植性 ;

拟 eF l l e r

性之特殊情形便是通常的 eF U e r

性
。

② 禹氏褥移函数定义兑 〔3 〕第四章 号1
。

③ 定理 3
.

1
.

1
.

显 然 地 包含了 〔4 〕之引理7
.

2
,

并把它作为特例 ( 只要取 J = 王E }
,

B =

6 ( F ,,
)

,

参阳木文 号1
·

3
·

)
。
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Z O

f
` c J

一
l艺” ; 尹 , , 。
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’ , 。 , :

.

f (
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)

从

牛 一 ) 劣。

:

杏。 o

3 o G `
C

“ ,
`

G具 J 一包围一 兰全生
I
’

(
“ , “ ·

, 乙
,

〔子) 》 I
,

( s 。 , 侣 。 ,
亡, ` )

劣一 ) 劣 。

s杏
3 0

夕
`

F
, , ,

更
’

具 J 一包围
一

l下饥 I
’

(
s , 、 , 说,

尸 )戈 p ( 。
。 , , 。 , 亡,

F )
邵今劣 。

s

杏
5 0

4o 厂`
B

,
_

日 I
一

是 p (
3 。 , x 。 , 忿,

·

) 之 连 植 集 ( 定 义 兑 定 理 1
.

1
.

3
.

之 4o )

一l￡? , `
I
’

(
s , : 。 , ` , r ) = I

,

( 吕
。 , x 。 ,

云, r )
川一 ) 劣 。

3

小
5 0

此定理由定理 h l
.

3
.

知具
。

〔住 〕 若称 2o 为拟非齐次 F el le r
性

,
只lJ此定理砒明 了拟劣齐次 F le le r

性之等价条

件
。

①

利用笼理 1
.

1
.

1
.

及 1
.

1
.

2
`

不难将定理 3
.

1
.

2
.

改写 为 土
、

下半速擅性之等价条

件
,
兹从略

。

在齐次时
,

特别写出下而的有趣定理
:

定理 3
.

1
.

3
.

② 殷属氏棘移函数是齐次的 ( 即 :
可写为 了{(云

, ` ,

r) )
,

祝 气 l’( 门 二

了
。
j ( , ) p (`

, 男 , “ y )
,

” lJ有下列 命题等价
: `》 O

,

宝
。 ,

, 。

产
J c e

2
0 ,

, : C J C C

a3 G ` C
ll , 召具 J一包围

一
l 艺, ,乙

夕
.

今￡

l该少矛乙

夕一知2 ,

l
,

( 亡
, 万 ,

G ) ) 1
,

(艺
, :。·

,

召 )

吸 尸
`

F,
, ,

F 具 J 一包围
一

I
,

( 艺
, 万, 子

,

)戈 I
,

( 己
, :: , 尹

,

)

( 二式均是对一切帐 0I’ 具 )

4 0 厂为 p (亡
, , , ·

)之速擅集 l艺。 I
J

( t
,

万,

厂 ) = I
J

( 乙
,

.

: : ,

厂 )
,

( 凡
: ` 石 )

夕- ) 侣

此定理也是由定理 1
.

1
.

1
.

知真
。

〔 注 〕 若称 八内 (C
,

( 凡 ` 》 O ) 为拟齐 次 I飞 ll er 性
,

fllJ 此定理靛明了拟齐次

F el le r性之等价条件
。

① 若取J = { E }
,

B二 a( F
夕
)

,

便得到了通常之 F el l e r

性之等价条件
。

② 易知
,

在特殊之察阴里
,

定理3
.

1
.

3
.

之2
。

, 3
。

可排出 〔 5J 之引理弓
.

4
.

例如
, ;

J取 ( E
,

自为油

常的局部紧
,

全正 lBJ 察阴
,

J = { 全体紧集 } ; 则此处之 2
0

3
。

所 得之粘渝便强于 〔 5 〕之

引理弓
·

4 ( 且空阴较它弱得多 ) ( 参朋本文 号1 ..3 )
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2
.

强焉氏过程的充分必要条件

众下恒毅 ( 刃
,

C
,

B ) 为任意拓扑可
`

侧 空 周
, J 为 对的任意子集族

,

满足

J
.

1 “
F

`
J

一
存在佘创

,
口具 J 一包围

,

使 F 己 J

,

T
.

Z O ,
` ; , 子

’ 2 ` J

一
矛

’ I U矛
’ 2
具 J 一包围

又投 J ,为对之任意子集族
,

满足
:

J 一 1 0
J l e 尸

`

J 一 2
0

F l , 矛
, Zo J -

一
矛

,一门不
, 2 `

J l

J :
.

3o F ` J ,

一
F 存在 J 一包围

的

毅拓扑可侧空尚 ( 万
,

C
,

B ) 潇足 B 二 。 ( J J
)

,

及 E = u E 、 , 衬、 。 J
: ;贝jJ有

月

定理 3
.

2
.

1
.

敲 X 一 ( ` 。
, ` , , `

:
,

p
: , 山

) 为取 值于士述空同之可侧禹氏过程
,

、 棘移

两数尸 ( s 娜
, 艺,

f ) 关 于
s ,

条件
:

对任意 汉 刀
,

忿>
,
) O

二 为二元可侧
,

RIJ X 为强属氏过程等价于下述之任丫个

, s

一禺时
:

( 。 ) ` 矛,

有

侧ō

|
.

!绷|J|||J

I
O r ·

B

一
`
’ , , ·

(
,

·

: · r ) 一 f。
:
尸
一 (

:之。· r ) I
’ S , ·
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Z
O

G
·

C
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一
I
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(
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灵
·
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一
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5
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.

厂` C J

ee f
`

f ( , )几
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( : : 。 a , ) = f
.

f ( , )价( d , )
一

污
`

. E

( 其中沪( r ) 一 J
、 : p : , : : (

:砚
`

。` r ) p
: , ·

( d` )
,

以下同此 )

6o f
`
内
一 f

o
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7
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89

…
翻J11||||||l

厂是尹
, , :

(介
` ·

) 及 动 (
·

) 之 公 共莲擅集 ( 定义兑定理 .1 2
.

2
.

之 9o )

一
p

: , ·

(
` 。· r ) 一 f

: : `
’ · , : :

( / : · r ) p
, , ·

( “ ` )

① 丑表 ( E
.

C
.

B )上全休有界可侧实函数 ( 觅 158 直脚注 )
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一
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矽
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·
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o
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f
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一
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) I
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,
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夕
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J

① 显然
,

由1驴可以立即推出 〔3 〕之定理 5
.

6
.

; 只需取 J = { E }
,

B = a( 户 )
。

( 此时
,

在

此处不需没过程为右速擅
,

并且关于空简之假毅也较 〔 3 〕为弱 )
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一
,

…

一
- - - 二L es es es we

一- 一
.

一-
.

~ 一

一
.

一

V A

18
。

凡上而之等价 条 件是对少叙述者
,
均可改为对四来叙述

。

V

1 9
0

土而的 10
0 , 1 10 , 1 5

0 , 16
0

中 ,
还可将 CJ 改为 C 或 B 来叙越

。

〔靓 〕 由定理 2
.

1
.

已知强焉氏性等价于 al
。
由定理 1

.

2
.

2
. ,

可知 lo 至 100 相

互等价
。

1 1 0 , 1 2 。

与 5
0

等价由强思氏性对
: `

及
: ,

恒具知 ( 已3 1 )
。

22
0

至 14 0

之相互

等价性由定理 ]
.

1
.

3
.

知
。

1 5
。
至 1护与 5。 , 1 1“ ,

1a2 之等价性山积分交换次序可知
。

最后
, 1 80

,

1 90 之成立
,

分别 由定理 1
.

1
.

3
.

及定理 1
.

2
.

2
.

可知具
。

〔注 〕 13 0 , 14 a , 17 0

是有用之判别准只IJ
。

推谕 下列条件之任一个均为 X 是强局氏勉程的充分条件
:

对任 意 t 夕
s 。

) 0

( 5 0

亦任意 )

月

l
。一
.

|
|
|1

|
-||,J
,

介 C J

一
l玄, ,`

s杏 , o

T : , :
f ( ` :

(` ) ) 二 T : 。 , 。
f ( ` , 。

(“ ) )

“ e
, , , G 具 J

— 包围
一业竺 尸 ( s , ` ,

( 田 )
, t , G ) ) I

,

(
“ 。 , , , 。

( ` )
。￡, G ) ,

: 杏 , 。

F
`

lF
, , F 具 J

—
包围
一

l艺, 2乙

杏
: o

1 ,

( s , ` :

( 。 )
,
云, F )簇 I ,

( s 。 , “ ,: 。
( ` )

, t ,

F )

3 0

任 。 ` 叼: 。

l艺” 乙

s

杏
5 0

有 凡 r 为 p ( 8 。 , 二 : 。
(。 )

, 艺: ·

) 之速箱集
,

p (
“ , x ,

( ` )
, 云 , r ) “ I

,

(
“ 。 , ` : 。

( ` ) , ` , r )

〔征 〕 由积分交换次序及定理 1
.

1
.

3
.

,

可知 o1 至 o3 相互等价
,
租 o1 显然

是 170 之充分条件
。

在过程为右还擅时
, 显然定理 3

.

1
.

2 中之 o1 至 o4 中之任 一 个 均为 X 是强局

氏过程的充分条件
。

①

最后的拮果表明
,

在这种相当广泛的拓扑可侧空尚上 ( 满足本段开始所述之条

件 )
,

右趣擅民拟 F ell er 过程必为岛氏过程 ( 拟 F el ler 过程指满 足 拟 F el le r 条件

的禺氏过程 )
。

在X为齐次的可侧踢氏过程时
,

注意到
:

X是强禺氏过程 不竺 对任 , ` , h 》 O
,

局时
· (仍 )

,

有 凡 r ·
B , ` 、 (

劣 · + 、 · r ) 一 f
。 :

几
r

(
/ 、 · r )几 ( d“ )

·

(兑〔, 〕定理 ` ,

圣q

在
〔 7 ’ 中仅就齐次不 断过程红明了这一定理

。
对于齐次可断拉程

,

我俏可似 利用这里

号2的类似方法加以征明
。

例如
,

对任 h ) O
,

会
: ’

(司 = /
:

(司
,

当 。 。 A

〕C (
。 ,

)
,

当 。 C { A , ` 乓 h 企u

) 子入
.

h >
: 于

\ h 。

当 田 e { A , C> h 》 r 卜

…
.门 l① 若取 J二 { E }

,

B 二 a( F,
,

)
,

在这里我们便得到了 : D
。

察简 (称潇足 B = 试 F刀 )之 ( E
,

C
.

)B

为 D
。

空简 )上右速翻之 eF l l e r过程必是强禹氏过程这一充分条件
。
包含了 〔3 〕之定理 5

.

3
.
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不难征明
: ’

( 。 )为禹时 ,
然后仿定理 2

.

1之靓法便可得视
。

) 故不难利用定理 .1 2
.

2
.

及积分换次序法
,

仿照上而类似地得出工成强玛氏过程之各利
`
充要条件

。

担在利用

定理 1
.

1
.

3
.

将充要条件写成极限形式时
,

看来却要加段过程为右理植
。

同才扫出
,

也

可得出各种充分 条件
, 为

一

泞省篇幅尉
,

兹从略
。

最后
,

如同 号1
.

3
.

中那样
,

考虑各种特殊鉴尚时
,

山上而的一般定理
,
便可得

出各种特殊赛固土踢氏过程成强局氏过程的有趣的充要条件及充分条件
。

鼓从略
。 ①

顺便指出
, 利用此节拮果

,

不难把沙〕中之 弓!理 5
.

5
.

, 引理 5
.

6
.

,

定理 5
.

5
.

,

引理 5
.

7
. ,

全吝卜推广到局部紧
、

a

— 紧
、

完正规
、

H a u o d o r f f 空娜J(其中 B = a ( C ) )

土
.

使关于特征算子之研究可在较沙〕更为广泛之本间中进行考虑 ( 且 其 中 有些定

理 不需把关于空同四个拓扑性厦之假殷全部用上 ) 例如
, 引理 5

.

6
.

及定理 5
.

5
.

可

推厂
一

如下
:

定 理
.

( 石
,
C

,
B )

,

为任意拓扑可 al1J 空简
,
其中 B = a( (协 ,

a1 若 ( 石
,
C ) 为局部紧

、

完正规
,

工为其上右速糟张局氏过程
,

U 为其特征

算子
, A 为其弱无穷小算子

,

若对点
劣
存在邻域 U 刀 ,

使M挤 ( U :

) < + oo (
:

( U )表

首 出集合 U之内部 之 时 简 ) ,
lRJ 介 D了

,
_

且次 f 在 点
二
趣 擅
一

介 D : :

( 劝
,

且 O f ( 二 ) = A
.

f (二 )

2
“

若 ( E ,

C ) 为局部紧
、

完正规
、

H au sd or 什
、 6

—
紧

,

韶 C ’

为 尸之某子空

尚 , _

且 C
, 〕 沙 ( 此处取

.

1 = :

{ 全体紧集 } )
,

若工为其上 之右 速掖 C `

— 扯程

( 即从C ` C c, )
,

豁 A为其 户 `

— 无穷小算子
, A 为其 心`

— 弱无穷 小 算 子
,

U 为其特征算子
,

lHJ
; I c

、
1 c U

八

a3 在 o2 中之洲 若 等 于 少 ( 此 处取 J = { 全体紧集 奋且 工 为 正 视
,

郎

7。 (
吕 , 二 , s , E ) = 1 ,

征明从略
。

吕 》 0 )
,

具! I 八f = A f = 口 f
,

当
.

f
`

D v 门沙
,

且 U f “ v
。

本文得到梁之舜副教授之热情指导
,
特此致榭

。

例如 : 可得出 : 局部紧
,

6

— 紧
、

全正 1RI 空简 ( 要求 B = a( F 夕
) ) 上的右速翻齐次弱

eF lle
r 过程 ( 指满足 T心 e C 者 )必是强思氏过程

。

(参简 芍1
·

3
.

)
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