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关 于 焉 尔科 夫罐 的若 千概率

性 胃 与 遍历 定 理
`

暇 戴 永 隆

(数学力学系 )

提 要

芍 1 对常返类
’ ) 求出 方 程粗

。 `二 兄 勺 l与` 之解的一种新的表达邓式
,

它 可
J
` c

作为〔1 ) 怪7定理 1 ,

虽9定理 7 的补充

号2 求 出庵氏劫的某些檄率性盾
,

特 别 得出
.

f轰
, 气二 的 一个极 限表廷 式

,

解决 了 盆p ` , (” 、 ,
( K ) 1

’ ` , ( ” ) ( 定义见 夸2 ) 些;
? ; 分 二 的极限周题等

.

9 3 对 ( 1 )势 15 的遍历定理拾山一个新的表廷 式
,

利川这一表达式求 出了儿个

新的极限
,
例如出观这样的 只的个数

:

两次出现 `之洲夹有 无的 出现
,

达 样 的 i 的

出现频率在正常返类的情况下完全解决
。

本节与 号〔的桔果互相印靓
。

芍4 对禹氏动软道的
“

走向
” 周题得出几点桔希

。

民
虽 1

役 { 二 , , , 、 > O 卜是一具有离散参数的思氏趣
,

状态本周 为 I 二 于O
, l ,

2
,

一

{ 马 , 玄
,

了
`

I 圣为其搏移概率
,

当 二已广 < oo , ` p 川
.

< oo 时
,

引入如下韶号

万兀 .了 云 及 p `了帝 + ` p 兀少帝

由 〔1 ) 9 9 定理 3 可以看出
,

对基本类 C 严 “ < oQ 对一切 ￡,

j
,

辰 C 成立

定 理 1 如果 C 是常返类
,

lRJ 方程系

,“ 二 乙
, ; , p z` ￡` 了

,

( 1 )

J ` 口

的引
一

负解 由均 “ a 在叭 , 拾出
,

此处 无, “ 尸 为任意
,

担 希笋 了, 。
) O 为 任

J

意常数
。

带 作者衷心地感翻梁之贡导师的热心指导及林向济老师对本文一个盆换的指正
。

1) 木文没有定义的名称与甜号昆〔 1〕P ar t l
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班 明 会
a二 l只 l J因

二“ ` , = 二 p鑫+ ` p 熟 = 吕 (二 p {尹
’ 十 `

以 , ) )

习
几兀`萝

j
` “

I与
i二 吕

j
` 。

的
二乙

拍 = l

(` p护
’ + ` p天争

’ ) p ,`

二 p 护
’ p ,` + D

` p盗梦’ 尹 ,` )
` , J ` c

月

lr曰̀

c火
-
了几、̀

=o
` .

的
“ 皿 (二 I丫尹川 + 二 I v声

’ p 二
:

.) + 乙 (
`

丹梦
+ ” + `

玛犷
’
几

`
)

( 此处川到 忿
二尸护

’ 价
` 二

_

i丢龙

枯+ 1 )二
川2

协二 1

乙
` I

J

,

了产`

左。

互了

1:式 = (
二 I峨 一 I

, “ + 二 l
,

轰 I飞`
) + (

` I埃
`

) 了
,
了̀ =

_ I
〕互` + ` I

,

完
` p “ )

= K l
,

袅

( 用到
二 z

,

轰

+ ` l
’

类
` , 二二“

=
`

f轰 =
.

2货
` 二 f鑫

` = l )

故方程系 〔 1 〕之解由
, ` , =

“

推翁 ] 若 广 是正常返

K二 。 , 轮出
。

,

lHJ 当 无笋 艺

.,亨一九

一一
勺

二

鲡
K 兀 f了

丑兀玄几
( 2 )

戈|1
.

|创
征明

兀汀“ =

由 〔 l 〕 9 9 定理 7
,

方程系 ( l 〕只有 唯 一 非 负 解 勺

了̀ 己苏少,

“ c “ ` , ( “ 》 0 )

又 因 对 正 常返
已` i = 二 z /

二 .

此处
“ 为正常数

,

从而 ( 2 ) 中第一个等号成立
,

( 2 )得且完全靓明
。

故类

扒推希中直接看出
,
此 产

` , : 邪
, 、 与 无,

“ C 无关
,

只要 无笋 ￡
.

对常返类我来
,

( 2 ) 的第一个等式仍成立
,

这个拮果在 谷 3 中江要靓明
。

号 2

抬了岛氏动 币`
, 、 夕 0 少

,

令

K `
)

护
’ = I

’

{

称 为由 沂出发
,
过 未 , , `

。 二
.

万;
存在

, ,

O <
。
镇 U :之,, = 无 1

3 ,。二 ￡ } ( 3 )

步到
.

j之 {盔率
.

` “ ’ l ,

l尹’ 二 l
’

{
: 。, , = 梦

,

存在
。 ,

o < : 。 蕊
,` . , 二 无 , , , =

.

挤o <
s < ,

[
二“ 。 “ 下圣 ( 4 )
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称为 由 谊出大
,

先过
,

当

k , 牡

以J定义易知 n 二二

步到
.

少之概率
。

] rl寸

渔

“ `
,

二
` 》

K ,
·

二
】 )

一 `二 , ,
夕

二
’ ) 一 ,

J` ,

, 。 ` 一

二 ( K ) I
J

几
, ’

= 0 如 龙产
.

下

队
注意

游动有

盆 I
,

护
’ 与 ` “ ’ p护

’ 的区别
,

例如政耗土刀概率为咨向左向右作 自山随 机

`“ ’ I号产) 二 o 对一切
,`

) l而
1一8

甲
显然 1的 户集 (

r

形成一类 ( cl as s )
,

当 日
.

仅 当
,

对 :J[ 意 落
,

j
,

cl ` 了
` ,

存在
“ 》 ]

使
` l

,

护
, 卜 ( ,

.

用
`

首次进入往
’

可戈七靓明
:

( 〔 i 〕中称为 t
,

,l e f i .下 t e n t r a n o e f、川
,川 l a s )

大 I
’

护
’

= E
勺 = 万

二 I
’

拐’ I
,

去梦一 )

`且 ’ I
’

{厂’ 二
E
公二 1

二 ,
, I

’

拢’ 1
’

去癸
· 、

用最后进入法可以靓明
:

( t h e l a s t e n t r a n c e f o r m , , l a 、

盆

州厂’ = 艺 尸
勺二 I

扮
’ 二尸二 , ` ’ ” ’

炙 因而又有
:

( 当有一边存在时 )

尹监 尸粼 此处

I
)

轰
二 I

,

育,

OC
五 I

,

恶 “ 毖
’ `

I
,

犷
,`二 !

辛仔*衬PP左K

叹

`万毕鑫 = ,
,二 尸报 p 备 此处

` K

印志 于
戈
丫 、
`

. . . . .. .

路 = 1

`无 、 ,
’

{了
`

定 理 2 当 ￡~
卜

.

夕一
卜 无有极限公式

L落,件

N
.

今 加

双

E
“ p护

份 二 ]

f人
尸去梦’
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吕
.

K p护
’

肠二二】

l
’

扮
’

( “ ’ ]
,

护
’

r
。

n尸Iy、J别醉、2ù
工

戈̀介弋̀玲

L .i, 抓

N se ) oo

L艺? 2之

刃分 。 万

U l
,

. = 0

= K, ,尸几 = lf 众

公

( 9 )

( 10 )

,’.i 梦) 除之
,

( 1 1 )

月

-\’云=.f
以再征明 ( 8 ) ( 10 ) 利用 (

.

5 ) ( 6 )从 l 到 N 求和
,

然后利用〔 l 〕号5 引理 A 取极限便知
,

( 9 ) 可以几同祛征之
,

征毕
.

注 l ) ( 8 )如 艺,

j
, 无属 于同一常返类

,

lHJ 有渐近公式

石
_ 、

汉 _
,

U
` 尸扩

’

~ 云
_

尸盗罗
’

一二 ! , 二 .

禺氏跑墓本类

有下面的注意
.

注 2 ) 如果 i

C 称为公平类
,

如果对任意 落
,

j
` 户均有 勺 “ 1

.

对于公平类划

,

j
, 无属于同一公平类

,

刻有撕近公式

汉

乙
. = 1

K l
,

护
’

万

~ 乙 1’ 渭
’

双

一 总
p 公 ( 12 )

|
.

`J ,

( 12 )民前半之所么成立是因为 气 , == 1及 ( 9 o) 又因公平类恒是常返类故 ( n )

可用
,

( 12 ) 就得以征明
。

定 理 3 一基本类 C 是一公平类
,

当且 仅 当 存 在 “ 户 ,

使对 每 j
` 介

有 。 ` , “ 1

征明 必要性是公平类定义的特殊情形
。

充分性
:

由于公平类是一常返类
,

因此翰换 ( 1 1 ) 有

少

( 13 )

( 14 )

( 1 5 )

甲甲
双
艺叫

les||||||目洲weeeleseees

P {沙 )

万 J几

,
习咧

,
吕

而
介俪幻心优

万
艺训
`吕侧
、
习侧

( 13 ) ( 1 4 ) 相此利用 ( 9 ) 得
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么
K p护

惑
尸护

双

U I’ 盖晋
份 = 0

一一
l一勺

伟( )人万
矛

方
精合 ( 1 5 ) ( ] 6 )得

万

三
, 丑 p护 州君

N11,J、J:nU

丫̀璐U月一
卜

一比
,,J叮一玲

饭
刀

乙 I
,

护
,

几 二二

双

D
,尸汾

’

件,
.̀、 .乞

刀里
双

藉
, “

玛厂
弄

气, 、

` ~ J

怜= 0

即
双-力

乙胎`

得

澎

吕
” = 0

l
,

扮
’ `尸扮

取 极 限 得 伙`

关系知对一切

1

会 介 “ = 1 对任 意
.

介 “ 再甫复 应 用 赵
己 f K

j
, 论` 尸 e 少互 巴

定理 3 在 ( 2 〕 中已有
,

1
.

靓完
。

这里抬出新的征明
。

下面的定理抬 出了 “ 了分
’

、

`兀 ’ 了
)

护
’ 的极限性盾

,

首先 弓l进
:

` “ ’ f护
’ 二 权

不

一 J
,

存在
” ,

0 < 亡喊
。 , , :

产 j

0 <
之
、

咬
7乙

0 《 :
灯 ”

:七”

侣。
=

二 无; 而 才 :
产 介

吸盆 ’ f护
’

叮护
’

二吕

`

f岔
’

当 左产
.

当 儿 二
.

叹
= 尸 (二

, = j

L

·

r , “ 左 1
二 o

\t’ 护 二 j护
、

二 ,

笋 挤 0 <
3

<
, ` ,

存在
,
· , `)

, 、

之 。
成

, `

二
.

厂) 当 左等
.

当 左 二
.

川“公,K

再令
刃

(川
.

咭 “ ￡
几二二

伪
` K ’

.

f芯 = ￡ ` 代 ’
.

t’护
’

伟二 】

如果类 C的周期为 己 ,

lHJ 令

( 几 )

叮志

f芯( r ) 二 吕
( K 、

” 三 , 仁仍 o dd )

.

f {尹)

二 吕
. 二 f (仍 o d d )

`
.

f护
)
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定理 4 )l 如月常加 RJi 乏
, “ 尸护 0 0 ,

K 尸护
) < OO

,

因 而

盆 p 毖厂
’

一
( ,

, ` K ) l
’

护
’

—
0 当 ? `

一
二时

。

I )
` ,

)

无 ; 如 无

b )

如
.

丁常返
,

周期为 己 ,

如 ` ,
.

挤属于不同基本类

,

j 属 于 不同基 本 类
,

常返时简期望为 。 汀 ,

剧
,

具lJ “ J
’

护
’ 二 `兀 ’ p护

) 二 0 , 刘一切
二 及 任意

lAJ 勺穿
’ = `万 ’ p护

’ 二 o
,

对一切
”
及 任怠 `

.

如 落 儿属于同一基本类
,

L ￡, n K l
’

护
d + , ’

朴 - )
`洲 ;

j
` (

, r

( ` ) 具lJ

= L f` l
’

俨
+ , ’ 二

? 乞一 ) C` 〕

K l
)

护
’ 二 0

`
,

` , ,

“ K ’ 了
’

护
注+ , ’

` K ’ J
’

护
’ “ 0

如 饭非基本
,

lRJ 对每个
r 及 无梢

L ` , , ` ·

K z
’

护
d + , ’

7矛-
) 谧) ;

如
, `
笋

, (
, n o d d )

= ` H ’
.

f各 如 .)’ ` C ,

( f )

女一]
,`
笋 ,

(
, ,未o dd )

及且且

_ 二 、: ( ?
·

)

了
, ,

]
J

艺? 户;

八 ~
) c` 〕

`· ’ p俨 +f ’ 一 `
一

`
一

。 ( .))

毛

( ] 7 )

( 18 )

( 1 9 )

( 2 0 )

征明

且件意
:

1 ) 及 R ) a) 是明显的
,
以下的征明且要由 〔 l ) 9 6 已有的 桔果

,

并

( 17 )
,

( ]
_

9 ) 的靓明利用

份

K尹护+d
r ’ “ ￡ H

f扩+lI
r ’ I号尸

一

州 ’

口二 0

( 18 ) 与 ( 2 () ) 既舰明只IJ利用

(耐行 )

`萝

汉 ( K ) ( . d + 甲 )

= 二 f
` , I

,
i了

口 = 0

( ” d一 d )

征完

推希
:

下面的关系式成立

L 该, n

牡一 > 。 。
会会

K p护
, =

协二 l

K二` , 此处
万兀` ,

L落, , ,

,卜 ) 。 (

份

乙
K = l

` “ , p分
’ 二 `万 ’ 二 ` , 此处 ` “ ’ “ ` , =

叮志

?尹未萝了

( K ’
.

f鑫

” 书了萝
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( 上越二关系
,

当 j 非常返
,

lljJ 令 , 打 “ OO )

注 ) 若会

勺少
, = I’( 气

。
= ` ,

存在
*

0 <
二

< k ,
`

r ,
= lc) ` 产 七

` K ’
.(P

. ’ 二 代
二。 = ` ,

.

f 存衣
?

0 <
。

< 七
x ,

= h 气笋 i ,
o <

`
< 心 ￡笋介

RIJ
K

川
, ’ 伍 ’ 尸李

” ’ 当 ? ` 今 co 之极限容易由上 ffll 的定理解决
,

至于它 仍的

概率意义十分明显的

下面的粘果在 号 3

定 理 5

女口无

中要用到
。

, 充属于同一常返类 `

叮芯= 1 (引踢 =

,

旦lJ

co

吕 5
.

产渭
’ = 了

.

厂轰

题明 二 j
,

lRJ 上趣关系显然
。

若 “ 笋 j
,

则 当
“

> 1 “
f护

’
一
岁 f拢 了 ( 几 一 ”

J 江了

`江 ’
.

f护

lJ’ 护
’

.

喻
一 ,

卜七公七

对
,
求和郎得

~

L越关系
。

既完
。

下面的拮果十分整齐
,

首先引进

际扩
’ 二

当 p = 1 ,

商写为 ha

, ` p 双 f护
’

( 盆 )升乙`了
·

`左 ’ 。护
’ = 。 p (五 ’

`

f l尹’ p > 0

又韶

定 理 6

OC

砂丫
’

= 乙
份二 二 J

殷 P 为正整数
,

,` , 二
了奋尹

’

无 笋 夕

护 > 0 , 矿
,“ 才 = 二二吞

, ’

若 , 拐’ ”

诀军
’ 存孔

,

lDJ

K 。护
’

`互 ’ ,、

护
’

上 。 。 ` 。 、

二 之一 ; 七云 饥饭
`

一 , ,

( p 一 , )
, , “

K 了

去
。 ; 户

i

技
3 二O

一

县
, j扮

. 二 1

, 弄罗
一 ”

其中 心 为牛顿二硬系数
,

产份 二 汀沃
,

特别
K ,。 `一= * ,: “ + 、 二 I

`万 ) ,矛矛̀ I =

征明

严` + If几 , 二 ,

第一个关系式 由下面的影算得到
:
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萨叮护
’ 二

. 一 l
, ,刀 气 , f ` . )

`一产 J ` K
甲二 1

f公
一 , ’

f擂
)

.

f盗梦’ (
, + 。

)
,SU胎8乙肚

的云.fdeOC云州饰“
饥

K

犷 ( ” ) f ( .f )
沙 ` K J 蕊了

,

云 件 沪 “ 卜
.

, 二 0

coD川
一一

p

D
S 二0

(侣

第二个关系式一样蔚算可似求出
。

。报
’ 。娜” ’

靓完

g 3

役 { 气
, 、 》 0 子为一局氏趣

,

状态空简 I 是周期为 d 的常 返 类
,

山 定 理 5

互
.

f志 二 1 对一切 艺,
.

夕
, 无` I

固定。 ` 卫 , i ,

扯 I 几 儿产

数
: ` 。 1二 ( 、

, 。 、 一 ￡,

存在
, 。 ,

￡
.

令 叭气乞
,

司 为 满 足 如 下 条 件 的 最小正整

0 < “ 灯
.

刀产 L̀ , 。 )
。 ,。 二 无

.

再合 勺2丑 (落
, 。 )为涌足如

下条件的最小正整 数
:

场
2 “ ( 、

, 。 ) - i , 一

巨 存 在
, ` , 刀: K

(￡
, 。 ) <

,`
< 刀ZK ( `

, 。 )
,

= 左
.

投 飞气 ￡,

司 已忽定义
,

令 杯什
, ( ￡, 。 ) 为 痛 足 如 下条 件 的鼓小正聆

: 劣 、气
+ 、 ( 、

, 。 ) 一 落 , 一

且存在
“ , 刀产 (￡

, ` )
嘴

( , 。 < 刀K , + , (￡
, 。 )

。、 一 ` ,

于是我俏

、数

得到随机变量序列

刀 , K (谊
, 。 ) < 刀ZK

( ￡
, 。 ) < … < 刃, K (落

, 。 ) < …

对每自然数
、
找到

? ,

使

刀 (。
, 。 ) = 刃, K (艺

, 。 )喊
,`

< 刀气
, 」

(`
, 。 ) = 刀`

( , ; , 。 )

殷 { I
” 。 二

.

f (
。 ·
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