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常系数二阶两个自变数两个未知函数

的楼性双曲方程粗 ( I)

—
特征 方程具有四个不同实根的情形—

吴妓丁替 林 律

(数学力学系 )

虽
.

1 前 言

命A
、

B
、

C代表三个二行二列的实数方障
,

炬障形式的偏微分方程粗

,

器 (芍)
十 “ ,

蒜 尝)
+ C

箫 (尝)一 ( 1
,

1 )

实际上是两个 自变数
二 , 夕,

两个未知面数二 , 。的两 个方程所成的方程粗
。

行列式

Q (右
, ” ) = !A 右, + Z B 右: + C , 2

}

定义为微分方程粗 ( 1 , 1 ) 的特征四次型
,

如果特征方程的粗全是实根
,
而 且不是

实四重权
,

lRJ ( 1
,

1 ) 是双曲型的
。

本文研究叭 右
,

哟 = 0 有四个不同实根的双曲方程粗
.

本文是作者在华罗庚教授的直接指导下写成的
,

可似税是文章 〔 ’ 〕 的 糙植
,

从

周题的提出以至解决的方法都是华教授提出的
,

在整个研究过程中
,
华教授 自始至

桩都樱常始我们耐心的指导和无微不至的关怀
,

在这里我俏对华教授拾我俏的热情

培养表示衷心的感榭
。

方程粗 ( 1 , 1 ) 与方程粗

, :
一

聂( : )
+ 2 。 ,

.

箫
弓

( : )
+ c l

斋( : )
一 0 “

,
2 ,

的等价关系是由以下三种运算来定义的
:

i) 方程之简的接性粗合
:
即有一个二行二列的痛秩方障 p左乘方程粗 ( 1 , 1 ) ,

使
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以1 二 尸A ,
刀 1 = .l B ,

lC 二 尹 C 。

il) 未知函数的裁性变换
:

即是有一个二行二列的涌秩方阵 Q , 当作未知函数的

簇性变换

(芯)
一 。

(欢

肘
,

方程粗 ( 1 , 1 ) 的系数所成的方障 A
,

B , C各变 成

A l 二 A Q
,

B l = B Q
,

C l 二 C Q
。

iii )自变数的毽性变换
:

当自变数作楼性变换

(狱)
一

(洲 ) (力
,

1黑 !却
时

,

方程粗 ( 1 ,
1 ) 的系数所成的方障 A , B , C各成为

A i “ 尹Z A + 2 尹q B + qZ C -

B : = 了,: A + ( 尹
。 + 9 ,

) B + q s C ,

f l = ,
·

Z A + 2 , : B + , Z C
。

若方程粗 ( 1 ,
1 ) 可 连擅运用以上三种坛算而成为方程粗 ( 1 , 2 ) 时

,

称它是互

相等价的
。

如果方程粗 ( 1
, 1 ) 挫过变换 i )

,

ii) 及 iii ) , 它的系数所成的方障可变成

, : 一

( : :二
;

)
, “ 1 - b一 。

b 3 b 4

c 1 0

e 3 C4

lnJ ( 1 ,
1 ) 可似变成解单个方程的情况

,

郎是方程粗的定解周题归桔成解 两个二阶

常系数毽性方程的定解周题
。

方程粗 ( 1
, 1 ) 变成解单 个方程的情况的充分而且必要的 条 件是

:

存在两个非

零矢量 (
a , b ) 和 (

a ’ 。 b ’
一

) 使
(

。 , 。 ) 万= 。
(

。 ` , 。 `

)
,

(
。 , 。 ) 丑 == 口(

。 , , 。 ,

)
,

(
。 , 。 ) ` 二 丫 (

。 , ,。 `

)

这儿
a , 口

, y是实数
。

方程粗 ( 1 。
1 ) 的特征方程的根如果是四个不同实根

,
袒过上越 的 三种变换

,

它可以代为标淮型式

(艺)
+

(名兮)奇 (艺)
-

0 ,
( I )一勺以

2la
ēO一份!八口

`
、、.甲了

曰二

ù .一
,
人甘

...ù通曰
入口孔口

(志吕)器 (芯

b 3 = b l Z 一

)
+ 2

(

合(
` 1 \

,
.

1
十 气尸 . 0 1 十 气一

拍 /
一

任

o < 无< !
。

容易欲靓
:

( 1 ) 的特征方程的四个实根是 O , OO
, 生

七
一 k ,

群舞田既明可 只参
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阴我俏的文章
〔 ’ 〕 。

本文研究方程粗 ( 1 ) 的 C au hc y简题及 6 类定解周题
,

Q ( 言
, 刀 ) = 0 具有重根

的情形
,

将继本文陆擅 发表
。

月

9
.

2

方程粗 ( 1 ) 可只通过 i)
,

劣 二 右+ 刀 -

与 ( 工 )等价的方程粗

ii ) , iii )三种变换化成另外的形式
。

事实上
,

作变换

夕 二 一 右+ 刀
带

剧一次变换

么 二二

牡 ,

+ 1

一 1刀 + 1

.

~ ~
_ .

1 一 ~
_ _ , ,

_
t , _

~
` _ , , 、

一
. 、 .

符息
1刀 ` 一 co , U ,

一 佑 ,
一 下 艾议

名 = 一 1 , 1 , 一 招 ` , 招` o 只jJ万怪租 L I , 叫以

化成

、.犷
产

(孟全)器 (力
一

叙
一
三犷气通

。:

)
币

盖
一

(约
+

抓
`

贾
一2 + 4乙3 4

l 一 4 b l , + 4 b

月 2
, _

.

、

X

丽气
,

)
- 。 . ( 2

,
l )

这儿 舀
2 ( k + 1 ) Zb l

k 产 O

当纯> 0时 ,
有一满秩方障 p

一

洲味 子、 似 p左乘 ( 2
, 1 )

, 同时命
\ 一 八矿 U 3 1 1 ,

( ) 二 P 一 1

伫里
~

`
I 口劣乙 \

)
,

由 ( 2
, ` ,得

冲
十 2

(料 )
一

,

星瑟(

,几曰且舰公
产户.、、

之产 == kl 2
.

幼
十

韶)奇(劝
一 ”

泥+ 产一 4 b = 一 1一 忌2 1

( I , )
0
1 .工1人O

Z吸叮、

匆

一 4 b , + ( 1一 Z b . ) 2

==
一

—
万厂甲 , 一一

_ 一 4 b l’ + 4 b: + 4心瓦
a

1一 4 b , 2 + 4 b s 一 4寸万
舀

绒
< 0 ““一 有一” 方” ` ’ 一

(丫溉 冲

:: )
一 p 一

(扮
,

由 ( 2 :
, ) 得

只 1
,

左乘 ( 2 , 1 )
,

几/
.、、

芝命
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(孟全)器 (犷)
+ 2

( ;旦
。

)
口2

口劣口夕 (
`

艺)
+

(少
口
之)命 (廿)

一 。
·

( `

卜

a Z + 口2 = 无 aZ ,

Z a 一 4 b二 一 1 一七,
.

继 ) L

1
口

1一 4 b r Z + 4乙3

舀

_
.

4 寸 一纯
舀

令

芍
.

3 方程粗 ( I )
,

(亚
,

)
,

.

(亚
:

)的一般解

a ”

a y 一

一 4 ba + 4 b 1 2

2 b 3

q IRJ ( 1 ) 可似写成

一 1 2

)晶(矛)
一 。

·

` 3
, ` ,尹q

夕

了.气、动一岛

`

含” -(一口ù封护

方拱满似

惫

b: ( 1一 2无2 )

1
_ ,

、
厂 一 艺 O r

l
` /

无 一 1

2 无
( 无一 Z b x ) 1 )

了̀.、
、

1一久
香一

口了...、、

左乘 ( 3 ,
1 ) ,

而月命

瑟)
一 , 一

(川
,

刻 ( 3
.

1 ) 可以写成

刹 ::)
·

(:钓晶公
由此立得

, 1 一

以 一备)
, 。 一

小
·

即得 ( 1 )的一般解是

,
2 ( , ) + ,

3 (一 、 ,

卜 了

小详 )
,

r : ( · ) +

孟(令
一 2“ 1

)
了3 (一

` , , +

音
(̀ 一 2“ 1 ) f

;

(一令)
。

( , ,

一一ó一肠公
/了吸

j
声

、l
、、

利用类似的方法可只就明方程祖 ( 11 )及 ( I : )的一般解是
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(亚 : )

潭

兰"

卜
= f

: ( x + y )

1十 又

2

+ f
Z (二一 夕 )

+

城叶釜!
+

f.( 另 一

( fl(
· + j?) 一

f2( 一哟
一

州
。 十

普
X

(
, 3 ( · +

备卜 r
4 (一誉)

)
,

叹V

/

i!
、

及

二 f
: (二 + 约

十 了、 一 , ) + f
:

(
· +

韵 祷

1 + Z b+ a

二 一 月

无2 + Z b无+ a

口

j l (二十 夕 ) 一
1一 Z b十 a

月

城一借

f
Z (二一 刀) ( I : )

,a(
二 + 华 ) 一

\ 招 l

无 2一 2占无+ a

月
可一 华、

.

\ 扣 J

U公
/

:
丫!

.

1
1、、

虽
.

4 函数方程与函数矩阵方程

我们对方程 (工 )所提出的定解简题
,

都可以归枯为函数方程及函数矩障方程的

研究
。

定理 A 若函数方程

f (二 ) 一

县
a
lf ( a 了· ) + h ( 劣 ,

·

一
<二 < 十 OO

了= l

适合于
.

( i) 存在实数# > 0
,

使

县 x
· , a , “ , < `

了二 l

勺 } < 1
.

ii( ) h (幻在 一 co < 二 < + co 内建疲
,

而且

l h ( 二 ) 1` 万 卜 } ,

lRJ 函数方程存在一个连 擅 解
,
如果 } f ( , ) {《 M !

:

}户 lHJ 解唯一
蔽明

.

定义

f
一 i (

只:
) = O

,

f o ( 二 ) = h ( 二 )

李

了
,

( · ) 一

县
· ,f

, 一 1 ( a ,· , + “ (
劣 ,

。

萝= 1

行归钠法立得

一,
。

一

卜 , (·卜 ,
。

(·川 、 、 卜 }“ (县 }
· ,· , “ I)

“ ` ’ 。

萝二 1
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当
,乙兮 oc 时

,

f * : 一几今
。

.

因此粗数

( f
。一了

一

l) 十 ( f
,一 f

o ) + ……

艳对一致收放
,

几今 f
.

显然这一解是唯一的

附韶 1
.

函数方程的一般形式应敌是

l

乙 b f f (口声 ) = 无( 二 )
, 一 oo < 二 < + 二

f = 1

因此条件 ( i) 实厦上应胶是
:

有一户》 O
,

使存在 艺 ,

而

县 I 。 , , ,“ l < l 。
`

,
`“

j = 1

艺笋 J

附韶 2
.

条 件 ( 2 )如果改成在原点附近 } h (二 ) }̀ 卫 !
二

l“
,

附韶 3
.

用 压精映象原理仍然得定理A
.

定理 B 画数炬障方程

定理仍然成立

了(
二 ) 一

会̀
二 1

子( a “ ) M ` +
.

h ( ` )
, 一 OO <

`
< +

适合予

( i) 存在一沼》 O
,

使

。 = * ( !
a :

12召 + 1
a Z

}2产 + … + I
a :

I酬 ) < i
,

完是方障

万 一万一`

万
1万 2 ,

… M i 瑟 : ,

M Z万一护 万 2卫 2 `

… 万
Z M : 护

J f :万 : ’
万 :叮 2 `

… 万 `五I

//
.

|1
1、、\

目Q

的特征植的模的最大值
.

ii( )l 枷 )阵 州
二

}群
,

岭 )在 一 oo <
二 < + oo 内速擅

,

则函数炬障方程有莲

很解存在
,

如 果 }了 (
二 ) }叹 M !

:

.群
,

lHJ 这解是唯一的
.

廷儿

f ( x
) = ( f

J ( 二 )
,

f
z ( 二 )

,

…
,

f
: ( 二 ) )

,

h (二 ) = ( h , (二 )
, h Z( 二 )

,
·

… , h l (二 ) )
.

皿砂是 l 行 l 列的实数方阵
, a `

是常数
,

且 }
a `

}了 1
.

题明
.

定义

f
一 : (二 ) = 0

,
.

f。 (二 ) 二 h ( 二 )
,
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f
,

(习 =

雀
:

f
。 一 、 ( a ` , )万` + h ( 二 )

,

考虑了、 : (对 一 j
。

(幻的模得

! f
, + , (二 ) 一 f

。
( : ) !

2 = ( f
,

( a ,二 )一 f
。 一 , ( a ,二 )

,

…
,

f
。

( a : : )一 f
, ,

(
a `: ) )叼( (几 ( a : : )

一 ,
。
一 ( a l· )

,

一 ,
,

(
(
一

, 一 ,
。
一 ( · : · )

)
, .

作正交变换使

l 完
1

`

、
p o p ’ 一

【次 }
.

\ 泥: /

添

命

立得

(; (
a l· ) 一 ,

,
一 (

a : ·
)

,

…
,

,
。

( a : · )一 ; 一 ( a : · )

)
二 、 ,

.

l 孟
1 、

}f
, + , ( 二 ) 一 f

。
(二 ) ! , 一

`

.gf } 》习 】、
,

` , 、 、
,

叭 弋夕 \ I

\ 通l
/

行归钠法立得

I人
+ 1 (二 ) 一 r

,

( 二 ) }叹 万 。晋 I
二

l户
.

当
,`

, oo 时
,

} f
” + t 一 f

。

【兮 0
.

因此粗数

f(
。 一 了

一 , ) + ( f
, 一了

。 ) + ~
·

艳对一致收赦
,

故 人今 f
.

而且越一解是唯一的
.

虽
.

5 C a u e h y 简 题

方程粗 ( I )的特征接族是

劣 一 c : , , 一 仇
, 男 一 、 一 。 , 二 一

誉
一 C’

选择 , 二 。二为支柱
,

这儿 c笋 。 , 。 ,

华
,

00
.

凡

C a u c l l y 简题是求 ( 1 )的解 。 及
” ,

, 。

}
, = 。 , 二 , : (二 )

, ?

!
, 二 。 :

=

0
1乙 一 , , 、

口”

-

瓦丁 I , “
` = “ , 、劣 ) ’

万不 l , 二 o ,

便它俩适合于

价2 (二 )
,

一 OO < , < + 00
.

( .5
l
;

, h Z (二 )
。
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这儿
, 沪 ;

及 护:
是二阶可微的函数

, h ,

及 入:
是一阶可微的面数

, , `

是支柱 ,

铁向
,

且
`

= 二 的

刁

卜 万不

1

以 1 + 沙 (
。 a

一 U 一= - 十
口劣

由 ( I )的一般解 ( I )及 ( 5
.

1 )有

f
Z。。二 ) + 了

3 ( ( 1一 。。 )二 ) + r
4

( ( 1一 登) 二

、
\ 箱 J

( 5
.

2 )

令
了

1 ( ·卜合(告
一 2 “ 1

)
,

3

(
(卜

。` )·

)
+

合
(`一 2“ 月 ) ,

4

(
(卜 令 ,·

)
二 护 2 (二 )

,

( 5
.

3 )

,
2 ,

(
·

小
( 。 + 。 ) ,

3 ,

(
(卜

。` )·

)
+ (

· +

资)
f

4 ,

一

了而
“ 1 (、

’

{( l 一牛)二、二
、 拓 /

( 5
.

4 )

一 f
! `

(
· , 一

合
(
贵

- 2“ ! , L· + ` , f
3`

(
(`一` )·

)
1

, , 。 ;

- - 二尸 、 佑一乙 0 1

艺

) ( 。 +

令
)了

4 ,

(
(卜会) ·

)
一

了而
“ 2 ( · )

( 5
.

5 )

由 ( 5
。

2 ) 一 ( 5
.

5) 可且求得了
: ,

了
: ,

fs 及 了
;
的表示式来

,
将它俏代入 ( U )

即得

, ` (二
, , ) = , : (兰 ) + (无一 Z b:

) ( 1一 。无 )
2 b l

( 1一 k Z ) ( 1 + e Z )

r
。

I 二 一忍夕 \
. 丫 口`

— —
I

“ \ 1一 c左 l

( 1一 Z b :无) ( k一 e )

Z b ; ( 1一 儿2 ) ( 1 + c Z
)

r / 石
! 甲 1 1

—
气劣一

` \ 招一 e
斗 ) 伊 1

一 , 1

(翎
(誉)〕

.

c忍( 1一 c忍)

b: ( 1一 无2 ) ( 1 + e Z )〔
, 2

(债端 )
一 , 2

(誉)〕

。 (无一 e )

b l ( 1一 k Z ) ( 1+ 。 2 )
h i (` )己亡

忍( 1一 e忍)
b l ( 1一 无2

)寸 i干石乏
h Z (亡)d亡

+
无一 己

b: ( 1一 无2 )寸 j下了 ee

厂竺二塑 {

…
_

.

犷
“ `“

J y l c

厂三立丝

」
, /

:
一 “ “

、

f兰卫
叫

〔少

1
` 一 “ `“

了 y l C

h Z (亡) d t
。
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1 ` 1 。 : 、

伙苗 ’
洲 ~ 甲 2欠万 , 一 万 、 下一 ` 内 /

(无一 Z b ,
) ( 1一 e无)

2乙, ( 1一无2 ) ( 1 + e Z ) 〔
· :

(韶
一

)一
`· ,

〕
1

十百 沙 一洲
盗书爵瓷舟〔

· :

(竺考)一
, (二 )

〕
+ · 2

(
二 )

1 一 —
无

月

1 1 1
_ ,

\

+ 百 气了 一 “ o `
)

。 k ( 1 一
e 无)

b l ( 1一无2
) ( 1 + 。 2 ) 〔

, 2

(策鲁)
一 沪 2 (· ,〕

,̀伊

夕...̀

(无一 Z b :
)
。 (忍一 。

)

Z b一( 1一沦2 ) ( 1 + e Z
)

(

琦一
〕

争

厂|

|摆l / 1 _
,

、
十万 k下

一 “ 。 ,

)

e
(无一 Z b : ) ( 1一 。无)

b ( 1一 几2 )寸 1 + 。 2

另一 无y

i 一 “ ` 人, (云) d心

二 一 y /儿

1 一 e
/ k

1
一 不

~

气七一艺。 1 )
`

。
( 1一 Z b声 ) (无一 e )

2 b l
( i 一几2 )V r石厂 ) h , (云) d忿

1 , 1
_ ,

、
一 百火下 一 “ 。 ,

)
石( 1一 。忍)

b ,
( 1一无2 )创石花了上

劣一 无y

i 一 。奋

h Z
(亡) d云

二 一 y /石

1 一 。
/石

十

合
( ` 一 2 “ 1 , 无一 e

b :
( i一无2 )甲石哀 -

h Z( t ) d̀
.

号
.

6 第 一 简 题
护

第一周题是在
二 , 夕平面上求方程粗 ( 1 ) 的解

。
及

, ,

它们适合于
, `

J , == 。 二 一 势: , ’ `
! , 二 ,二 一 犷 , ,

,
l , = 。 二 = 价1 , ’

l , 一 ,二 = 沪2 .

一 OO < 劣 , y < + 00
.

( 6
.

1 )

这 儿 沪` ,
动`
是二阶可微的已知函数

。
气 ( 0) 二么( 0) = O

。 a , 尽是 某一实数
,

而且
a 笋 月

。

从 ( I ) 的一般解 ( I ) 出发
,

由 ( 6
.

1 ) 有

有二伊一一

、、声
口

男
f Z (二 , + f

3
( (` 一 ` · ,· , + 了

4

(
无一 a

几
( 6

.

2 )
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j
Z
( “ · , 十 f

3
( (` 一 ” “ ,

·
) 、

一

,峥

(
无一 月

介
( 6

.

3 ),̀留一一

`、、.声了

刃

f
l ( 二 ) + bf

: ( ( 1 一 无a ) 二 )
+
叻 (少共心

一 ` :

) + af’ (兰福立心
一气

( 6
.

4 )

f
: ( 二 ) + bf

3
( ( 1一招 ) 二 ( 6

.

5 )

务 继儿 j’ 是二阶可微的函数
,

f
` ( 0) = 0

.

a =

a = oo (口一 O ) 只Ua 二
变为 夕〔卿 变为 夕 )

,

( 6
.

2 ) 应写为

1
, , 、 , 、

万 、 ` 一 乙 o ’ j ,
1

,

1
U 二二二`

—
飞

—一

2
’

众

一 Z b . )
.

往意若

二 二 0
.

例 如 ( 6
.

2 ) 中
,

若
a = oo

,

荆

了
2
( , ) + 了

: (一甸 ) + 了
。

(一羊、 一 , :
( , )

.

、 邢 /

只后我们常用
a ,
口

,

卜 a 表示任意实数
,
精覆者留意

。

1 )
。 ,

, 只 取。 , 、 ,

零
,

oo 等值 ( o < 。 < , )
,

这时 ( 6
.

: ) 有 6 种取法
,

我
箱

, ,只。 *
。 一 ` , 口一

贵
的情形

·

( 石
.

2 ) 乘 b减去 ( 6
.

3 ) 及 ( 6
.

4 ) 乘
a
减去 ( 6

.

5 少得

一 f
i (

$

) + bf
Z (无二 ) = b印: (二 ) 一 护 2

(
二 )

,

一 了
, (二 ) + a,

2

(牛、 = 。 , , (二 )一 , 2 (二 )
.

、 那 I

( 6
.

6 )

( 6
.

7 )

由 ( 6
.

6 ) 及 ( 6
.

7 ) 消去 f
: (二 )得

,
2 (· ) 一

令,
2 (̀ 2· ) - 1

甲 ,气七公 ) 一 甲 Z L招劣 )一 了 七 ” ? , L邢另 ) 一 留 , 、 “ 劣 ) , ( 6
.

8 )

选取 一 二> 1 ,

使 }立 }
。 2“ < 1 再 殷 I , `

I
,

! 动
` { ` , , I

二

l
产

.

由 ( 6
.

8 )
从定

理 A 得 f
Z
(二 )二。 (二 )

.

再由 ( 6
.

2 )
,

( 6
.

子 )
,

( 6
.

4 ) 得

f
l (
劣

) 于 b` ( 无̀ ) 一 b望, ( `
) + 沪 2

(
`“

)
,

,
。 (·卜一 (

1咨丽
·

)
+ 护 1

( l一解

f
;

(
二

) 二 b。 (无二 )一 b沪 , ( 二 ) + 沪 2 ( 二 )
.

将 j
` (二 )表示式代入 ( I ) 得

l 忍
, , `

入 \ r 无
,

即 八
. _ 宫` , 一 无梦 \

,

” . 口 L y ) 一 田龟, 二一一下而 -

气$ 一 招 y少 I一 田 t ot r ; se ee se : 一、 劣 一 下一 ) . 十 丫 l气下一一一犷犷 l -t’
、 1 一 招 ` , 、 招 `

一 1 尤 / 、 1 一 ` 一 /

,
.

f 忍2 , _ 夕 、
\

丫 曰 - ; 芍
~
一一二 - 、 拓 一

一

下
,

j l
、 招 `

一 1 佑 ,
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_ .

_ :
_

, : _ .

、 :
_

r 无 , _ .

二
.

八
_

了 无 , _ 夕 八
“ 二 “ 山 、 “ “ ’

少 一 口 uJ V r可
丁 、 “ 一

` , ’
)一

t `
川、飞丁二 r 、 否 一下 ’ ) 一

” 丫 ’ 、 拓 ’

. : _

了二一 无y 、
+ b沪 ,

!二= 二牛 )’

`

、 1一 无z /
.

其余的 5 种定解 月是题
,

利用 号
.

4 的定理
,

可么红明解也是唯一存在的
。

2 )
。
产 。

,

。 ,

李
,

co ;
, 二 o

, 、 ,

李
,

00
.

这时 ( 6
.

1 ) 有 4 种 取 法
.

一 矛 产 一

”
儿

” ”
子

无
, .

~
尸 J 、 ”

一
了 ’ J 一 ’ `

~ 一
-

3 )
。 , 月称 。 , 。 ,

华
,

co
.

这时 ( 6
.

1 ) 只有一种取 法
。

~ 了
一 尹 ` 一 `

’

一 子 一 ’

无
’ .

~
” 切 、 “ . ` 了 ` ’ ` J

’

` ,

~ 一
.

趁两种情况的靓明方法和上面一样
。

但在 3 ) 的靓明中
, a , 口是不能任意抬定

的
.

例如
a = 1 , 口“ 妙 ,

lRJ 简题的解是唯一存在的
.

祷

号
.

7 第 二 简 题

第二简题是在
二 , 夕平面上求方程粗 ( 1 ) 的解

二
及

? ,

它们适合于

= a 不目 哟
, ”

1, 一 口二一 ` , ,

, ’
} , 一 , 二 = 沪2 .

一二 <
劣 , 乡< + 00

.

( 7
.

1 )

二二 a 劣 卜

封`专`!
.
胜
`.

朴妙

f
.̀t

这 儿 a
产口笋丫

.

它俏都是实数
.
护` , 价` 是二阶可微的两数

,

而且气 (0 ) == 八( 0) ` 0
,

由 ( I ) 及 ( 7
.

1 ) 有

、 、、.口了

劣
了

2 ( 。 二 )
.

、 f 。 e ( 1一 。。 ) 二 ) + f
4

(共
竺

\ 扣

( 7
.

2 )

,
2 (口二 )+ ,

3
( (卜 。口 )· ) + ,

4

护瑟
卫

二

)
-

, ,、二 ) + 。 ,
3 ( ( 1一、 ·

)
·

卜、 4

俨贡生
·

)
-

( 7
.

3 )

( 7
.

4 )

、、、./

劣
f

: (· ) + 。 ,
3

( ( 1一 。 , )· ) + ·
,

4

(
忍一 7

无
二 沪 2 ( 7

.

5 )

这儿 f
`
是任意函数

,
f
`
( 6) = 0

.

1 )
。 , 民 , 只 取 。 , ` ,

令
, OO 等 。

.

二时 ( 7
.

1 ) 有 2 4利l取抹
。

利用上

节的方法
,
可似求得解

。

2 ) a ,

口
, 下 中有两个值只取 O

,

岛

co
.

这时 ( 7
.

1 ) 有 36 种情况
,

我们做
a = 无

下
,

OC
, 而另一个值不取 “ , “ ,

资
丫 = 0 的情形

。

由 ( 7
.

2 ) 一 ( 7
.

5 )
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梢去f
, ,

介
,

f
;
得

杯
* 3

f典军
we 二

、一 ,a( 旦创些丝二丝
二

、、一
。

了、
3

臼乓丝
二

、一 af( 卜解
二

、、 -

、 、 拼̀ / 、 口招
,

/ / 、 、 户 j 、
’

招 / /

界 无一口 八
,
.

了无一口
_

、
_

了
。

r , 、
, ,

f 二 、 、
嘴无一

`

/ 一
丫 ’

k
-

飞瓦一
“̀

) 一
“
火
丫 ’

、万 j
一 丫 ’ 、了 j )

. ( 7
.

6 )

夕了..、
、

,̀动一一

卜

拉取 一 召 》 1 ,

使 ( 7
.

6 ) 适合定理 A 条件 i( )
,

再股 , ` ,
价` 的模小 于 叮 !

二
! 群

,

即得 j
3 (约 二 。 (司

。

同时可以求得

f
: ( 二 ) = 一 b。 ( ( 1一无2 ) 二 ) + 价: ( 劣 )

,

` 2 ( · ,

一 (
生宁主

·

)
+ 一

(会)
,

,
4`· ,
一令

田 (
· ) +

含
。 ( ( , 一 ` ,

)
· ) +

告
沪2

(
· ) 一

告
沪1 (

二

)
.

将 了
` (幻的表示式代入 ( I ) 得

.

, 。

一 (气竺
,

)
+ 田 (一

` ,卜令
田

(
: 。
一

资)
+

令
田

(
(` 一 ` 2 , (一借,

)
+ , 1

(韵
+

郭(一 刹
一

加 (一 韵
.

一
”山 ( ` ,一 `” ·

, + “田 (一
` , , + “田 ( (`一 ` 2 , (一资

,卜
“山 (一备)

+

+ ` 1`二 , 十 九 (一誉
, 一 汽 `一资)

.

剩下的 35 种定解简翅
,

利用 号
.

4 的桔果
,

可似征明解也是唯一存在的
。

3 )

二
1

气 万
’

a ,

口
, 7三个值中有一个值只取 0

, 无 C心 。 另外两个值不取 O.1.ǔl
,

左

,l一
,

招

~
_

。 ,
_

1

囚
。 刁与

.

“ = U , 凡 , 一于一

招
口

, 下笋 O , 无 co
,

廷 时 ( 7
.

1 ) 了]
’

4

吻
·

1一"

} 种取法
。

若
a ,

成或 下 )产 0
, 忍 。 。 ,

, (或 口)一 。
,

。 ,

李
,

几

OO
,

这时 ( 7
.

1 )

有 8 种情况
。

芝 12 种情况的解都是唯一存在的
.

4 ) 。 ,

日
,

,关 。 , 、 ,

李
,

00
.

这时
。 ,

月
, , 不能任取

,

例如取 。 <
a

< 口< `
招

下 二 一 口时
,

利用定理 B的桔果可以靓明解是唯一存在的
。

号
.

8 第 三 周 题

第三简题是在
二 , 夕平面上求方程粗 ( 1 )的解

。及 , , 它俏适合于
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味
二 。 二 = 卜

,

与一
, 二 一 汽

鸣 一 。二 一 尹’ ,
一 OO小

, , < + OO

( 8
.

1 )
, ’

1, 一 。二 一沪2
·

这儿 沪 ` ,
矽`
是二阶可微的函数

,
护`

(0 ) = 八印 ) = 0
.

a
笋 月产 下笋 a

.

由 ( 2 )及 ( 8
.

1 )有

洲

,
2 (二 ) + , 3 ( (卜

。· )
· ) +

.

f
4

(窄
·

)
一 : 1 ,

,
2

(月二 ) + ,
3

( (卜
。口 )· ) + ,

4

(旱
·

)
· 尹 2 ,

了
, (二 ) + 。 ,

3
( (卜 、 , )· 卜

·
, ; (旱

·

)
一 沪, ,

r
: ( 二 ) + 。 ,

。
( (: 一 、 。 )· ) + 、 4

(旱
·

)
一 ` 2 。

( 8
.

2 )

书
( 8

.

3 )

( 8
.

4 )

( 8
.

5 )

这儿 f
` (亡)是任意函数

,

j ` ( O ) = 0
.

l 二 _
. , _ _ 、

一
_ , ,

.

一
`

~

任 , 口 , T , “ , 二 U , 佑 ,

下 OO
·

退时 L七
·

1 )匀 0 柳 ,衬优
o

2)
a ,

月
, 下 ,

仰g个值中有兰 个值只取 O
,

这时 ( 8
.

1) 有 2 4种情况
,

1 _
, , ,

~ _ _
_ ,

1

幻 下
,

OO
。

分外一乍但小取饥气下
,

co
,

3 ) a ,

口
, 丫 , 云四个值中有两个值取 O

,

这时 ( 8
.

1 )有2 4情况
,

1 一
, ,

_
,

一 _ _
_ ,

1
` 下

, “ 。

为外叻个但小双 仇 气 下
,

OO
“

4 ) a 。

月
, 丫 , a四个值中只有一个值取0

, 无,

这时 ( 8
.

1) 有 8 种情况
。

`

l 一 ~ 二 _
,

一 _ _
_ ,

1
下

,

OQ 朋共余二 ,I’ 姐小取比 朴了
,

co
。

以上四种情况共 62 种定解周题
,

都可以利川 怪 4 的定理来靓明它们的解是唯一

存在的
.

1
J ) a 一州 , 7 , 廿

井 U
, 七 , 下丁

拍
oo

。

由 ( 8
.

2 )

—
( 8

.

5 )消夫 f
:

及 f
:
得

户

/ 1一 无a \
,

/ l 一无口 \
,

Z 户一 a \
,

/ 无一 口 、
·

` 3

气一不一
- 劣

) 一
J 3

火一不厂
一 劣

)
+ J 毛 火下蔽丁

劣

) 一 J `

戈万不
一 劣

)
一 、 , ,

( 兰 、 一 *
,

.

{ 粤 、
\ 〔艺

/
一

\ p / -
`。

( 了
4

(旱
·

)
( 8

·

6 ,

厂
.

||
.

|
l

{
。

(
,

3
( ( l 一 “ , )· ) ,

3一 ( l一 ` “ , ·
,
)

+

\ 一 f 4
寿一 d

无

· )

)
一 矽

1

(· ,一 ` 2
(
一

’

)

如果在一开始便对
“ ,

下 ,

口
, ` 加上限制

,

例如取 O < a < 口
`

( 儿, 下< O
,

O < ` < 无
,

则 ( 8
.

6)
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可以化成定理 B的函数矩障方程的形式
,

迭探 一 召夕 1 , 使 ( 8
.

6 ) 适合定理 B 的条

件 O )
,

再毅 沪 ` ,

汽的模小于M l
二

!产
,

于是 ( 8
.

6 )的解是

卜
f 3 (二 ) = 田 3

(
二 )

,

f
4
(

x ) 二 田 4
(
二 )

。

同时还可以求得

,

电、,.夕子

劣

1一 无a

“ 一 (
无一 a

七a

、龟卜.2

男

, , 、 。

f
劣 、 ,

J Z \ :` 少 = r l 气
一

万 I 一 田 3 飞
’

、 协 J \

卜 Z无一 下

J I L劣 ) = 甲一 L劣 久一 b田 a L L l一七 7 )
` U

) 一 a J一 t一下厂
一 劣

\ 份

将了
`
的表示式代入 ( 江 ) 得

, `

一
。 3

(2二竺 ,

卜
。 3

(
二一 、 , ) 一 。 4

(皂
,

、
+ 。 ;

(
: 。 一
粤卜

, ,

(喜、
,

\ 肠 / 、 拍 U J 、 I乙 / 、 “ l

一 “田 3 ( ( ` 一 ` , ,· , + “` 3 (一
“ , ,

一 e丫小 一心
, 一

令)
+ ` l ( · )

·

虽
.

9 第 四 简 题

第四尚题是在
二 ,

尹卜面上求方程粗 ( 1 )的解
。
及

, ,

使它们适合于

尸
,

一
,

%
一 、 一 护 2 , ”

’卜 *

戮二
’ , <

一
( 9一 )

)
,

l
, ,

_ 。 , 一沪,

这儿价
` ,

么 是二阶可微的函数
,

西且
沪` ( 0) = 么 ( 0) = 氏 “

羌 日今 7 。

由 ( I ) 及 ( 9
.

1 ) 有

、、,.了万、、. .JJ
,̀、, ..矛夕

.f Z
(二 ) + , 。 ( ( 1一 、 a )· ) + ,

4

(
无一 a

一不一
`“ 尹 1 ( 9

.

2 )

卜
_

,

I 无一口
J , 气俘劣 ) + J ,

以 主一 “ 口 )劣 , 一声
`

火
一下

一 劣 侣目 尹 2 ( 9
.

3 )

)
f

Z ( , ·
)+

.

;。 ( ( ,一 ` , )· ) + r
4

(
无一丫

一石一 劣 尹 a ,

( 9
。

{ )

/ 忍一 a 、

J ` ( `
) + “ J 3又咬1一 “ a

)
“ ,

, + “ J` 戈
-泥一 `

)
= 价 , ( 9

.

5

趁儿 f
。

是任意函数 .f ( 0) = 0
.

注意
:

若
a = oQ时

,

不能用 ( I
`

)来求解
,

这时要用方程粗 ( 1 1 )及 ( 工2 )来求解
,

( 带 )或者把 。 为
, , ,

换为 、 。



3 0 4中 山 大 学 学 报 19 6 4年

如果把
、
换成

。 , 。
换 成 、 , IRJ a “ 0 时

,

要用 ( I :
)及 ( 1

2 )来求解
, 注意这时特征

是 一 1 , i , 一 七 , 凡
.

1
1 ) a , 口 , T = U

, 招 ,

下 00
.

这时 ( 9
.

1 )有 2 4种情况
。

J
2 ) a ,

月
, y 中有两个值只取 O

, 无 ,

有 48 种情况
。

3)
a ,
归

, 丫中只有一个值取 0
, co

1 一
, , `

~ _ _ 支
,

1 ~
_

, , , 。 , 、

下
, 伪 。

另外一 ,l’ 1巨小取 U , 招 ,

下
, 田

。

还盯 、 ,
·

1 )

1 一 、 .

一
。

一 _ _
、

二~ 一
, _ _ 、

一
、 `

~
勺 了

.

为外网子但小取迈竺但八 ,
·

1) 们洲神
刁

情况
。

我俏作日= O
, a , 下钾 0 , 无, 生

丸
。 的情况

。

山 ( 9
.

2 )
,

( 9
.

3 )
,

( 9
.

4 )渭去了
2及 f

3
得

一 f
4

(
= 尹 2

1一 弄a 、
.

,

1 1一 无y

一一二一
一 劣 刀 十 J 4 t

、 ~

we 下厂 ee 劣

“ / \ l

(
1 一 无y

下

劣

)
一 尹 2

(
1 一无a

a

)
+ ,

4

(豁
·

)
一 ,

4

(号
·

)
-

·

)
+ · ,

(含)一 (令)
( 9

·

6 ,

选取一 召 》 1 ,
使 (9

.

6) 适合定理 A条件 i( ) ,
再投 , , ,

, ` 的模小于 M卜!召
。

立得

j
; (劝 = 试 x)

。

同时之可以求得

,
1 ( 3,

, 一 “田 ( (卜 ` ·
)
·

)一 (旱
·

)
一 “ , 2

( (卜 ` ·
)
·

) + ` , (· )
,

` 2
(
· ,
一 (

且宁
竺 ·

)一 (宁
·

) 一 (
响

气竺
·

)
+ · ,

(含)
f

3 (二 ) = 一 。 (
二

) + ? 2 ( 二 )
。

将介的表示式代入 ( I )立得

· `

一 (
一 , 2

(

1一 k a

a

1一无a

a

夕

)
-

,

)
+

) 一 a。

/ 无一 a 、
, , 、 .

1 万 \
仍
火

.

一

蔽于 , ) 一叭一
招 , , 十 田

气
亿 一 下 )

, 2 (一
* , ) + , :

(含)
, 碑

`

、、居声才

劣
。 二 b。 ( ( 1一 k a ) 二

(
无一 a

无

/ 乡 、
一 ” 山 L 劣一 拓 y ) 十阅 、 劣 一 下

,

) 一

JJ JI,口叫

一 b 护 : ( ( 1一 无a ) 二 ) + b 沪 : ( x 一 无y ) + 价1 ( 二 )
。

1
,

_
_ . - . 。 . , ·

-

- 一
-·

-
·

~ 一
4 )

a ,

月
, 下今 o

, 几,

卞
, “ o

女“果对
a ,

口
, 下加上一些限制

一

例如
a = 1 ,

O < 口< 无
,

丫“ 一 口
.

利用定理 B的桔果可以征明解的存在唯一性
。

以上没有征明的定解简越
,

都可以利用 芬
.

4的枯果来征明它俏的解是唯一存在

的
。

月
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号
.

10 第 五 简 题

第五周题是在
二 , 万平面上求方程粗 ( 1 )的解

。及。 ,

使它俏适合于

“
! , 一 。 二 一 ? , , 飞̀

!, 一 月
二 一 沪 2 , 飞̀

! , 一 ,二 一 护 3 , ( ` )

一 、 < 二 ,夕< + , ( 10
.

1 )
公卜

,

= 么
’

y = 0 男 二

产111又

加

这儿 护 ` ,
价,

都是二阶可微的函数
,
而且 沪 `

(0 卜 沪1 ( 0) = O
。 a
钾 口今 下钾 舀 。

注意若 占二 oo 时
,
要用方程粗 ( I

, )及 ( J Z )来求解
,

如果将
二
换为

, , 。
换为 、

lHJ 舀= O 时要用方程粗 ( I , )及 ( 1 2 )来求解
,
这时特征应敌改为 一 1 , 1一 寿 , 无 。

1
_ .

_
, , _ _ 、 _ , _ _ _ …

_ _

_
- .

一
, ,

1 ) “ ,

口
, 下 , ` 二 O

, 无, 一

元
,

OO
,

这时 (1 o
·

1) 有 8种情况
,

我俏作 “ = OO
, “ 二 0’ 口二

` , a 一

干 的情形
,

, 时定解 , 二的提法应靛是
:

在
二 , , 平面上 , 方程 , (̀ 1 ) ( 或

( 1 2 ) 》的解
,

使它们适合于

}
’

{
” 一 ’ 一 “ (

{
)

、 ’ “ `=vt一
` 2`

勺
1 、

、

肠 I , 二一加 目 护 3 L劣 )
, ” l , 二几, = 甲 4 L` 少

。

一 oo < 劣 < + oo ( 1 0
.

2 )

然儿 价
: , 伊: , 护。 , 切。

都是二阶可微的两数
,

而且 沪,
( O ) = 伊 2 ( o ) 二 留3 ( O) 二 护 4 ( 0 ) 二 0

.

由 ( lI r
)及 ( 1 0

.

2 ) 得

1 + 孟

2
f

:
( 0 ) 一厂

2 ( 2二 )
一

合
( ` +

资
)
(

,
3

(共工
·

卜
.

f 4 (

灯
工

· )
)

= 价,
(
二

)
, ( 1 0

.

3 )

.

f , ( 2 二 ) + f
Z( 0 ) + f

3 (
无+ 1

无

, ) + f
;

(
k一 1

h

二 ) 二 沪 2 ( 二 )
,

( 10
.

4 )

f
: ( ( 1一 无)

二
) + f

:
( ( 1 + 无)二 ) + f

3
( 0 ) + f

; ( 2二 ) = 甲 3
(
二 )

,

j
之 ( ( i + k ) 二 ) + f

: ( ( 1一 忍)
二

) + f
3 ( 2 : ) + f

4 ( O ) = 沪 ; ( 二 )
.

不妨段 j
` ( 0) = 0

.

由 ( 10
.

3 ) 一 ( 1 0
.

6 ) 消去 f
: ,

f
;
得

( 10
.

5 )

( 1 0
.

6 )

( 帝 )或者把 , ` 为
? , , 换为 “ 。
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, : (

争
· ) 一 fl(

一

争
· ,+

(jz
一

一

号裂生f
Z ( 2· ,一 “ : (· ’ ,

( 1一无) 2

2众

习 一 f(z 兰鱼韶竺
· )

f
,
( 2二 ) 一 f

:
( 一

(忍一 1 ) 2 _ 、 , ,

( 1 + 无) 2 _ 、 , , 忍2一 1 _ 、

一 一一

甲二丁一一 一苦 j 一 尸 1 、

—
二下一一一 - 汤 户 一 J Z 、 - - , 二下-一沁 j

艺招
一

么招
一

艺招

( 10
.

7 ) 月

一 f
Z ( 一

、硒

忍2一 1

2无

二 ) = h Z
(
二 )

。

1111ee|/l
J

、、ee|lwe|、

这 J L

2无
,

_

, 、 ,

无+ 1
、 .

_
_ ,

毛一 1
九 ` 仁劣 ) “ 币下丁

甲 , 又劣 , 一 伊 , L一范万一
公 ) 十 甲 4、 一范万一

劣 ) ’

h Z (二 )一 , 2 (二 ) 一 , 。

津共工
二 )一 , 4 (

一

皂丰
二 )

.

乙招 “
( 10

.

7 ) 可以写成

f
(
解一 1

2无

·

)(孟
一

呈)
+

式
一三瓷

工
·

)(
一

孟呈)
+ ,

(
( 1一无 ) ,

2 k

·

) ({
一

的
+ ,

(
( 1+ 花 ) 2

2众

·

)(
一

兮
一

幼
+ ` ( 2· ,

--(0 ( 1+ 又、忍

k z十 孟

)
一 “ (

· ,
·

(` o
·

“ ,

这儿
.

f “ ( f
, ,

f Z
)

, h ( h , h Z )
.

山 ( 10
.

8 ) 可以选择 一 召 》 i ,

使 ( 10
.

8 )适合定理 B 的条件 ( i )
,

再投 l矽
;

I
,

! , `

阵 川
二

l
群 ,

剐 (1 0
.

8) 的解是

f
l (二 ) 二 。 1 ( : )

,

f
Z ( 二 ) 二 。 2 (二 )

.

同时可以求得

了 1 + 无 \ 1 1 一垂 \
. _ _

( 二 \
f 。 ( 劣 ) = 一 功 , ! ` 士-二二一 劣 l一 田

,

l兰
竺 - 劣 l + 甲` ! 于 !

’

、 2 /
`

、 2 , ” 、 2 2
,

了 1一 无 \ 1 1 + 无 \ 一 ( 二 \
f ` ( x 、 == 一 田

1

I se 土se se 二 se 劣 l一 田
,

l 一生二 二̀ 劣 l + 沪 1 1书 es 】
’

、 2 2
`

、 2 2
一

“

、 2 ,
.

将
`

f
.

的表示式代入 (卜 )得

_
_

, _ , 。 . 、
_

了 1 + 七 ,
_ _ ,

夕 八 了 1一 垂 ,
_ _

夕 八
.

_
`

,
_ _

更̀ , 田 :
(劣 + 夕) 一 田 一

t
~

二长一̀ (劣 + 斗 ) l一田 l
l es 土一二- (劣一 斗 , l+ 口 ,

(劣一 y少
一 `

\ 2
、

无
`

J 一 `

、 2
、

无
`

J
’

一 ` 、

了 1一 k ,
_ _ ,

夕八 了 1 + 后 , _ 夕 八
. , .

了无二一夕 \
, , .

f 忍二 + 夕 \
一 扭。

卜立二一一 ( 劣 + 斗 ) l一 田 2
1止分二

一
( 劣 一斗 ) l + 切 5 1

一
共六二

一

l十中d 去 ; 二 l
一 `

、 2
、

惫
产

/ 一 乙

、 2
、

左
`

Z
’

` “

、 2无 才
一

” 、 2 无 /
。

1 十 又
`

, _

…
、 ,

2
` 二 .

又 、
(

_

1 1 + 无 ,
_ _ .

梦 、 、

。 二 一
~

二长书二田 1
(
二 + 夕) + 冬 ( k + 今 ) l 田 l (

一二长井二 ( 二 + 手 ) )
2

` 、 一

“ `
一

1
、

一

充
`

、
吕 、 2

、 一

无
` z

1 一 k , _ 夕 、

八
,

1 + 完
, _ _

二 、 .

1
, 二 .

泥 、

了
_

1
1一无

` _ .

夕 、 、一 。 : ( 止
~

言二
一

( 二一今 ) ) l + = 份二~ 。 2 ( 二一 夕) + 令 (希+ 于 ) 【。 2 ( 止下止二 ( ` + 令 ) 】
一

’ 、

2
、

丸
/ 产

Z
’

2 一 ` 、 “ 尹 ’

2
、

一 无
’

、 一
` 、

2
、 ’

无
’

, (
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l+ 左
,

_

万 、 、 . _ ,

无劣一 夕
、 一 ,

介牛 十 夕
、 、

、 一厄一
一 、 “ 一下 / 少 十 ? , 、

一飞乏不
一 少一 甲 4 、

一乏万一 ) ,

。 、 。 . ,

山 、 二 一

_ 。 ~ 。 , 二 。 ,

1 门 八 、 ~ ~ 。 : l
艺 ) 〔` , `, , z , “

甲们 二
’
`
一

, l几少翎又 U , ` ” 大
,

即
,

力一
j
一

,似月 、 止伏 u ’ “ ” 下
,

~

这时 ( 10
.

1 ) 有 16利
,

情况
。

3)
a ,

归
,

7
,

。 中有两个值只取 O
,

lc,

二
,

这时 ( 10 ) 有 24 种情况
。

4 ) a ,

月
, 丫, 占 中只有一个值只取 O

,无 ,

分

十

, 。 ` J

, 。 c 多

另外 两个值不取 O
, 介

而其余三个 值 不取 0
,
、

.l,

1

—
, O〔 ~

无
“
这时 ( 10

.

1 ) 有 3 2种情况
。

心王对
a ,

口
, 下, a 要有限制

。

5 )
a

.

口
, 下 ,

a 产 0
, 无 这种情况要算对

a ,

口
,

及 丫作 限 制
,

例 如8
1一"

a = 1 ,
0 < 月 < 无 , y 一 一 口

。

只上周题都可似利用 号
.

4 的桔果
,

靓明它俏的解是唯一存在的
.

号
.

11 第 六 简 题

第六周题是在
二 , , 平面上求方程粗 (I : )及 ( 1 2

)的解 “ 及
。 ,

使
, 。

适合于

一 沪 , (幼

= 沪 3
(

: 。
)

U

l , 一 。二 一 甲 2 (· ) ( ` ) ’ 一二 <
二

< + OO ( 1 1
.

1 )

”
l , 一 。二 == 甲; ( : )

劣劣a勺」一一
针

夕 =

这儿 切`
是二 阶可微的函 数

, 沪` ( 0) “ 0
.

a
今月钾丫尧口

.

这里我俏只做方程粗 (I 2 )的情形
。

(I 1
)可用一样的方祛求靓

。

由 ( 1 1
.

1 ) 及 ( 11 2 )有

r
l
( ( 1 + “ )

·
) + ,

2
( (卜

· )
: 。

) + ,
3

(气竺
·

)
+ f

4

砰共
·

)
一 切 1 (· , (“

·

2 ,

了
1

( ( 1+ , )·卜 ,
2 ( (卜 。 )· 卜 ,

3

砰资立
·

)
+ f

4

砰母色
·

)
一 留 2 (· , (“

·

3 ,

,
!

( ( 1+ , )
·

) + ,
2

( (卜 , )
·

) + r 3

(共兰
·

)
+ f

4

砰干
2

,:

)
一 沪 3 ( · ,

,

( “
·

` ,

,
1

( ( l + 。 )
·

卜 ,
2

( (卜
“ )· ) + r 3

(
.

书生
·

)
+ ,

4

C气主
·

)
一 护 4

(
· ,

·

(“
·

5 ,

趁儿 f
`
是任意两数

,

几 (0 ) = 0
.

( .) 或者把 “ 全换为 公 .
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1) a = 一 1 ,

口. 1
, 7 “ 一 无, a = k

.

由 ( 1 1
.

2 ) 一 ( 1 1
.

5 ) 消去 f
, ,

f
Z
得

,

1一 无
、 , 、

J 气劣 ) 十 J 气 一 气一;一下了
一

) ` 芯 j 一 J 气
1

.

t
.

荞

4无

( 1 + k ) 2

刊
十 f ( 一

1一 k Z

( 1 + k ) 2

· )

(全的
一 “

摊

·

卜 , (

未令
·

,

侃卜
( 1 1

.

6 )

、瓷这儿 f = ( f a ,

f
4 )

, h = ( h l , h Z )
.

而

k
、 _ /

脚 1 一 k ) 、 . ,

2无
几 t == 甲 I 气一万~ 丁下一

月

马 ) 甲 2 气 一丁二一兀一了又万一 苏 , 一 甲 3 k
~

了二尸下
se丁

~

又万
.

子 少
1 一 ` 气 1 十 ` )

“
气 l 十 ` j

“

_ ,

k( l 一无)
_ 、 . _ l 无

_ _

、
, , ,

2无
“ , = 丫 八

五森万
汤 少 个 甲 ’ 、 五下了

沁 , 一 甲 ` 、而阵而丁 苏 少

迭 取 一 二 》 1 ,

使 ( 11
.

6 ) 活 合 定 理 B 条 件 i( )
,

再 投 1, `
! 《 万 !

二

!召
.

剧

( 1 1
.

6 ) 的解是

f
3 (二 ) , 。。 (

二 )
,

f
;
(
二 ) = 。 . ( 二 )

.

同时可么求得

f
l (男 ) = 一 。 3 (

无+ 1

2 k

二
) 一 。 4

无一 1

2无

二
) + 护 2 `音)

k 一 1
、 , 无+ 1

_ _

、
, _ , 忿 、

J Z 、 “ 夕= 一田 3 、 一
丽 -

“ , 一 田 弓、 一不厂
.

铸 2 十 .V ’ 、万 )

将 了
`
表示式代入 ( 11

2 )得

_
.

_
_

/ 无+ 1 1 _ _

二八 、
_
`

I k一 l
,

_ _ .

八 、 .
_

,
_

二 夕 、

肠 二 一 田 3 气 一一下二忿一 、 祷 甲 y 少 , 一 坦 3 、 — 又不一一 火祷一 y j 少 宁 川 3、 祷 个
~

了 /
乙箱 乙佑 招

了 无十 1
/

_ _

二八
、 工 无+ 1

,
` , . 、 、 .

_

, _ .

夕 、 .

一 川 4 、
,

下
了一一 灯

`
甲 y , , 一 坦 4 火 —

石几一 一 戈汤一 y 少 少 个 川 4 戈“ ,

一
一

丁
一夕宁

艺称 名尤 拓

劣 + 夕
、

,
.

丫 , 、

—
— ) 州一 丫 t 气

艺

劣一夕

2 才
1 + Z b 十 a 无十 ]

2无

. _
.

、 、 .

1一 Z b + a , 无一 1
,

_ _ .

八 、

戈牛十 y ) , 十

—
川 3 、 一气不

,

一 `苦 一 y ) ,
P 名价

k Z一 Z b无+ a

口

夕 、

田 3、 “ 一下 J 宁

1一 Z b + a
.

i 无一 1
, _

_

J 八 、

— —
`口左 I

—
! 芯 州卜 了 I ) I

尽
’

、 2无
、

” /

l 一 Z b + a

口

( 无+ 1
,

_
_

二

八
毋 4 1 ot ee 万丁 r 一 、 “ ; 一 y ) I 一

\ 艺七 /

无2一 Z b无+ a

口
田 ;

(
劣 一 牛 )

1 + Z b + a

口

1一 b2 + a

、

口

/ 劣一 夕
、

丫 I t

—
l

艺
一

夕一+一2劣一
护

2 )
〔` ,

口
, 7 = 一 1 , 一 孟

·

, 大, 1
,

a笋 一 i ,

一无沂 1
.

( 1 1
.

1 ) 有 4 种情况
。

3 )
。 ,

日二 一 l
,
一无

, 无,
1

.

丫 , 。笋 l
, 一无, 几,

1
.

这时 ( 1 1
.

1 ) 有 6 种情况
。
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4 )
a 二 一 1 , 一 6 , k , 1 ; 月

, 下 , a产 一 1 , 一 大
·

, 儿 , 1
.

这时 ( 1 1
.

1 ) 有 4 种情况
.

似上的周题
,

3 ) 与4) 在对
a ,

口,下 , d 附加一些限制
,

利用 9 4 的桔果可似旺明它

们的解是唯一存在的
。

卜 附韶
.

以上所提的 7 类周题总共有 3 5 7个定解周题
。
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