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微分方程粗部分变元的稳定性
’

李尚廉 朱思左名

(数学力学系 )

号1
.

前 言

微分方程粗的解对部分变元的稳异性 周 题 虽 在 J’I 只 n y 4oI B沙〕及 M a 几 k H献 2〕的

著作中已有所阑述
,

但直至 1 9 5 7年苏联 P y M只 H玖e B 〔3〕才抬山严格跳谕靓
,

提 出 了

判别法则
,

并指出其实际应用
。

其后
,

我国榻恩浩 〔 4〕沙〕
、

吕貂明四〕
、

王雪生〔钓及

部奉欣〔8〕等人毛这方而进行了一系列的工作
。

本文将对部分变元 的稳定性简题进行较知致的芬类
,

提出三种不同类型的部分

变元稳定性
。

而文〔l 〕一 〔8〕所考虑 既仅为 本 文 的 第 I 类 型 稳 定 性
。

同 时 应 用

A
.

M
.

IJ 只 n y H o a
、

C
.

K
.

fl e p e H仄e K H盆和 B
.

M
.

M a T p o e o B方法〔9〕一( 1 1〕对这三种不同

类型的稳定性拾出一些初步拮果
。

就第 I 类型而言也包含了文〔 8 〕的全部拮果作为

特例
。

考虑
, ` 阶微分方程粗

面

一
二 二

人 【艺
, 劣 ,

心心

这里工 (`
,

劝 在定义域

> : 。 ,

11
二 。 , 川 咦 H

, 二 〔。 一。 〕 取任意实数

( 1 )

( H )

〔 : 。
》 0 , H 为正常 数或 + oo

,

当H 二 + oo 时取 卜。。川 < + oo ,
此时称 ( H )为全

塞简
, 二 (。 〕 二 ( x , , 二 2 ,

… , 。 ) , 二 〔。一〕 二 (二。 + , ,

…
,

、 ) , 息p 二 = (
二 t 。 ) , 二 〔一。 J

)
.

0 <
, 。崛 。 ,

U
二 〔。 〕 1卜 艺 蜡 〕上速箱且潇足解的存在唯一难仁条件

.

且投方握 粗
召二 I

( 1) 的一切在域 ( H )内的解可似延拓至整毕勒 〔ot , + oo 〕
,

土 (这里亡。为初始时周 )
。

定义 1
.

投实函数 V ( `
, 二
)

、

才 ( 二 〔。 J )在域 ( H )内莲箱
.

帝 本 文是根据李偷廉的大学毕业的文中的第二部分修改补充而成
。

曹在广东数学会 196 3年
.

年会上报告过
。

作者感甜胡金昌教授的鼓助指导和黎百括老师的宝 t 宜兑
。
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称 V (亡
,

幻对变元 叭耐 具拟无限小上界
,

如对任正数 e
,
A

,

T
,

有 a > 0
,

当 t》 T ,

}】
二 。 , 〕 1{ ( a ,

!}
x 。。 一。 〕 }}` A 时有 IV (`

,二 ) } < e

若 A 二 + oc 即xt
。

一
;
可取任何值时 lBJ 称 V (艺

,

动对变元叭耐具无限小上界
。

称 V (乙
,

习为在城 (万 )内对变元 叭泪 的定正函 数
,

如存在定正两数评 (气司 )
,

_

且

对一切艺>
: 。 。

V ( 云
,

O )三 O
。

称 V ( t
, 二 )在域 ( H )内对

二 〔 . 〕为强定正函数
,
如 V (亡

, 二
)在 ( H )内对

二 〔 . 〕
定正

,
几

存在正数 B ,

任取刀: O < 刀( B
,

韶集万 (亡.
, 刀 ) 二 { ( ` . , 二 ) : r 〔￡* , ` ) ( 刀

,

( `
* , 二 ) ` ( H ) }

,

刻对任粉 e > O
,

有望 (右
,

哟 》 T 。 ,

使

!1
二 〔。 〕 }} < e 当`* 》 T ,

( `
, , 二 )

。 , , ( t
* , 。 )

利用速裁函数在阴域上的一致速履性易靓

引理
.

若 V ( `
,

.。
)为在城 `夕

r 。 ,

}l
二 〔。 〕 11( A < + `

,

}l
二 〔 , 一 。 ; }l叹 B < + OC 上的莲 掖

两数
,

且 当
劣 * 〔
耐 二 O 时恒有 r ( t

。 , , *

) 三 0 ( t
。
》 : 。

)具lJ任抬 e > 0 存在 a : 0 < 占叹 月

使当 !1
牛 〔 . 川 ` a

,

11
二 。 , 一 。 〕!! 咬 B时 ! I

厂
( t

。 , 二 ) l < e
。

如
.

工 型 稳 定 性

定义 2
.

你方程粗 ( 1) 的零解对部分变元
二 〔初是 I 型稳定的 ( 筒称 I 型稳定 )

,

如对任 e > o 及抬定 的 t
。
奋 : 。 ,

存在 ` ( e
.

`。 ) > o
,

使 当 ( `
。 , 二 o

)
`
( H )

,

}1
二 O

}1“ 时

方程粗 ( 一、的在 忿二 ￡。 过
J o

的解
二 (亡

, 二 O , 亡。 ) 有

x 。。 〕 ( :
, 二 o , `。川< 8 对一切 云》 `。 二

如果 a 不依梢亡。
,

则称雳解为 I 型一致稳定
。

如果零解 I 型稳定
, 「1

_ l艺饥
老~ ) + oo

11
二 〔 . 〕 ( `

, 二 o , `。 ) n= o
,

员IJ称零解为 I 型渐近稳定
.

称零解对部分变元叭
二 〕
是 工型拟一致渐近稳定的

,
如存 在 d。 > 0

,

对 任 刀> 0

有 T ( , )》 o 使对任 ,。 )
: 。 ,

当 ( 。
。 , : O

)
`
( H )

,

T!
二 。

n咬占
。

时成立不等式

!}
, : 、 〕 (￡

, 二 o ,
f
。
)1!< , 对 , > t。 + 尹

称零解在域 ( H )内对部分变元 八耐 是 工型一致渐近稳定的
,

如果客解 为 I 型

稳定
, _

几对任正数 ,
、

万
。 、

」
,

存在 7’ ) o
,

当 11
二 O 〔 , 川 《 H

。 ,

}1
, o 〔 。 ; 〕

n ` 月 “ J
一

有

11
二 〔

, ,、 〕
( `

, : ,: o ,
t 。 ) n< , 对 `异 `+ 尹

.

定理 2
.

1 若在域 ( H )内存在对
二 〔。 〕

定正的两数 V (`
,

习 「l
_

通过
一

方程粗 ( l) 对 ` 的
, 二

、

`
.

J犷
_ _ . _ 、 _

… _
,
_

. _ _
一

_ _ _
- -

一 一
.

…全导数 共异 簇 0( 或二 0 )
。

lHJ 方程粗 ( l) 的零解对
, 〔 , 、 〕为 I 型稳 定

。

一 ~ 击
一 ’

、

一 一
~ / . ` 、 J

~
’

~
’ i”
~ ` 产 ’ ` J 一

万
,

汀
`

,J
’

比 孙 J / , 占 一
, 以 ~

。

如果方韦 {来且( 1) 的右端 X (亡
,

劝 有对
二
的建技偏导数

,
lHJ 条件还是必要的

。

征
.

定理的条件与文〔幻定理 月 的条件相同
,

_

几为本文定理 2
.

3的特殊情 形
.
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故现仪征其必要性
。

任取 H
。

:0 < H
。
< 11

.

考虑赫助方程粗

d 劣
- 一 , ;二 一

二
` 、 L t , x ) 甲气

老
’

)
a 乙

( 2 )

其中以幼于 ( H )迷植可微且

。 。。 〕 !1叹 H
。 , ` 。。

一 〕任意日J
二 。。川 》 H

, 二 〔卜。 〕 任意 时

当当` 1
甲 L牛 ) 二 `

t 0

对粗 ( 2 )的解 y (亡
, 二 。 , 亡。 )令

V ( t
, 二
) = ( 1 + 。一 ` ) }} , ( t

。 , x o , t ) ( 3 )

因在域 (日
。
)内方程粗 ( l) 与 ( 2) 的解重合

,

故依假敲有

牛
一

半
+

器
·

`

一
” vl(

`。 ,

xo,
` ,! ,̀ 。

由 I型稳定性
,

知对任 e > o有咨> o使当 11
二 。

!!叹 舀 ,

( t
。 , 二 o

)
`
( H

。
)时有

}}, : . 〕 ( t
, 二o , t。 )门< e

依粗 ( 2 )的构造易靓对 e簇 11
二 。。 〕

11咬 H
。

有 1},
〔。 〕 (`

。 。二 , ` ) }! < H
,

[I夕( t
。 , 二 , ` ) U> J

.

故当 卜
。 . 〕 .1>

。 。
( `

, 二
)
。
( H ) 时 V ( `

, 二 ) 》 11, (。
。 。二 , ` ) Tl> “ ,

自pV ( , , 二 )对
二 〔。 〕定正

。

定理 2
.

: 若在域 ( 。 )内存在对
二 〔。 〕 强定正的函数 v (f

, 二
) 使
华

、 0 (或二。 )
.

肠 乙

期方程粗 ( 1) 的零解在域 ( H )内为 I 型一致渐近稳定
。

当方程粗 ( 1) 的右端对
二
有莲擅偏导数时

,

条件还是必要的
。

靓
.

充分性
.

由定理 2
.

1知零解为 I 型稳定
.

对任抬 H :o 0 < H
。
< H及 」> 0 有

又二 { 习
u尹I厂 ( 老

。 , 二 ) : ,l
二 〔 . 川镇 H

。 ,

i卜
〔 。 一 , 〕

11̀ 月 } > o

, z一
〔 . 〕 }l、 H

。 ,

11一
。

一〕 !}、 A
.

因

子
、 o 得

1
”

(亡
, 二 (亡

, 二 O , 止。 ) ) 咬 V (亡
。 , 二 o

) ` 又 任 亡 ) : 。

由假投知任抬 e > O有 T ( e
、

又)》 : 。 ,

使 尹异 T 日寸若 1
’

( t
, 二 ) ` 又 ,

( t
, 。

)
` ( H ) 且11有

I【二 〔 , 〕 ! l< e ,
于是对解有

扩

11
`。 c。 〕 ( t

, 劣。 , `。 川( e 当 t》 t 。 + 2
,

故粗 ( 1) 的零解在域 ( I勺内为 I 型一致渐近稳定
。

必要性
.

与定理 2
.

1同样考虑翰助方程叙 ( 2 )并构是函数
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V (云
, 二 ) = !】夕(云

。 , 二 , ` ) }! ( 5 )

于是 半
一

臀
+

臀
·

` 三 0
一

, (̀
, 。 在域 `oH ,中对

· : 。 ,定瓜

由 I 型稳定
,

知对任 H
。 : 0 < H

。
丈 H

,

存在 B > 0 使当“护 “》 B时有

1ly
〔 fn 〕 ( `

,二 o , ` o

川< H
。

任 `》 t o

对任 ” : O < 刀喊 B
,

合万 ( t
* , ” )二 { (`

* , 二
) : }} , (`

。 , 二 , `* ) !}喊 , , ( `
* , 二 ) 。 ( H

。
) } 依

( 5 )式
,

显然

万 ( t
* , 刀 )三 万 ( t

* , 下 )
一

对任亡* 》 ` o

又由 I 型一致渐近稳定性知任抬 e > 0 有 (T e
,

钓》 0 使 !卜
。

n < 刀时

11, 〔。 ; (`
, 二 o , `。 川 < 8

故当 ` *

) t
。 + T 时若 (忿

* , 二
)

`
M ( `

* , 刀) 助有 卜〔。 〕
U< e 旦pV (亡

, 二 )在城 ( H
。
)内

为 气司 的强定正函数
。

定理得视

注
.

定理 2
.

2中若定义域 ( H )为全空简
,

l1R 得到的是 I型全局一致渐近稳定性
。

定理 2
.

3 如果在域 ( H ) 中存在速值函数 V , (亡
,

习 (。二 l
,

…
,

幻 满足下列条件
:

i ) 1
尸、 ( t

,

O )二 0 ( s 二 i ,

…无
,

) , V , (术
, 二 ) 》 O (了二 l , …

,

1 1乓无)
,

f ( `
, 二

) 二

全
。 , 2 (`

, 二 ) 是
二 。。 〕 的定正两数

。

`二 l

助 八 (己
,

.。
) (

:
= 1 ,

…
,

的 通过方程粗 ( 1) 对 亡的全导数可表为

d V
吕

d t
二

.

f
。
(云

,
V ) + U

、
(老

, 二 ) ( s == 1
,

…
,

忍) ( 6 )

其中 V 二 ( 「 , ,

…
,

下
厂、 )

,

U , ( t
,

对咬 O且速麟 (或 三 O )

3 ) 每一 j
s ( t

,

V )在域

( G ) : t ) t 。
,

!!V ll< R l
这里 R I》 R = 召 , { V (`

, 二 ) : ( t
, 二 ) ` ( H ) }

中是关于 I
’ , ,

…
, I厂 、 一 : ,

V s + , , … , V 、 的非减函数 ( ’ 2 〕 ,
且 j : (亡

,

O ) 三 O ( 。 = , , .… , ` )

声

4 ) 方 , 粗 努 一 f
,

( `
,

, ) ( 3一 l ,

… …
, 。 ) 子

( 7 )

一1
.

|
J识eewees|

助零解当3o/ 。 : 〕李 0时对叭
: 〕为 I 型稳定 ( 渐近隐定 )

.

创方程粗 ( l) 的零解对气初是 I 型稳定 ( 渐近维定 ) 的
。

更 且
,

若 1
尸 :

( 去
,

劝 ( , = : ,
.

“
. , 、 )具无限小上界

,
且方程粗 ( 7) 的零 解当 沪川 》 O时对

失 : 〕为 I 型一致稳定 ( 拟一致渐近稳定 ) 的
,

ql] 力程粗 ( l) 的零解为 I 型一致 稳 定

( 拟一致渐近稳定 )
。

证
.

依假毅有定正两数评 (气 。 〕 )使



声

民
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犷 (亡
, 劣 ) ) If (

二 〔 ,。 ;
) 对任 ( t

, : 。
)
。
( H )

于是
,

任耗今0’ 有 “ ( e ) > o 使

1I
U 〔 ,。 〕

!1< 。 当 l
’

( t
, 。 ;

)了 6时 ( “ )

而 由4冲 {l有 : ( a
, `。 ) > o 使 }1刀

0

1}簇 :
,

夕。 〔 : ; 》 o 时方程叙 ( 7 )的
.

J
:
积 分 L1 2〕 了一+ ( `

,

.1/ 0 , ` 。

)

潇足

}},
+ 〔 ` ; (艺

, 夕o , 去。 ) }{
、 a 任 t李 ,。 ( 9 )

再因 I
广

(`
,

.

,:

)反曳擅 爪
厂

( `
,

o )三。故存在 a ( 刃
,
t。 ) ) ()

,

只要 11
.

, .0 11咬口便得

!}I
’

(亡
。 , 二 O

) }!咬刀 ( 10 )

可舰
:

当 }}
侣。

}}` a时粗 ( i )的解满足 卜
〔 , ,` 〕 ( `

, ,: O , t 。

川< e 任 亡异 t 。

若不然
,

有某
, , *

及 户
:

1】
二 *

1!` 口, `帝 〕
·
t。 使当 `: r`

。 , t帝 ) 州 !
二 : , , ; 〕 ( t

, ;
·

* ,
,。 ) }}< e

而 !1
二 〔。 〕 (艺气 二* , t 。 ) 1卜 e

。

令万
*

= 不
r

(沈
“ , x *

) 月lJ由 ( 20 ) 4J’ !}夕
*

U乓 , , 而依条件 i )和 , * 〔。〕》 o ,
据 ( 9 )便柑

】1,
+ 「: 〕

(`
,

,气 `。 )廿< 。 : 》 , c

由条件 2 )在淤e 〔 f。 , 能带 + J￡) ( J 亡> 0 )有

令
v

,

( ,
, ·

( `
, ? · , : 。 ) ) 、

`

、
:

( `
, 。 ( 。

, 一

( :
:

二
, ,。 ) ) (

吕一 〕 , … ,。 )

V

火

应川W a z e w s k i不等式 [ ’ 2 〕得到

V ( t
, .

,:
(云

, 口: * , ` o

) ) 簇 ll+y
〔 : 〕 ( t

, , * , `。 川< a “ 〔t。 , `带 `

依据 ( 8 )便有 !I
x 〔 , 〕 ( 试气 二 * 。 `。 ) !l< e此与原投 11

.

。 〔。 〕
( `气二 * , `。 川 = 8违背

。

蔽得方

程粗 ( 1) 的雾解对八川为 I 型稳定
。

若粗 ( 7) 的雾解当 沪
。妇 》 O时对 ?jt ` 〕

为 I 型一致稳定
_

11函数V (沈
,

劝具无 限 小
_ _

卜

界
,

lllJ 数刀( 6 )
、

d (们可选得与忿
。

无关
,

即方程粗 ( 1) 的零解对八
。 ` 〕
是 I 型一致稳定的

。

若当 , 。 〔 : 〕 》 0 时叙 ( 7) 的零解对叭 。 为 I型 渐 近稳 定
,

g[J 对 任 正 数 之 < 刀及

抬 定 的 `。 》
r 。 、

11,
0

11毛 , ,

有少 (又
,。。 , , O

) > o使 `》 ` 。 + 尹时 }f,
+ 〔 ` 〕 (`

,

,
o , t。 ) 11< 孟

,

而由
V

w a z e w 、 k i不等式〔1 2〕便得 !IV
〔 : 〕 (云

, 劣 (云
, 二 o , 艺。 ) 11< 2

。

于是对 1!沪 !1簇 舀成立

L胜
`

l

1 1” 乙

t .
.

) + oo

l}V
: : 〕 ( `

, : “
( `

, ￡ o , `。 ) ) }卜 l` , ,乙 1
`

( 六
, 二 ( `

, : o , 己。 )卜 。

艺~ ) + 。。

但由假投
, V (乙

, :
)对

.。 [ 、 〕定正
,

故有

11仍

诬
~

) + 。 。

!1
·。 〔。 〕 (亡

, 二 O ,
乙。 ) !!二 o
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即方程粗 ( 1) 的零解对叭栩为 J型渐近稳笼 的
。

若粗 ( 7) 的零解对叭
` 〕为 I型拟一致嘶近稳定且 r (亡

,

劝对
二
具无限小上界

,
则 T可

选得与 亡。 、

尹
、

护无关
,

即粗 ( 1) 的零解对叭栩为 I 型拟渐近稳定的
。

定理靓毕
。

文 〔 8 〕 的全部拮果是本定理中 希二 l 二 1时的特例
。

事实上
,

有

f (亡
,

V ) 二 又(才) 沪 (
。
)

当孟(亡) , 沪 ( 。 )适合 〔 8 〕定理 1 的条件时 显然方程粗 ( 7) 的器解当 oy 》 O时是稳

定的
,
而当从 O

,

以
。
)满足 〔 8 〕定理 2 的条件时

,

方程粗 ( 7) 的本解当尹> O时是
r

渐近稳定的
。

注
.

〔 8 〕定理 2 中假投
“
V (乙

, :

) 对 叭耐 具无限小上界
”
由本定理可知此条

件是不必要的
,
其实检查 〔 8 〕也容易看出此条件在靓明中不起木厦作用

。

y=

勺以一二̀己一d~
. _

己邵
, 。 。 ` _ _

韧】1
.

一〕万一 = L 夕
` e 一 ` “

一 1 少劣
(
“

其解为
二 ( , ) 二

二 。 。
(“

。 2“ 一 , ,。 一 1 ) (亡一 之
。
) , , ( 。) 一 , 。 。云一 亡。显然方程粗的零解对

二
是

工型渐近稳定的
。

邹
.

亚 型 稳 定 性

一

川洲|
.

|矛
.

定义 3
.

称方程粗 ( 1) 的零解对部分变元叭司是 I 型稳定的
,

如对任 e
、

B > O及

拾定的 , 。 》 : 。

存在 “多。使当 11
: o 〔。 〕

[}镇 a ,

U
二 O 〔。

一 〕 11气 B时有

卜
: 。 〕 ) `

, 二 O , `。 )1】> e 对任 。) r 。

如果创e
、

B )的不依辍 t
。 ,

则称零 解 为 I 型一致稳定
。

若雾解 兀型稳定且 ll’ 二 】!
二 〔。 〕 (云

,

沪
, t 。 )ll 二 o IHJ 称雾解对

二 〔 , 〕 I 型渐近稳定
。

亡~ ) 十 以 ,

称零解在域 ( H )内对
二 〔 , 〕是 I 型一致渐近稳定比

,

如果零解为 l 型稳定
,

且对

任正数 。
、

万
。 < : I ,和 A存在 7

’

》 o只耍 l}
二 o 〔。 〕

11̀ H
。 ,

1!
二 o : , 一 。 ; 气 A 便得

11
二 〔 , 〕 ( `

, 二 O , 矛。川< 。 对。> ,。 + 尹

.

_
_ _ . _ _ _

_

_
. _ _

二
_

_

_ _ _
_

d V
,

_
`

足理 3
·

1 如在域 ( 且 )四存在对
’ 〔司足正的幽数以 t ,

幻
,

使
一

五了 镇 0 (或二 O儿

|

|éō lee||!

且当 扩
〔司 二 O时有

V ( t
。 , 二 *

)三O ( 1 1 )

刻方程粗 ( 1) 御零解对
二 。初为 I 型稳定的

。

若代 ( 1 1) 式 与V ( 亡
,

幻对二 〔。 ;
具拟无限小上界

,

劣
.

么 贾型稳定是一致的
。

豁
.

由假敲有定正函数 lf
r

( 二 〔。 〕 )使当 (廷
, , )

`
( H )时 F

一

( t
, 二 ) 》 l于

”

(
, t . 〕 )任拾

e : O < e喊刀及 B
一

O会
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踌

饭

, `二 { 艺
,`
f 卜厂(

二 〔。 〕
)

:
6` }l

二 〔” `

川` H } > o ( 12 )

由 9 1引理知对产
、
B存在舀> o 使 l卜

。 〔。 〕 1.戒 a ,

11
: o 〔 ,

一。 〕 l}乓 B 付 V ( `
。 , 二 O

)
·

( , ` ( 1 3 )

于是只要 }1
二 O 〔 。 〕 11咬舀

,

U
: O 〔。 一。 〕 tl咬 B 便有

丫 (二 〔。 〕 ( `
, 二 O , `。 ) )咬V ( `

, 二 (之
, : o , `。 ) )咬 V ( t

。 , 二 o

)
<: #

依据 ( 1 2 )得 I卜
〔。 ; ( :

, 二 o , `。 川< e
,

宜p彩工( l )的各解为 I 型稳定
.

当V (t
、

劝对 今司具拟无阻小上界时
,

由定义 l 知不等式 ( 1 3 )对任何 ` 。 夕
: 。

均

成立
。

故稳定是一致的
。

靓毕
。

利用定理 3
.

1的粘果
,

仿 9 2 定理 2 2的靓法易靓明
-

一
-

- - 一
一 _ _ _

凉V

定理 3
.

2 若在城 ( I诬)内存在对
` 〔。 〕强定正 斑函数V (`

、

心 使
一

丽
镇 o (或三0)

,

J司时对任劣 * 〔耐 二 O均有 V (￡
。 , x *

)三 O
`

则粗 ( 1) 的有解在域 ( H )内是 I 型一致渐近稳定的
。

注
.

若定义域在全察 lBJ
,

则得到全局 I 型一致渐近稳定
。

定理 3
.

3 若在域 ( H )中存在莲被函数V
:
(t

,

习妙 二 l
,

… ,

的满足下列条件
:

l ) V
,

( t
,
O )书 O ( s = i , …几) !

, V , (之
, 二 ) 》 O (

.

j = l
,

…
, 1

.

1《 沦) ,

V (￡
, 二 ) = V , 2 ( t

, : 。
)是二 〔 , ,` 〕氏定正函数 ;当 二 * 〔 ,。 〕 = 0汀寸下

.

( 亡
。 , , *

)井 0 (
, 二 l

,

…
,

l口
.

2 )
一

不上 二
.

厂
,

( 才
,
V ) + U :

( t
,

.。
) (

。 = i
,

…
,

忍夕 (
,

14 )

l、,l别V
叮̀卜于

,

以

其中V = ( V , ,

…
,

V :
)

,

U
,

(亡
, 。
)簇 O且速擅 ( 或三O )

.

3) 每一 j
,

( `
,

V )在 域 ( 6 )中 是 关 于 V : ,

…
: 一 , ,

r
: 十 , , … v

、
的 非 邵戈 l匆 数

,

且了
,

(亡
,
0 )三 0

.

丸
4 )

。 粗
鲁

一 f,( 初 ) ( 3一 l ,

…
,

lc)
( 1 5 )

的琳解当沪 〔 : 〕 ) 0时对?)t
,〕为 I 型私定 ( 浙近稳定 )

.

llJJ 方程采联 l )的零解对
二 「 ,,` 〕是 亚型私定 ( 渐扳稳定 ) 的

。

更
_

队
,

若粗 ( 15 )的零解当尹
〔 : 〕 》 O时对叭

,〕为 I 型一致稳笼 ( 拟一致渐近稳定 )

而两数 砚 (乙
,

劝 (。 = 1 ,…
,

lc) 具拟无限小上界
,

则方程翘 (劝的劣解对
, 。。 〕为 l 型

一

致

稳定 ( 拟一致渐近稳定 )
。

靛
.

仿 愁2定理 2
.

3的蔽明进行
, 只要注意 ( 0] )

J

又的批得是依珊 旦 1弓i理或拟无

限小上界的条件
。

例 2
.

其解为

d男

己t

刚 2 , 一

、 时
些

_

叩

”
’ ` “ “

出 一

、

( , 、 _
, ,

刀。 2
(
。
·

o “ 更一 。 o 、 云。 、。一 2 云。

夕(亡)二 夕
。 , · t一 ` o
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于是对任 e
、

B > o可选` = e e一 2 , , > o
,

旦lJ当 l
二。

l簇 “ ,

} ,
。

!咬 B时有 l
:
(` ) l< e得方

程叙的器解对
劣
是 I 型一致稳定的

。

取
.

皿 型 稳 定 性 气

定义 4
.

称方霏己粗 ( l) 的零解对部分变元八 . 〕是 皿型稳定的
,

如 对任 8 > O及 粉

定的 r 。 ) : 。

存在 a> o使当 .1
沈 。 〔。 〕 I! < 咨时有

{l
:。 〔 。 ` 〕 ( `

, 。
·

o , `。 ) 11< e 对任 ,》 f o

如果 口(助的选择不依帕 亡。 ,

则称不为 l 型一致稳定
.

若
.

雾解皿型稳定
,

刀
一

ill 林

!}
。 。。 `

〕 (t
,

尸 t。川二 0
,

刻称券解对
二 。 , 〕 ;为兀型渐近

卜 ) + oo

稳定的
。

称零解对
牛 〔 . 〕是 111 型拟一致渐近稳定的

,

如存在占。 > 0
,

对任 。 > 0 有 7’( 哟 》 0

使任 f 。 》 : 。 ,

当 }l
: ,

·

O : 。 〕
{}( a 。 时有

!{
二 〔 . 〕 (才

, 二 o ,
亡。 ) }! < , 对 。 ) ,。 + 少

称零解在域 ( H )内对 气栩是班型一致渐近稳定的
,

如券解 l 型稳笼
,

且对任正

骊
。

、

H
。

峨 H ,
存在 T 》 0 使当 n , 〔。 〕 】1̀ H

。
时有

l}
二 〔。 〕 (亡

, 二 o , 矛。 ) 11` , 对 t 》 t。 + 尹

」

定理 4
.

1 若在域 (日 )内存在对 气 。 〕

同时有定正函数丫 (` 〔。 〕
)使

V ( *
。 , 劣 )蕊下手

尸

( 二 : . 〕 )

d If

足正的函数以亡, `
) 使 硕万 ` 0 (或 三 0 ),

当 ( t
。 , 二 )

`
( 1 1 ) ( 16 )

lllJ 方程粗 ( l) 的签解对 叭耐是 l 型稳定的
。

当方程粗的 右端对
二 有连掀偏导数时

,
定理的条件还是必要的

。

征
.

充分性
.

由假段
,

域 (日 )内存在定正面数丫
,
(
二 。。 〕 )使

V ( t
, 二 ) ) 环

’

; ( 二 〔。 〕 ) 任 (亡
, 二 ) ; ( 11 )

对任 e : O < e < H
,

有

产 = { 子
, ` .

f抓琴
尸 : ( ; 〔。 ; ) : e ` }卜

〔 , 川` H } > o

渗

( 1 7 )

更有 叭 0 < ` 咦 e
,

使

,矛
’

(
二 〔 , ; ) < p

于是
,

任适合 】1二
O : 。 ; 】】乓 占的

: 。
(亡) =

当 !卜 〔。 〕
{} ` 云时

,
( r , 二 O , `。 ) 成立

”
了 .

(
、 t。 〕 ( 亡) ) 乓 V ( `

, 二 ( 户) ) 气不
尸

( t 。 , :。 o

) ` 林
’

(
、 o 〔 ,。 〕 ) < 召 当 t> t o
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依 ( 1 7 ) 得 1.
。 〔。 ; (亡

, 二 o , t 。 ) 11< e
, 即粗 ( i ) 的雾解对

。 , 〔 , n 〕为 111 型稳定的

必要性氏既明与 且2定理 2
.

1相同
、

只是 V面数改为

声

民

不
尸

(艺
, : ,

·

)二 ( i + e一 ` ) }{ ,
。、 〕

(沪
。 , , , ` ) {}

定理4
.

2 若在域 ( I勺 内存在对 叭 。 ; 弦定正 的 函 数 I
`

(乙
, 二

) 使
-

三 0 )
, 同时存在定正两数满足 ( 16 ) 式

。

lHJ 粗 ( 1 ) 的零解在 ( H )内对 叭祠 是 111 型一致潮近稳定氏
。

当粗 ( 1 ) 的右端对
二
有速掖偏导数时

,

定理条件还是必要的
。

征
.

充分性
.

由定理 4
.

1知零解为 l 型稳定
.

任抬 H
。 : O < H

。
( H 合

孟二 {
。 , f尹下乡

尸

( 二 : 、 〕
)
:

}1
。

·

〔 。 、 〕
! l叹万

。

} > o

取 [,
` r o 〔。 〕 ! I簇 H

。 ,

具IJ对解有

1
一

( 艺
, 。 :

(亡
, x o , 亡。 ) ) 簇不

尸

( t
。 , 盆: 。

)戈 l奋
’

(
: 。· O ( 。 〕 )戒 之

( 1 8 )

d不
尸

~

不下一 叹 0 ( 或a 乙
- - 一

任 亡》 子。

因 V (忿
,

劝对人耐强定正
,

知任e > O

( t
, ` ,

·

)
。
(H 次 U ll

$ 〔。 〕 }!< e
.

良口有

{!
x 〔。 〕 ( `

, , Q , t 。 ) {}

有少 ( e
, 之) ) ,。 使亡) 7

,

时
,

若 犷 ( 欲
, ,

`

)簇 凡,

< e 亡》 亡。 + 2
,

故零解在域 ( H )内为 111 型一致渐近稳定的
。

必要性
.

易仿照 号2定理 2
.

2 白尔班法得到
,

只是代 ( 5 ) 式为

V ( ` , 亿 ) = 11 , : . 〕 ( t
。 , x , ` ) U

纵
注

.

若定义域 ( H ) 为全空简
,

定理仍成立
。

得到的是 l 型全局一致 渐 近稳

定
。

定理 4
.

3 若在域 ( H ) 内存在对 叭 。 〕
定正的函数 V (亡

,

约
,

它对
.。 〔司 具无限小

d犷

上界
,

且
-

亩
~

对
` 〔。 〕 定负

“

lHJ 方程机 ( 1 ) 的零解对
二 〔初同时为班型一致稳定及 皿型拟一致潮近稳定

。

征
.

由定理 4
.

1的靓明知当 V ( t
,

幻对 气耐具无限小上界时 创创 的 选择 不 依

梢 `。 ,

即零解为皿型一致稳定
。

由假投
,
存在定正函数 牙 ( , 〔。 〕 )

、
体 t (二 〔。 , ) 便对任 ( t , 二 )

。
( H )有

,厂 ( ,
, 二 ) 芬 甲 ( 邵 〔。 〕 )

车
、 一 ;。 : ( 二 : 。 〕

)
肠 乙

令 万 “ 丈̀ 。 f 伴 ( 二 。。 〕 ) : !}
: 〔 , ;

!卜 H 蛋> 0
,

依翅投存 在 ` 。 二 。 < 舀。
叹 H 使

: 〔。 〕
1!“

o

时
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犷 (￡
, 二

) < 万 对 `》 : o

( 1 9 )

于是任轮 , : o < 刀 < 古。 有 之 = { ￡。 f w (
二 。二 〕 ) : 。 ` 1卜〔。 〕 !}喊 H } > o

且存在 火 。 < 二戈 H 使 n
二 〔。 〕 }}咬 , 时有

V ( t
, 二 ) ( 之 对 云> : o

( 2 0 )

取 。 = { 艺
、
f 附

, (二 〔。 〕 ) : “ 《 11
二 。。 〕

11̀ H } > o

刻对任 “ ` U
二 〔。 〕 “ ` H 均有

月
已V

_

~ 一 一二, - ~ 畏之一 口
d `

( 2 1 )

定 少 (哟 >
M 一 泥

仍
于是对任亡

。
) : 。

当U
二 o 。 , ;

Ù a 。时可既解
二 ( ` ) 二 :

( `
, : o , ` o

)

痛足

}卜
〔。 〕 ( t

, 二 o , t。 ) U< ,

事实上
,

必有某 t * `

〔亡
。 , 亡。 + ,

,

〕使

V ( 之气
二 (云. ) ) < 又

否 lHJ 易得

产簇】1
: 〔 . ; ( t ) 11( H

对 t> t。 + 少 ( 2 2 )

( 2 3 )

孟̀ 〔亡。 , 艺。 + T 〕

而据 ( 2 1 )有

,尸 ( , 。 + : , 二
( `

。 、 , ) ) = V ( t
。 , 二 O

) +
j

与原殷违背
。

于是由 ( 23 ) 更有

亡。 + 犷

t o

己V

d亡
出喊 M 一 山 T < 通

V ( 艺
, 二

( 亡) ) < 又 任 亡 ) 亡。 + 犷

得蔽 ( 22 ) 即粗 ( 1 ) 的零解对 气耐为 111 型拟一致渐近稳定
。

定理荻毕
。

声

定理 4
.

4 若在城 ( H ) 中存在速擅函数 丫
.

( t
,

对 s( = 1
, …

,

lc)
,

满足下列条件
:

l ) V
,

( `
,

O ) = 0 (
、 二 z

_

,

…
,

沦)
, 不

产 , (云
, 二 ) 》 0 ( j = i ,

…
, 1 1“ )

,

V ( t
, 二 ) =

忿

一

署`火
”

·

’ ) 是
, f 敌 , 的定正西数

,
且有定正面数 ’ F执

。 〕 ) 对任 “ 。
一 )

`
( 日 )

有 不
7

( 亡
。 , 二

) ( Ir ( 二 〔。 J )
。

2 ) = f
,

( `
, 下

尸

) + U ,

( `
, 二

)

其中 V =

3 )

夕I尸 ,

d云

( I
尹 : , ,

l
” ; )

, U 一
( 云

,
.

。
) 戈 0 且莲擅 ( 或三 。 )

。

每一 f
:

(t, 劝在域 ( G ) 中是关于下
、 ,

… ,

砚
一 : ,

1
” , 十 : ,

· ,

丫、 的非减雨数
,
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且
.

f
s

(亡
,
O ) 三 0 。

4 ) 方程 ,

票 一厂
,

(`
, , )

(
s = 1

,

…
, 无) ( 2

·

1)

喊

阪

的零解当 尹
〔 : 〕 ) 0 时对 叭 : 〕 为 l 型稳定 ( 渐近稳定 )

。

lnJ 方程粗 ( 1 ) 的零解对 红司 是 l 型稳龙 ( 潮近稳定 ) 的
。

更且
,

若 V
:

( 悉
,

对 对 气耐 具无限小上界
,

而叙 ( 24 ) 的尾
一

解 当 尹 t : 〕 ) O 时

对 叭 : 〕
是 l 型一致稳定拟一致 ( 渐近稳定 ) 的

。

则方程粗 ( 1 ) 的琳解对 气川 为

l 型 一致稳定 ( 拟一致渐近稳定 )
。

若条件 4 ) 中方程粗 ( 24 ) 的零解的稳定牲态减弱为 当 ?oj 〔 : 〕 》 O 时对 叭 `〕
是

I 型稳定 ( 渐近稳定 )
,

而条件 1 ) 加强为对任 ( f 。 , x
)

` ( H ) 有 11V (七
。 , 。

·

)【}叹

咬 万 (叭 . 〕 )
。

此时定理仍成立
。

若是 I 型一致稳定 ( 拟一致渐近稳定 ) 的
,

1lJJ 条件

须加强为 V
,

(t
,

习
,

(s “ 1 , … ,

幻 对气司 具无限小上界
,

此时便得到方 程 叙 ( 1 )

的赛解对
二 〔。 〕 为 l 型一致稳定 ( 拟一致渐沂稳定 ) 的枯谕

.

氯
.

靓明与 号2 定 理 2
.

3的方法相同
,

仅对不等式 ( 10 ) 作适当的输靓或适当

变换它的形式即可
。

` 。 己不 d夕

例 3
.

二去一 = 一 二 止瓷一 二 夕
, · 刁 , ·

汉乙 一 一 d云 一 “

通解为
二 (七) = 二 o 。一 ` ’ 一 , o 》 , ( , ) = 夕。 e ,一 , o

显然
,
方程粗的零解对

劣
是 l 型拟一致渐近稳定的

.
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