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一类多速域上的拉甫伦捷夫周题

徐 律 宣

戈数学力学系)

摘 要

本文拭图探封一下如下的拉甫伦捷夫简瞿 :毅 G 为 卜平面上的 n速区域 ( n >) l
,

a o G , G 是含于 G 中的单速域
, a ` G ; G 关于 a 的映照半径韶为 R (

a ,

G )
,

固 G 为怎

样的区域时
,

R (
“ ,

G )达到最大值?

静永华〔2二研究过类似的简翅
,

他得出了某些桔果
,

歌明了极值区域的唯一性
,

本

文是从不同的角度来封输这周题的
。

当 n = 2 时
,

M
·

.A 卫aa p 。

叭 ae 豁明了如下定理 : 毅 G 为卜平面上两边界不退化为

一点的二速城
, a 为 G 中的一点

,

助极值区域 g 是这样的: 当把 G 保角映 照 到 园 环
r < }

z
} < 1 , a

映为食实帕上一点时
,

g 被映到园环除去割钱 l : {
z = x 十 iy }

r < x < 1
,

y = 0 } 后的单速域
。

定理的征明据靓用变分法
。

本文想用极值长的方法剖渝某类具对称性的 n 速区域上

的拉甫伦捷夫简踢
。

征明过程井未引用上述定理
,

因此上面的拉甫伦捷夫定 理 可作为

本节的推渝
。

号1 关于极值浸的一些镇备知盈

殷 G 为一 ( 黎曼 ) 曲面
,

{ 7 圣为 G 中一族可求长曲接
, p 为定义在 G 上不空

的保形不变度量类 p (
:

) 1击 }
。

召dP
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花
乞
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!

, p “̀ ·

}〕
2 ( 1 )

为关于曲袋族 { 丫 } 跳模
, 之 { 下圣称为 { 下 } 的极值长

。

现在
,

毅 口 为一双曲型单莲域
, : 。 ` G ,

挖去小园 无(
,

) : 卜
。 。

1《
, ,

小园园周

耙为 侧叻
, 口 (心 = G 一 k (心 , 又投 了下 }

,

为一族可在 G (
, )内莲擅变 化 为 (C 心而把

: 。
和边界分隔开的可求长若当阴曲麟族

。

能 又 { 丫 }
,

为这族 曲接的极值长
。

又殷 G

关于
: 。
的映照半径为 刀 (

: 。 , G )
。

可么靓明
〔 ’ 〕 :

R (
。 。 , G ) 二

l艺” `

r ee > O
一

,

{
2打 )

“ { , 于
,

f
( 2 )

号2 拉甫偷捷夫周题

定理一 毅包含原点越有限建典型域 G 的边界落在 无条原点射接上
,
沿此 无条

射藏作割楼 l , 。 l: ,

… l: ,
割裁的一端是 oo 远点

,

一端是歌射接上与原点最近的边

界点
,

如此便得 出 G 中的 单述域 g
。

如果 g 关于每 l武 , 二 1 ,

2
, …的是对称的

,
刻 g

是上远关于原
.

点的拉甫偷捷夫简题的极值区域
。

(图 1 中 lC
。 C Z… …久 是 G 的边界 )

靓明 靛所越单莲域 g 关于原点的格林画数为

忆。 1
哪仁

么 ) 二 ` o g ee

压〕万+ “ L名 )

其中 城
。

)在 g 中稠和
, _

且

h (
:

) = 无+ 0 (卜1) 卜}令 0

由假毅
,

g 关于每 l ,

(
, = 1

,
2

, …… 的是对

称的
,

所以格林函 数 诚
。

)关于 加 是对称

的
。

、 。 。
(
·

卜 .二
· d ? `

卜1(斋 )
2 +

(斋)
2

{
合

IHJ p 。

( :
)关于每 八 也是对称的

。

境殿 G C G 为另一包含原点的单莲域
,

于 G 中挖去小园 cj( .9) : 1
:

}摇
, ,

韶小 园

周为 C .(9 )
, ` ?.( )二 G 一城l’)

,

{ 下 }
,

为在侧 .)t 中可连箱变化为 (C
护

)的可求 长 若唐

阴曲接族
。

由 号 1 的式 ( 2 )
。
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{ 下 }
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!〕2 〔
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艺。 f

{ 丫 }

rlJ l下

我们先来征明对任一牲 { 下 }
, ,

都有

{
“ 。 ·

“̀ · >̀ 2 “

下

5 )

趁里有两种情形
:

第一种情形
,

当 丫井未穿过 l ,

(
, = 1 ,

2
,

… …幼 时
, y 在 g 中

与 C ( , ) I司稠
,

* ! 李

{{豁
“

{
一

!
.

{器
。

}
一 、

C ( , )

O口

户.百己Jy

第二种情形
,

当 y 有些部分穿过某些射接加 时
,

由于 p 。

(
。

)关于 知是对你的
, i致可以

把凸出在 l

一。 的一部分曲接改为关于 l · 对称的一段曲。 而不改变积 、
!
。 。

}“
·

,的

Y

植
。

因此我俏可把 下改为不穿过任何 加 (
, 二 1 , 2 ,

· ·

… 的的曲接 下 ` , 下`

属于第一种情

形
,

而且

* }一

!
。 。 d̀ ·

`) 2 ·

丫 ,

O
P

r胜we.砂丫

( 5 )式得征
。

由 ( 5 )及 ( 4 )

屹而即 咬
1
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在小园峨
r )四

,
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言有格林困致
’ `仁“ )的等位栈叭
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艺兀 J J

一

艺兀

g (
,
·

)

廷里的
,

(
:

)是诚
“

)的一个共朝拥和两数
。

g ( r )

令
+ ` + o (

,”

{ {
“ ’ 己̀ “

o 双三三三 。

最后
,

2汀

完 { 下 }
,

!
“
一 1!斋

“ 吕

}
一

} {斋
“ 吕

1
一 2·

。 二 。 。 二 。 C (
: )

: ·。

告
+ 。 + o (

· )
,

( · , o )

再由 ( 3 )
, 刀 ( 0

, G ) = l艺, ,乙

r峥 0

k
己

《 2“
r “ 劣尹 t 孟笼下 }

, 叹 八临

r峥 O
一小

。

二
+ ` + 0 (

· )

}
( 6 )

沪是 g 关于原点的
“
容量

”
的倒数

,

在数值上等于 g 关于原点的映照半径R (0
,

g)
。
〔注〕

R ( O
,

G )簇五 ( O
, g )

因而 g 是极值区城
。

`

征完
。

用完全类似于定理一靓明的方法
,

可只推广到比救一般的情形
:

定理二 敲
、 连域 G 关于某 内 点 a

有 如

下 的性厦
:

从 G 中除去
” 一 1 段割麟 .ll

二 l 。 一 , 后

得 G 内的单连域 夕 , l ; ( , 二 1 ,

…
, ?

卜 1 ) 都 落

在从
a

发出的射挂上
,

且 夕关于加 是对称的
,

加 的一端落在 G 的处界上
,

另一端 落 在 G 的

另一边界上或伸向无穷挝
。

这时
, G 关于

a 的拉

甫偷捷夫尚题的极植区域为除去上逃割接后的

单连区域 g
,

定理二的推希 1 本文开始所提到 的
。 二

2 时的拉甫偷捷夫定理成立
。

定理二的推瑞 2 如果 G 为园界域
,

每一园的中心都在实勒上
,

“ G 为实朝上

一点
,

刻土越拉甫偷捷夫简题的极值区域 g 是由 G 除去实朝上两条射麟上 的 点 而

〔注〕 这点可筒征如下
:

殷叹
z
)是 g 关于原点的黎曼映照函数

,

映 g 为单位阎
,

且以 0) = )

刚格林函数
u

(
z
) 二 1

0
9

1

}伊(
z
) {

; 按映照今径的定义
,

(R O
,

g ) =
i留护

( 0 ) }
l i m

!
z

} , 0

}
2 }

l留 (
z
) {

“ 1i m z
}

e u (
2

) = e k

」2
}卞 0
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成
,

两射接都由距
a
最近的边界点起通向无穷远

.

此外
,

我们还可似举出静多能应用定理二的例子
,

这里不再叙越 了
。

参 考 文 献

〔 1
一

1

〔 2 〕

J a m e s
.

A
.

J a n k i n s : U n i v a l e n t

c h a P t e r Z

舒永华
“

多速域上的拉扶连捷夫
”

F u n e t i o n s a n d C o n f o r m a l m a P「, i n g

简题—
1 9 5 6年复旦学报第 1期

乍

A e l a s s o f M
.

A
.

L a v r e n t i e v , 5 P r o b l e m o n

m u l t i P l y一 e o n n e t e d d o m a i n s

S h U W e i一 S h u e n

A b S七r a e t

铸

L e t G b e a d o m a i n o f f i n i t e e o n n e e t i v i t y ,
G b e a s i m P I卜 e o n n e e t e d d ( ) m -

a i n e o n t a i n
de i n G

,

L e t R
`

( a G ) d e n o t e t h e c o n f o r m a l r a d i u s o f G 、 v i t h

r e s P e e 七 t o t h e P o i n七 a `
G

.

W h a t w i l l b e t h e d o m a i n o f G w h e n R ( a G )
a t t a i n s i t s M a x im a l v a 」lu e争

M
.

A
.

L a v r e n t i e v h a s s o l v e d t h i s P r o b l e m b y t h e v a r i a t io n a l w h e n m e t h a d

t h e d o m a i n G 15 o f d o u b l e 一 e o n n e c t i v i t y
.

I n t h i s P a P e r t h e m e t h o d o f e x t r e m a l l e n g t h s 15 u s e d t o s o l v e t h i s f , r o -

b 1e m i n a m o r e g e n e r a l e a s e ,
t h u s t h e r e s u lt o b t a i n e d b y L a v r e n t i e , 2 15

e o n t a i n e d i n o u r s w h ie h a r e s t a t e d i n t h e o r e m s 1
.

a n d 1
.


